MATEMATICKA ANALIZA 1
Zadaca 3

1. Dokazite da je niz s opéim ¢lanom

(8) VAT T Vi
(b) vni+1l—n
Vn+3+2n

strogo padajudi.

2. Ispitajte monotonost sljede¢ih nizova

@g(”‘8>in22,

1—n

n?+4+2n+1
3n2+n
1 3n — 2
arctg (—n) n®+n+10°
2+ a2
2a,

)

(b)
()

(d) CLl:lO, Api1 = neN.

3. Ispitajte ogranicenost sljede¢ih nizova

n2

n2+1’

(—1)"n?
n—+4
n3

n+1"

(a)
(b)

Y

(c)

4. Koji od sljede¢ih nizova imaju limes 4+00?

5. Odredite gomilista niza s opéim ¢lanom

(a) an = (=1)"(1+27"),

2n . nmw
(b) a, = 712—_}_24—8111?,
_ ncos(nm)
() an = n+2

6. Postoji li niz ¢iji je skup gomilista skup N7 Dokazite svoje tvrdnje.

7. Izracunajte liminf a,, i limsup a,, za

n—0oo n—o0



n + cos(nm)

n nw
(b) an—n+1cos?,
24 (=)
(c) an—ma
_1)»
(d) an:arcsin( 2) .

8. Izracunajte:
(a) T +3n+1
a) lim ————
n—oo 5n? + 3n + 4
1 4
(b) lim L2V
n—oo 5 + /n
2
1
() lim — 2

n=con 4 /303 + 7’

(e) lim (n - EZ%

n—od

9. Izracunajte:

(a) lim (Vni+n3+n2+n+1—n),

b ;
(b) lim 7
n3cosn
li ,
(c) noo n2+1)2—-n+1
n+1

d) lim .
N n—oo \/nt +nd 4+ n2 4 n+1—n?

10. Izracunajte:
1
(a) lim — ,
n—oom 4+ y/n?+n+1
(b) lim (Vn2+n — v/n3 + n2),

n—oo

(¢) lim (Vn24+n-+1—vn*+n2+1),

n—oo

11. Izracunajte:

n+1
n
li ,

2n+1\"
b) li
(b) nllgo(zn+5> !




: n® \"
(c) lim (n2+1> :

—1\"
(d) lim (3” ) .
n—oo \ 3n + 1

12. Izracunajte:

(a) lim (In(n+1) —Inn),

(b) lim thy/n,
2n
(c¢) lim u ovisnosti o z € R.

n—oo 1 +x2n’
13. Izracunajte:

sin n?

(a) lim ,

n—00 n

1
(b) lim (—cosQn— 5 ),

2
(¢) lim ( cosn! . LR :
n—00 n?+1 3n+1 1-3n

14. Izracunajte:

I+ 10
(a) lim —— ,
n—oo 1, —|—2”+(n+1)!

(b) lim (vVn! +3"+1—+v/nl +3* — 1)Vnl,

(¢) lim (Vchn — \/shn)e%n.

15. Izracunajte:

1+24+3+...+n

R

(b) lim 1+34+54+...4(2n—-1) 2n+1
n—oo TL—}-]_ 2 ’
, 1-242-3+...4n-(n+1)

© Jim | = |

16. Izracunajte:

14+34+32+...4+3"

y
(a) lim m :
144 1
(b) Tim + 447+ 2 + (3n + )’
n—oo n
i 1+2243+...+n?
©) 2, = 7
1+23+3%+... +n’
(d) lim + +34—|— —i—n.

n—00 n



17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Dokazite da za niz zadan rekurzivno s
a =1, a, =2a,_1+3, n>2
vrijedi a,, = 2" — 3.

Dokazite da za niz zadan rekurzivno s

3a, — 1
nt+1 = a , ne N
3—a,
o (2"l 4+ 1ay, — 27t +1
vrijedi a,, = )
! o141 — (21— 1)a,
Niz (a,) je zadan rekurzivno s
3a, — 1
CL1:2,CLR+1: @ ,nEN.

2a,
Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.
Niz (a,) je zadan rekurzivno s

1

, neN.
an + 2

0/1:1, an+1:2—

Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.
Niz (a,) je zadan rekurzivno s

az +4
5

a; = 05, Ap+1 = , ne N.

Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.

Nadite rekurzivno zadan niz (a,) takav da mu je limes jednak /7.

Koristeci rekurzivno zadani niz dokazite da je

n

lim — = 0.
n—oo (n + 1)!
[zracunajte
lim \/5+\/5+...+\/5.
n kc;rrijena
[zracunajte

lim \/3-1/3---V3.

n—oo ,

Vv
n korijena



O MO

26. Izracunajte limes a niza (a,) i1 za zadani € > 0 odredite ny € N takav da vrijedi
la, —al <ezan>ng:

(a) a,=0,33...3, e=10"",
N—_——

1
(b) an:—cos%r, e=20,001,
n
B 5n? +1

(C) anp m, 520,005
n —

27. Dokazite koriste¢i samo definiciju limesa niza: Za niz (a,) nenegativnih brojeva vrijedi

lima, =a = limya, =+va.
n n

28. Dokazite sljedeci

Teorem (Cesaro-Stolz) Neka su (a,) i (b,) nizovi takvi da je (b,) strogo rastuci i
neogranicen. Ako postoji

li Apy1 — Ap

n—0oo bn—i—l - bn ’
tada postojii lim — i vrijedi

n—oo n

. Ap, . Qp+1 — Qp
Iim — = lim —.
n—00 bn n—o00 bn+1 — bn

29. Koristeci Cesaro-Stolzov teorem izracunajte

1P +2P 4. . +n?

(a) lim o (p>1),
) lim 1+V2+V3+...+n

n—0o0 n ’
(¢) lim —

n—os /nl’

@ i+ D) () () ()

30. Pretpostavite da postoji lim a,. Vrijedi li

lim Gitdpt.. .+ lim a, ?

n—oo n n—oo

31. Pretpostavite da postoji lim a, i da je a, > 0, za sve n € N. Vrijedi li
n—oo

lim ay-as---a, = lim a, ?

n—oo n—oo

32. Odredite liminf a,, i lim sup a,,, ako je:

n—0oo n—oo



33.

34.

35.

36.

37.

38.

(2) @ = /142007,
() an = 2~ |5
(c) an =V3n—|V3n].

Dokazite da za niz (a,) takav da je lim (a,4+1 — a,) = a vrijedi

. (079
lim — = a.
n—oo M

Neka je lim a,, = a. Izracunajte

n—oo

lim

1 asy Qy,
Jim == <a1+ﬁ+...+%).
Niz (a,) je zadan rekurzivno s
a; =1, a3 =2, app1 =n(ay + ap_1), n > 2.
Nadite op¢u formulu za a,,.

Neka su a,b € R i neka je (a,) definiran rekurzivno

1 2n — 1
ay=a, ap="=, a1 = —an + ——ay_1, N > 2.
2n 2n
[zracunajte lim a,.
[zracunajte:
1+L1+...42
a) lim 2 L
(a) noo Inn ’
1+ 1+ + 5
b) lim —2 -
(b) n—o0 Inn
Niz (a,) je zadan rekurzivno s

0<a; <1, apt1 =ap(l —ay), n>1.
Dokazite:

(a) lim na, =1,

n—oo

(b) lim "0 =70n) _

n—00 Inn



