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vrijednosti.

AWFTEA1S RAAINBIUOYAK A (2YUGAYdZANF YAK &f d
-LJ2 RNMz6 2 S dgkudtirdigreywaijanlelINSE Ra G gf 21 {2y 6y 2
diskontinuiranih (diskretnih) vrijednosti

-LJ2 RNXz6 2 S kehtihirare tayfjabkeprelistavlja neki interval na brojevnom pravcu
AftA 611 6AGIE O LINY gF O

Arl NI TEtAldz 2R RAAINBUYAK &afdzl2yAK @I N
12yl 6ydz g2SNeealdy2ai0s agrk {1l Y23dzw|l @GN«

infinitezimalno malenu vjerojatnos{(npr: visina studenata ili temperatura otopine

AStoga, kodkontinuirane varijabled2 SN2 2 1y 2 a i NEXOSINEERVANGR R
LIZ2SRAYIFGY Il GONARISROIABEASTWILNA 2 6 S A YL



DISKRETNE[ | 2 'VARIJABLE
(kratka digresija!)
Al RA&GINBUOYydz af dz6 2y dz @I NI, D fudkcijh 2 2 |
vjerojatnostije funkcija za koju vrijedi:

f(z;) = P(X = z;)

Akumulativna funkcija raspodjeléR A & { NB Uy S & tXpzéuhké8jgsa O NA 2
at 2SRS6AY &~ 7~
Far=P(X<z)= > f(z)
F(%) = & p(x)

GF Fdzy1 OA2F L2711 dz2S {1 2f A xbopr@gnSbilokgus N2 2 I
vrijednost manju od; ili jednakox, (kraj digresije!)
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- kod diskretne varijable govorili smo o funkciji raspodjele vjerojatnosti koja je svakoj
ONAR 2SRy 2aiA G NA2F 6fS LINARNHzOA GF £ 2R
-kod1 2 Y UAYdzA N yS avbdindF &y 50 Ve deh B dzd if(HkSGa D2
AYIF &t A2SRSo6l agz2zcaigl

1. f (X) 2 O

+ o -dzZ1 2f A1 2 LI2RNHMz62S ONRSSRy2al.

~ — A2S G6AUlF G LIN) g O @S6 al vz
2. =1 Y

nf (X) dx=1 Je f(x)=0za svaki vrijednost varijable izvan tog intervala, onda

-2 Y20SY2 Lbalkdaa vy

Nf (x)dx=1

X

2
3. ﬁf (X)dx = P(x1 < X< x2) -pri tome sux, i %, bilo koje dvije vrijednosti
X

] varijable x koje zadovoljavaju nejednak®rgtx,
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L f(x)20

+ O

2. Rf (Ydx=1

-0VO SVojstvo je potrebno kako bi vjerojatnost bila normirana, odnosno ovim
svojstvom se zadovoljava uviet@2 SN2 2 iy 2a i & A 3 deNdpshdio R
2S Ye2SNrea2lidy2aid RI @G NAR2FOt I LI2LINRARYA
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. fi“]f (x)dx=P(x, <x<x,)

1

+28NRaliy28d RIFE 12YGAYdANI Yyl &fdtayl
I XK 288 #RloyF al af28SRSOAY AyGESaANIf2YY

b

P(a¢ X ¢b) = fif (x)dx= F(b)- F(a)

-VIRFf2S>Y Al 2@23 dz@2Sidl LINRPAITEFTA 21 &
2 RNBE S Sy 2 2 x KomikukaSeRvgripaidledjednaka nuli (integral je nula)
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AN FAGTlF AYUSNLINBGOF OA2lI YyI OSRSYAK &g
|

y

a X, X b x

Cdzy {OA 2l 3Idzai206S @a2SNR2lFOUy2aia yAiasS ¢
g2SNea2lady2aid RI 1 2YUAYdZANI Yyl aftdzl ayl
G2 2SS Fdzy1 OA2l 122 2RNBSdz2S G2SNR2a2l Gy
dzy dzi | NJ 2RNBESSy 23 AYyUSNDI I o

f(x)dx ¢ je element vjerojatnostiA LINBS Ra 0l @t 21 @2SNRa2l Gy 2ai
vrijednost unutar intervala [x, xi]

Cdzy 1 OA 2l 3dza i 2 GjBojali®E N2 € R

( i 2 Yy WeBafhthdStA 2 2
122F LINALI RI 2RNBSSy2Y Ay

g3al
G§SNDI f dzH



KUMULATIVNA FUNKCRASODJELE

Cdzy 1 OA 2 3 dza (fX)fe Herivaaij&wdrlaivné firkajairaspodjeld(x)
FTOEVLU I CQOEU
Odnosnokumulativnu funkcija raspodjele(x)Y 2 OS &S yI 28I 2 Yy I

FTdzy1 OA2S FdaAd@0S G2SNPel Gy2aidAa
F(X) = nf (x)dx

- vrijednost kumulativne funkcije raspodjeléF§)) kontinuirane varijablexdz y S 1 g U
(F&,)) predstavlja vjerojatnost da varijabla x poprimi vrijednost jednaku ili manju vrijedQos

-dz 3S2YSUNARCAl22 AYUSNLINBiGlFOAZ2A (2 2SS LI

v}




KUMULATIVNA FUNKCRASODJELE

Kumulativna funkcija raspodjel€F)je funkcija koja potpuno opisuje raspodjelu
g2aSNRa2lGy2adAr 1T 12Y0AYdANE yvai a3 RS 12 y

1)FeS Y2y20G2y2 N} addzowl FdzylOA2l Y

0 x F(b)xF(a)

2) Fje kontinuirana s desne strane:lima F(x) =F(a)

3) Fje normirana i vrijedi:

lim FOI=0 Wi* =7

- vrijednost kumulativne funkcije raspodijeléF)) kontinuirane varijablexdz y S 2xg
(F,)) predstavlja vjerojatnost da varijabla x poprimi vrijednost jednaku ili manju

vrijednosti X,



KUMULATIVNA FUNKCRASODJELE

Avrijednost funkcijeFdz (0 2LANBIR&a G @9t 21 @G2SNR2IX(y 2 3

poprimi vrijednost manju ili jednakxi

rte Bix)= B(X = 7]
Ad2SNR 2l Gy 2ail Rdpopdniidigdn&t | XJje:NIKS b o f |
t O6F X - X 60 I toé6- X 60 b to6- X FO
dR2S aS (2NRAAIMUPAXSSYXKBOORI 2S5 9
Apodsjetnik-@2 SN2 2 Gy 2a (i RALIZAINGOIAS VilZ2 6FT2NIRC

vrijednostx je:
P(X=xF0



KUMULATIVNA FUNKCRASODJELE

Asrijednostkumulativne funkcije raspodjelédz  { 2pdetistavlja vjerojatnost da
aft dzo I 2y IXpogrimNdij@lhost manju ili jednakx

F(X)=P(X ¢ X) = fﬁf (X)dx

1




KOMPLEMENTARNAMULATIVNAUNKCIJRASPODJELE

Avrijednostkomplementarne kumulativne funkcijé=raspodijele predstavlja
g2SNRal y2ai Rdpopdniidigdn&SPphb @ @& NIS3ISo 2 IR
vrijednostix:

+

Fo(X) = P(X >x) =1- F(x) = nf (x)dx
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Al £ dz6 I 2y | kaatniNA&n&ili imdkontingiranu raspodijeluako je njena

(kumulativna) funkcija raspodijele kontinuirana

Awl 8LI2R2Sf I G2SNR2l Gy23adAy § 2YyHiAFtdzA NI v
funkcijom kojabNJ T f A6 A GAY @GN IZDEIRY U@ RINE SYW¥Y Nz

vjerojatnost.

A dzRdz2R 2RIA DI 1S ONARA2SRy2aiA podtofitieka/ dzA NI
212t AYE V21INB GNIRANDOA2 06 Sa 2y thjfilesviyy 2 3 2
2SNl y2aidA yS O0A 0AZ2 12YIF6lIyod

A GoglrNy2 1TylreSyeS AYILIG 6S al Y2 @2SNERc«
poprimi@NRA 2SRy 248 AT 2RNBSSy23 Ay adaSNDI |



MOMENTI
626S1AGI y lvarijandde2 SXRY 2 4 U =

RESTAYANI y2$ 26 Qijandiesyt 3 6Fen 28R ey 2SS R 2285
RAAINBGOYS &tdzl 2y S S NA almufafiEniliategiay NI 1

2L SY A2

+ 0

o f -nazivasetimA a K2 RA OV A YuMgief&y (2 Y
ni,’: n(lf(X)dX y ( J y

-o

navedeni integral apsolutno konvergira)

+ @
m = fx- m' f(X)dx -nazivasetma NERA Oy 2AY 605y @Al f

. uvjet da navedeni integral apsolutno konvergira)



DIGRESIJA



DISKRETNE[ | 2 'VARIJABLE

AANBRy2lI AtA 2R53}BBYYSOBRBBREFEG Ol NA ¢
1 n r
=13 T Yfa
1 1=1

Al oNRr2 dzRIf2Sy2aiA a0OAK aftdzwl 2yAK O N
jednak je nul(analogija sa osnovama statistike i srednjom vrijednosti gdje
smo rekli da je srednja vrijednost ona za koju vrijedi da je oko nje suma

odstupanja nula)
.
> filai—T)=0
=1

Teorem gl = a&+ b



DISKRETNE[ | 2 'VARIJABLE

varijancaRA A { NB iy S af dzl 2yS @FNAR2I o6t S

varjancad 2 2 NA 2 NI A LINDSy 2dz af dz6F 2y A K @ NA
220 A aANBRYye2A (1QFIRN}YG 2RaldzLd yal



KRAJ DIGRESIJE
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+ o
m=m = ﬁXf(X)dx -ANBRYy2F AfA 2038V A®Y dzh NDNB 2 &
varijablexd LINA RNHzOSy 2Y Fdzy1 Of@2Y

+ o

m, = r[x mf(X)dx=0 -2Raddzdt y2es 2R aNBRye$ 2
(kao i kod diskretne varijable gdje smo definirali sred

vrijednost kao vrijednost za koju je suma odstupanja

svih varijabli nula)



VARIJANCIJA

-varijancijado A £ A RNHzI A koEnRrane y
afdz5l 2y S48 GLINKRRNWzOSy 2Y ¥

vjerojatnostif(x)

s?=m= f{x- m)*f(x)dx

s =vs?

- standardna devijacija pozitivha vrijednost drugog korijena
varijancije



NEKE KONTINUIRANE RASPODIJELE



KONTINUIRANA JEDNOLIKA (PRAVOKUTNA) RAZDIOBA

Neka jex varijabladefinirana na intervaldia, b], a funkcijd(x) LINA LI fehk&jalzo |
ddza G206 S Oaa&dj@gadidaadnieivalu [a, blima vrijednost(x)=C(C je

konstanta) dok zavrijednosti izvan intervalda, b] vrijedif(x)=0.

{ 201 ANRBY VyI LINBUK2RY2 VI @SRSYyl ag@gz2aal
1

b- a

Bl Y GSRSYdz 12y dAY dzh NEWNAZLIE R 826 78 ¢ oz (p@-d6%k)E
11 OSY2 pRtokuthuwilljednoliku raspodjelu.

C

Odnosnokontinuirana sldajna varijabla im&ontinuiranu jednoliku (pravokutnu)raspodjelu
VI AYUSNDIFfdz ol 06 12 2S ya2Syl TFdzyil OA

izvan njega jednaka O.



KONTINUIRANA JEDNOLIKA (PRAVOKUTNA) RAZDIOBA

Kolika vjerojatnost pripada intervale,[x,8 af dz6 2y S 12y Ay dzA NI

raspodijeljene po jednolikoj (pravokutnoj) raspodjeli?

2 L35 Sy AR dx = P(x < X< x,)

1

konkretno: F’(XjL <X< Xz) = Xﬁf (X)dx= bfl-a ﬁjX: XICZ)- 6)1(1
i ¢

f(x)

SANF FAGLE Ay dSNLINGHH -S4y




NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

Bl 12y dAYdzZA NI Y derijedi ddzénsGaugsimiilihbriding taspddidu
dZl 2t A12 25 yeSyl Fdzy|OAel 3IdAag26S 2SN

B 1 1ax- mo
f(x;s,m= f(X)—S@e

2 O

t NA L) RI 2dz5F {dzydzZ | GABYy L+ Fdzy1 OA2l NI & LJ:

1 +o 1aX mo2

F(x;s,m= F(x)—S@ e 26 gy




NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

- Gaussovaaspodijela jei A Y S Gshbzifioyh Ina pravac=>

- krivulja je zvonolika oblikaR @ A 2 Sinflékgij6T, (5 ) IiT,>+ 0 X OG0 2 AY
58 INAQGdZ 2l o6AGA G2 dOF oFYGNEs HaBA
FaAYLIG2041A &S LINAofAOI @O 28A E



NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

N2 {Fv:sol ngl}

N1 {#‘-‘30. 012:4}




NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

Ukoliko uvedemo novu varijablu: U = X-m

S

520A0 06SY2 LR22SRy2aitl @taSyA AT NITY




NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

Gaussovaaspodijela je centrirana u nuli i za&1 dobijema2 S R A i dtahgadinu

normalnu raspodjelu:
2

1 -2
e 2
V2P

I 122dz adz LINALI RII 2dz0S ONAR2SRy2adGA Gl

f(u) = f (%) :Sif(u)

t NA LI RF2dz8 | 1 dzY dBatiséom &yalS Int & Li2 R aNBIO | Bty

F(u):%zp 7 2 du

LT &4l yREFENRYS y2NXIfYS N}aLRRA2SES 2SH
inicijalnu funkcijuf(x): ~ f(X) =—F(u)
S



NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

Notacija :
Gaussovdi normalna raspodjela sa srednjom vrijednostivarijancijom’ 2:

N(> 2?)

{ f dz6 | 2y IXim@GaNgsa@ui ofmlalnu raspodjelu:
X ~N> 2?9

6 2 S RA YA 6 Y IGausshudingiiRaindldaspddjela
N (O, 1



NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

Ako jeX ~ N> Z?), tadaje(- >~ MN(O, 1).
Akoje X ~ N> ¥?), tadaje aX+ b~ NI *b,a? ?).

AkOSUXiX,Y S2BA &Y S &fdlays O NR 2l o8] 228 %
~ N>y, " %)

onda vrijedi da s +X)te ¢ -X%0 GF 1 2SSNJ y2NX¥IfyS NI &LJ:
X+ X~ N>+, 0 2+ 59

X =X~ N>i=>, 7 % 59



NORMALNAGAUSSOVWRASPODIJELA
vjerojatnost

v81F 28 E 12YGAYdANI Yy At dzlayl @I N

Gaussovaaspodjelax ~N(> Z?)

- vjerojatnost da ta varijabla poprimi neku vrijednost iz intervalax;) jest:
1 % g
P(x <x<Xx,)= e % ° T dx
S\2p er

- uvedemo supstituciju :



NORMALNAGAUSSOVARASPODJELA
vjerojatnost

-A R2 0 A 2S Yawus@uaspodjdlozy warijablu(uU~N@©O, D)0 ¢S 2SS LI
vjerojatnost :

2
1 7 -
P(x, <x<x)=——p 2 du u= Moy X M
1 2
V2p |, S S
- pretpostavimo da je,=> (time jeu,;=00 = LINA LJ- Rl 2dz6 | @2SNRel
1 u, _Euz Y‘
P(u,) = P(h<x<X,) :f (g * du
2p o

a1 At A1S OARAYZ2 (12tA7}
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NORMALNAGAUSSOVRASPODIJELA

vjerojatnost

Q¢

GF 0Sf ANJI

YAY ONKhSSRY:

0.0 QOO0
0,1 [IXR TR
0,2 0T26
0.3 11791
o4 15342

0s | 19146
0.6 22575
0,7 25804
0.8 28814
09 31504

34134
[ 36431
[ 38493
| 40320
41924

431319
44520
45543
40407
47128

47725
48214
45610
48528
491 K0

49379
454534
49653
49744
4RE13

49EAS
49903
i 49511
| 49952
| 49966

| 4997674
4559596413

| 4999966

| 499999713

Duwoia RAwk=2 Vawmia Bwk=10 YhuUnia Riel=O

i e de b _:rl'inl'.nl'if'h' _II‘JHNHN _F-I‘HNNN

~

[ L]
4380
0H317
12172
15910

19447
22907
161158
29103
1859

34375
J6650
IR6RE
404750
42073

431448
44630
45637
46485
47193

47778
48257
48645
48956
49202

49356
49547
49664
49752
49819

ELLTL ]
AF006
49934
49953
4996E

[P ]

T8
04776
[
12552
16276

19847
13217
16424
29389
EF{F |

4614
inH64
JERTY
40658
42220

43574
44738
45728
46562
47257

47831
48300
48679
45983
45274

49413
49560
49674
49760
49825

49874
49910
49936
49955
49965

3 4 | 5 6
01197 al1sas [ L g LT 02392
08172 085567 | 08962 06156
03095 094583 | 09871 10257
12930 §3307 | 136K3 14358
16640 17003 | iTiGE 17724
20194 0540 20HE4 21226
23565 23891 24215 24537
36730 27038 27337 21637
20671 20055 D234 20511
3ZIE1L 32639 12894 33147
14850 350E1 15314 35543
17076 37286 17491 37698
9065 J9Is51 A9415 39617
40824 40988 41149 41309
42364 42507 42647 42786
43699 43822 431943 44062
44843 44930 45053 45154
452018 45907 45994 45080
46618 46TIZ2 | 46784 46356
4720 4TIEL | 47441 47500
47882 47932 | 47982 48030
45341 48382 | 48422 48461
48713 4E8T45 | 48778 4RRDD
49010 49036 49061 49086
49245 49266 49286 49303
49430 49446 49461 45477
49571 495RS 49598 496059
49681 40691 L 49711
49767 49774 | 49781 49788
49831 49836 | 49B41 49846
49878 40882 | 49886 49889
49913 49916 | 4991E 49921
49938 49940 | 49942 49944
49957 49958 | 49960 49961
49970 49971 49972 49973

02790
6749
1042
144131
18082

21566
24857
27915
30785
33398

15769
37300
19796
4 | 466
42922

44179
45254
4h164
46926
47558

48077
48500
4EE40
49111
49324

45492
49621
49720
39795
49851

49893
455924
49944
49961
49574

EDEE
07142
11026
14503
IE439

21904
5175
18230
Ios7
33646

35593
JE D0
15573
41621
43056

441595
45152
46146
46993
47615

4R124
48537
4BET70
49134
49343

49506
49632
49728
49801
49856

4598597
49926
435948
49964
49975

0315RA
07538
11405
15173
18793

22240
25400
JE324
M3
31891

6114
JR20R
40147
41774
431189

44408
45449
46327
47062
4T6T0

48169
48574
ELE L]
49158
49361

49520
49643
49716
49807
49861

4500
40420
49950
49965
A%976

a A YGaiisbvedsypatlifelé i tablici se nalaze samo pozitivne vrijednosti



Povrsine ispod normalne krivulje

u l_‘,
P(u)=Lfe 2 dx
0

V2=

TABLICA V

00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586
03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535
07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409
11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173
15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793

19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490
25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524
28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327
31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891

COO0O0 OOoO00O

34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214
36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298
38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147
40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774
41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189

b

OO AWN=O VOINOWUL AWN=O VONOWKV AWN=O VXNV HWN=-=O

43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408
44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449
45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062
47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670

-

2, 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169
2, 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574
2, 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899
2, 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158
2, 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2, 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2, 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
2, 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736
2, 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 39795 49801 49807
2, 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861
3, 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900
3, 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929
3, 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950
3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965
3, 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976
3, 4997674

4, 4999683

4, 4999966

5 499999713

Svakoj vrijednosti u ovoj tablici prethodi decimalni zarez; tako je npr.: P(1,71) = 0,45637






