MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 1.

(a) (4 boda) Odredite prirodnu domenu funkcije
log, z + 2

f(x) = arcsin T—

(b) (2 boda) Dokazite tvrdnju: Ako je f: X — Y strogo padajuca bijekcija. PokaZite da je tada i f~*
strogo padajuca.

Rjesenge.
(a) Vrijedi da je x € D(f) onda i samo onda kada su zadovoljeni svi od dolje navedenih uvjeta:

(i) }Zg—if € [—1,1] jer je domena arkusa sinusa [—1, 1],
(i) log; 2 — 1 # 0 jer u nazivniku ne smijemo imati nulu,

(iii) = > 0 jer argument logaritma mora biti veéi od 0.
Promotrimo ove uvjete jedan po jedan i odredimo za koje x-eve su oni ispunjeni.

(i) Rjesavanjem nejednadzbe

1< log, z + 2
~log;r—1
dobivamo
e (o ! } U (7, 00)
xz P » ),
VT
dok rjesavanjem nejednadzbe
log-x + 2 <1
log-xz—1 —

dobivamo z € (0,7). Vidimo kako je presjek ta dva uvjeta

1
re (0, —].
( \/7}
(ii) Vidimo kako smo rjesavanjem prvog uvjeta implicitno rijesili i ovaj uvjet jer log; z = 1 ako i

samo ako x = 7.

(iii) Ovaj uvjet je takoder zadovoljen s prvim uvjetom.

Dakle, zakljucujemo

1
D(f) = (0, —|.
0=z
(b) Neka su y1,y, € Y takvi da je y; < y» i pretpostavimo da je f~1 (y1) < f~! (y2). Kako je f strogo

padajuca funkcija, s vjezbi iz Zadatka 1.28 slijedi da je
U W) = F( (),

odnosno y; > y,. Dobili smo kontradikciju s uvjetom y; < yo, pa slijedi da je nuzno f~!(y;) >
f~Y(y2), odnosno da je f~! strogo padajucéa funkcija.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 2. (6 bodova)
Funkcija f : (0,2) — R zadana je formulom

f(z) = tg<g(m2 — 22+ 9)).

Odredite f ({0, 1]), pokazite da je
Floay (0, 1] = £ (€0,1])

bijekcija, te odredite (f|<0,1])71. Postoji li interval vec¢i od (0, 1], sadrzan u domeni od f, na kojem je f
injekcija? Obrazlozite.

Rjesenge.
Kvadratna funkcija h(z) = 2> — 2z +9 = (z — 1)? + 8 ima tjeme u z = 1, pa je strogo padajucéa za z < 1.
Definiramo funkcije

g1:(0,1] = [8,9), gi(x) =2 —22+49,

T T
g2 : [879> — [47T747T+ §>7 gQ(x) - §[E,

g3 : [4m, 4w + g> — [0, 400), g3(z) = tgx.

= N . 1)) = o, _
flioa] = g3 0 g2 0 g1 je bijekcija kao kompozicija bijekcija. f ((0,1]) = [0, +00). Prema formuli za inverz
kompozicije, imamo

(floa) " =gr'ogy ogy!

Odredimo inverze komponentnih funkcija.

gx)=y = (@-1)+8=y = r=1+/y -8 = ov=1—/y—38

g3(x) =y = tg(r —4n) =tgr =y S AT = arctgy =—> = = 4w + arctgy
Dakle
g1 8,9) = (0.1, gii(@)=1-Vz -3,
gl 4 5) 2 [8,9), 65 () = 2o,
g3' 1[0, 4+00) — [4m, 47 + g}, g3 (7)) = 47 + arctgz.
Sada je

(floa) H(z) =1- \/(%(4% + arctgzx)) — 8.

Vedi interval ne postoji, jer h(x) = 2% — 2x +9 = (x — 1)? + 8 ima tjeme u # = 1, pa na svakom vecem
intervalu od (0, 1], podskupu od (0, 2), nije injekcija, naime h(z) = h(1 —z) za x € (0,2); a onda ni f nije
injekcija.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(3 boda) Odredite sliku funkcije f : R — R zadane s

2

f(ZE) _ 2arctg<7(sinx+cosx)>

(3 boda) Neka je f: X — Y i A C X. Odredite odnos skupova f(A) i f(f~1(f(A))).

Rjesengje.

(a)

Primijetimo najprije da zbog sin § = cos § = \/75 vrijedi:
2 2
gsinx + gcosx = sin (:c + %) .

Prema tome, funkciju mozemo zapisati kao sljede¢u kompoziciju: f = fy o fyso f3o fi, gdje su:

filz) =z + T fo(x) =sinz, f3(z) = arctg(x), fa(x) =27

Za

Prema tome, slika je
Fa(Fs (2 (L (R)) = fu (s (f2 (R)) = fal -1 1) = ful[- T, 5]) = [27F.27)

Dokazat ¢emo da za svaki skup A C X vrijedi f~'(f(A)) 2 A i da za svaki skup B C Y vrijedi
f(f~Y(B)) C B. Tada iz prvog uvjeta djelovanjem sa f na obje strane slijedi f(f~1(f(A))) D f(A),
dok iz druge tvrdnje odabirom B := f(A) slijedi f(f~'(f(A))) C f(A). Dakle, navedeni skupovi su
jednaki.

Navedene tvrdnje postoje kao zadaci za domacu zadaéu u vjezbama, ali ponovit éemo dokaz. Naime,
ako je x € A, tada je f(z) € f(A) paje z € f7'(A) i time je prva tvrdnja dokazana. Za drugu
tvrdnju primijetimo da ako je y € f(f~1(B)), to znaci da postoji x € f~1(B) takav da je f(z) = v,
ali kako je z € f~1(B), to znadi da je y = f(x) € B i time je i druga tvrdnja dokazana.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 4.
(a) (3 boda) Je li funkcija f : R — R s pravilom pridruzivanja

sin(rz) , z€Q

f(x):{sin(%m:) , eR\Q
periodi¢na? Obrazlozite.
(b) (4 boda) Postoji li surjekcija f: R — R za koju vrijedi

|f(z)] + f(shz) < sgna.

Rjesenge.
(a) Funkcija jest periodi¢na jer je jedan njezin period 7 = 2. Naime, za x € Q vrijedi da x + 2 € Q, pa
dobivamo
f(z) = sin(mz) = sin(rx + 27) = sin(w(x + 2)) = f(z + 2).
Slicno se pokaze da za x € R\ Q vrijedi x + 2 € R\ Q te da vrijedi f(z) = f(z + 2).

(b) Pretpostavimo kako takva surjekcija postoji. Kako je f surjekcija, postoji y € R takav da f(y) = 2
te ozna¢imo zy = Arshy. Za taj xy vrijedi f(shzy) = 2. Kako je |f(x)| > 0, dobivamo da je lijeva
strana u nejednakosti veca ili jednaka od 2. S druge pak strane, desna strana je manja ili jednaka
od 1, pa smo dobili kontradikciju.

Dakle, takva surjekcija ne postoji.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 1.

(a) (4 boda) Odredite prirodnu domenu funkcije

log- x4 2

f(z) = Arth T—

(b) (2 boda) Kazemo da je f : A — R ogranic¢ena ako postoji M > 0 takav da |f(z)] < M za svaki
x € A

Dokazite ili opovrgnite tvrdnju: svaka periodi¢na funkcija f : R — R je ogranicena funkcija.

Rjesenge.
(a) Vrijedi da je x € D(f) onda i samo onda kada su zadovoljeni svi od dolje navedenih uvjeta:

(i) }zg—if € (—1,1) jer je domena Arth jednaka (—1,1),
(i) log; z — 1 # 0 jer u nazivniku ne smijemo imati nulu,

(iii) = > 0 jer argument logaritma mora biti veci od 0.
Promotrimo ove uvjete jedan po jedan i odredimo za koje x-eve su oni ispunjeni.

(i) Rjesavanjem nejednadzbe

1
1< 087 T + 2
log, z —1
dobivamo .
re (0,— ) U(7,00),
(0.77) veroo
dok rjesavanjem nejednadzbe
1 2
ogrrEs
log-x —1

dobivamo z € (0,7). Vidimo kako je presjek ta dva uvjeta

xé(O,%).

(ii) Vidimo kako smo rjesavanjem prvog uvjeta implicitno rijesili i ovaj uvjet jer log; z = 1 ako i
samo ako r = 7.

(iii) Ovaj uvjet je takoder zadovoljen s prvim uvjetom.

Dakle, zaklju¢ujemo

p() = (0.2

(b) Tvrdnja nije istinita, a primjer protuprimjera je funkcija

lz) = { tg(x) , = € D(tg)

0 , inace



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 2. (6 bodova)
Funkcija f : (2,4) — R zadana je formulom

f(z) = (:tg(g(:c2 — 6z + 14)).

Odredite f ((2,3]), pokazite da je
Fliag : (2,31 = F((2,3])

bijekcija, te odredite (f|<2,3])71. Postoji li interval ve¢i od (2, 3], sadrzan u domeni od f, na kojem je f
injekcija? Obrazlozite.

Rjesenge.
Kvadratna funkcija h(z) = 22 — 6z + 14 = (v — 3)> + 5 ima tjeme u z = 3, pa je strogo padajuca za z < 3.
Definiramo funkcije

g1:(2,3] = [5,6), gi(z) =2" — 6z + 14,
T

g2 . [576> — [27T + g:zﬂ- + 7T>7 92(‘%‘) = §x7

gs: [2m+ g,Qﬂ' +7) = (—00,0], gs(x) = ctgz.

fliz,31 = 93 0 g2 © g1 je bijekcija kao kompozicija bijekcija. f((2,3]) = (—00,0]. Prema formuli za inverz
kompozicije, imamo
(flea) =g 0ogy ogy!

Odredimo inverze komponentnih funkcija.

g@)=y = (-3’ +5=y = v=3+/y—-5 = v=3—y—>5

g3(x) =y = ctg(r —27) =ctgr =y AT o = arcctgy = x = 2w + arcctgy
Dakle
gt :[5,6) > (23], gi'(2) =3-Vz -5,
gyt [2m+ g,Qw+7r> — [5,6), g5 (x) = %x,
g3t (—00,0] = [27 + g, 21 +7), g5 () = 27 + arcctg.
Sada je

(f|<2,3})71(1’) =3 - \/(%(277 + arcctgr)) — 5.

Vedi interval ne postoji, jer h(x) = 22 — 6z + 14 = (z — 3)? + 5 ima tjeme u x = 3, pa na svakom vecem
intervalu od (2, 3], podskupu od (2, 4), nije injekcija, naime h(z) = h(3 —z) za x € (2,4); a onda ni f nije
injekcija.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(3 boda) Odredite sliku funkcije f : R — R zadane s

2

f(ZE) _ 2arctg<7(sinxfcosx)>

(3 boda) Neka je f: X — Y i B CY. Odredite odnos skupova f~(B) i f~1(f(f~*(B))).

Rjesenge.

()

T

Primijetimo najprije da zbog sin § = cos § = \/75 vrijedi:

V2 V2 . 7
—SIHJJ—TCOSZ}:SIH <LU——> .

2 4

Prema tome, funkciju mozemo zapisati kao sljede¢u kompoziciju: f = fy o fyso f3o fi, gdje su:
file) =2 ——,  folz) =sinz, f3(z) =arctg(z), fi(z)=2"
Prema tome, slika je

Fa(Fs (2 (L (R)) = fu (s (f2 (R)) = fal -1 1) = ful[- T, 5]) = [27F.27)

Dokazat ¢emo da za svaki skup A C X vrijedi f~'(f(A)) 2 A i da za svaki skup B C Y vrijedi
f(f~Y(B)) C B. Tada iz drugog uvjeta djelovanjem sa f~! na obje strane slijedi f~!f(f~(B)) C
f~YB), dok iz prve tvrdnje odabirom A := f~}(B) slijedi f~'(f(f~"(B))) 2 f~'(B). Dakle,
navedeni skupovi su jednaki.

Navedene tvrdnje postoje kao zadaci za domacu zadac¢u u vjezbama, ali ponovit éemo dokaz. Naime,
ako je x € A, tada je f(z) € f(A) paje z € f7'(A) i time je prva tvrdnja dokazana. Za drugu
tvrdnju primijetimo da ako je y € f(f~1(B)), to znaci da postoji x € f~1(B) takav da je f(z) = v,
ali kako je z € f~1(B), to znadi da je y = f(x) € B i time je i druga tvrdnja dokazana.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 22. studenog 2022.

Zadatak 4.

(a) (3 boda) Je li funkcija f: R\ {1/2+ Z} — R s pravilom pridruzivanja

_f tg(mz) , z€Q
f(x)_{tg(%m:) , zeR\Q

periodi¢na? Obrazlozite.
(b) (4 boda) Postoji li surjekcija f: R — R za koju vrijedi
max{0, f(z)} + f(z°) < sgnz.

Napomena: maksimum dviju funkcija je funkcija koja je definirana na sljedeéi nacin

[ f@), fl@) > g()
max{ f(z),g(x)} = { g(x) , f(z)<g(x)

Rjesengje.
(a) Funkcija jest periodi¢na jer je jedan njezin period 7 = 1. Naime, za = € Q vrijedi da z + 1 € Q, pa
dobivamo
f(z) = tg(me) = tg(re + ) = tg(r(z + 1)) = flz +1).
Sli¢no se pokaze da za x € R\ Q vrijedi z +1 € R\ Q te da vrijedi f(z) = f(z +1).

(b) Pretpostavimo kako takva surjekcija postoji. Kako je f surjekcija, postoji y € R takav da f(y) = 2
te ozna¢imo zy = ¥/y. Za taj zy vrijedi f(z3) = 2. Kako je max{0, f(z)} > 0, dobivamo da je lijeva
strana u nejednakosti veca ili jednaka od 2. S druge pak strane, desna strana je manja ili jednaka
od 1, pa smo dobili kontradikciju.

Dakle, takva surjekcija ne postoji.
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