RJESENJA ZADATAKA ZA TRECE VJEZBE

1.3 Derivacija kompleksne funkcije

Zadatak 1.3.1. U kojim tockama su sljedece funkcije derivabilne?

(b) f(x+iy) = e"(cosy + isiny)
(c) f(z) =12l
Rjesenje. (a) Koristedi zapis z = x + iy imamo
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pa su realni i imaginarni dio ove funkcije
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u(z,y) = ma v(w,y) = m

Sada zelimo provjeriti vrijede li Cauchy-Riemannovi uvjeti, pa u tu svrhu trazimo parci-
jalne derivacije. Ra¢unamo
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Vidimo da vrijedi sljedece:

6$U(I',y) = ayv(xv y): Gyu(x,y) = _8$U(x7 y)7

dakle zadovoljeni su Cauchy-Riemannovi uvjeti. Takoder, funkcije u i v su diferencijabilne
na cijeloj domeni kao realne funkcije dviju realnih varijabli.

Prema Cauchy-Riemannovom teoremu zaklju¢ujemo da je f derivabilna na C\ {0} (u 0
nije definirana).

Iz Cauchy-Riemannovog teorema takoder znamo i kako izgleda derivacija:
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(b) f(z+iy) =e"(cosy + isiny)
u(z,y) = e*cosy, v(r,y) = e siny
Rac¢unamo parcijalne derivacije:
Ogu(z,y) = e cosy, Oyu(x,y) = —e"siny,
Opv(z,y) = e"siny,  Oyv(z,y) = e” cosy.

Kao u (a) dijelu zadatka, vidimo da su funkcije u i v diferencijabilne na cijeloj svojoj do-
meni kao realne funkcije realnih varijabli te vrijede Cauchy-Riemannovi uvjeti d,u(x,y) =
Oyv(z,y), Oyu(x,y) = —0v(x,y). Dakle, f je derivabilna na C i vrijedi

1(2) = Opu(z,y) + i - Opv(x,y) = €* cosy + ie* siny = e*(cosy + isiny) = f(z).
(c) f(2) =12
f(z) = |2]> = 2% + ¢, paje u(z,y) = 2° + ¥, a v(z,y) = 0.
Rac¢unamo parcijalne derivacije:
Opu(w,y) =2z,  Oyu(z,y) =2y,
Opv(z,y) =0, Oyv(z,y) =0.
Vidimo da Cauchy-Riemannovi uvjeti

Opu(x,y) = Oyv(x,y), Oyu(z,y) = —0v(x,y)

vrijede ako i samo ako
20 =0, 2y =0,
tj. ako i samo ako z = 0.

Funkcije u i v su diferencijabilne na cijeloj svojoj domeni kao realne funkcije realnih
varijabli, ali Cauchy-Riemannovi uvjeti vrijede samo u tocki z = 0, pa zaklju¢ujemo da je
funkcija f derivabilna samo u tocki z = 0 te vrijedi

£/(0) = 8,u(0,0) + i - ,v(0,0) = 0.

O

Zadatak 1.3.2. Koje su od sljedeéih funkcija harmonijske?

(a) u(z,y) =2> +y

(b) u(x,y) = —2e” cosy

(c) u(z,y) =sinz chy — y?

(@) ulw,y) = a* —y?
Rjesenje. (a) Raéunamo 0%u + Bgu =24+0=2%#01ividimo da u nije harmonijska.

(b) Iz O%u+ ﬁgu = —2e% cosy+2e* cosy = 0 se vidi da je funkcija harmonijska. Alternativno,

mogli smo primijetiti da je u realni dio kompleksne funkcije f(z) = —2e*.



(c¢) Prve derivacije iznose
Oyu = cosxchy, Jyu =sinxshy — 2y.

Imamo
Au = d*u + 8§u = —sinzxchy +sinzchy — 2= -2
pa slijedi da u nije harmonijska.
(d) Vrijedi
Au:8§u+8§u:2f2:0

pa je funkcija v harmonijska.
O

Zadatak 1.3.3. Odredite funkciju v tako da kompleksna funkcija f = u + iv kojoj je realni
dio
u(a,y) = 2° = 3xy® +y

bude derivabilna, ako takva postoji.
Rjesenje. Prvo idemo provjeriti je li v harmonijska (ako nije, trazeni v ne moze postojatil):
Auz@%u—l—@;u:fix—ﬁx:().
Cauchy-Riemannovi uvjeti nam kazu:
322 — 3y? = Opu = Oyv
1 — 6zy = Oyu = —0,v.

Iz prvog uvjeta slijedi:

) = [(35® = 39P)dy + (o) = 322y — 4° + hia),
gdje je h neka nepoznata funkcija jedne varijable. Mozemo je odrediti iz drugog uvjeta:
6zy — 1 = 0,v=06zy +h'(z) = h(z)=-x+c, ceER
Slijedi v(z,y) = 322y —y® —z +c.
Kako izgleda f = u + iv?

23— 3z +y) +i(32%y —yP — x4 ¢)

= (
= (23 + 3z(iy)* + 322y + (iy)?) — i(z + iy) + ic
= (z +iy)® —i(x + iy) +ic
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[z +iy)

= f(2)=2"—iz+ic, ceR.

O

Neka je © C C podrugje (otvoren i povezan podskup od C). Ako je zadan realni dio
derivabilne funkcije f = u + iv, tada se njen imaginarni dio moze dobiti formulom

x Yy
v(x,y) —/ —ayu(x,yo)dx—i-/ Oru(zo, y)dy + ¢,
xo Yo
gdje je zo = xg + 1yo proizvoljna tocka iz €. Obratno, ako imamo zadanu funkciju v, tada se
realni dio v moze naéi formulom

x Y
u(z,y) = / Oyv(z,yo)dx + —0,v(x0,y)dy + c.
zo Yo



1.4 Elementarne funkcije
Zadatak 1.4.1. Dokazite da je eksponencijalna funkcija derivabilna.

Rjesenje. Realni i imaginarni dio eksponencijalne funkcije su
u(z,y) =e®cosy, v(x,y)=e"siny.
To su ocito diferencijabilne funkcije na cijelom R. Deriviramo:

Oyu = e*cosy, Oyu= —e"siny

0zv = e* sin Oyv = e* cosy.
) Y

i vidimo da su Cauchy-Riemannovi uvjeti zadovoljeni. O

Zadatak 1.4.2. Rijesite jednadzbe:
(a) e+i=0
(b) € =cosmz, v €R
Rjesenje. (a) PiSemo z = x + iy i razdvajamo jednadzbu na realni i imaginarni dio:
e“cosy =0, e*siny = —1.
Slijedi da moramo imati cosy = 0, dakle
ye{S+hrikez}.

Ako je y = §+2km, tada je siny = 1 paslijedi da bi morali imati e* = —1, §to je nemoguce
jer x € R. Sada vidimo da su sva rjeSenja dana s

x =0, y=g+(2k+1)7r, ke,
to jest, sa kompleksnim brojevima oblika

z(%r + 2km), k € Z.

(b) Razdvajamo jednadzbu na realni i imaginarni dio:
cosx = cos(mx), sinz = 0.
Iz sinz = 0 slijedi = € {k7 : k € Z}. Dakle, moramo imati cos(km) = cos(kn?), iz ¢ega

slijedi da je k = 0, to jest da je jedino rjesenje x = 0.
O



