IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - RJESENJA
JUNIORI
04. 03. 2016.

Zadatak 1. Oznacimo sa [[z]] udaljenost realnog broja x od najblizeg cijelog broja. Izracu-
najte:

@ > [a+var], oy 5 el

n=1 o

Rjesenje.

(a) Iz binomne formule slijedi

[n/2]
(1+V2)"+(1-V2 _2Z< >
pa je rije¢ o cijelom broju. Obzirom da je
(1-V2)"|=(V2-1)"<V2-1<-,

vidimo
[a+va)r] =(v2-1)"

pa preostaje sumirati geometrijski red:

> 2—-1 2
Z(\/Q_l)n:\/_—zi.
n=1 1- <\/§ - 1) 2
(b) Iz poznatog Taylorovog razvoja funkcije e* oko nule slijedi
<1 " nl > n!
nle=nld) —=> —+ —.
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Prvi pribrojnik je cijeli broj, dok drugi pribrojnik za n > 3 mozemo ograniciti:
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Kako je jos 2.5 < e < 27515 < 2e < 5.5, zakljuc¢ujemo

3—e zan =1,
Hn!eﬂ { 2e — 5 zan =2,
D henil g n zan > 3.

Prema tome, trazena suma je jednaka
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Zadatak 2. Za svaki prirodni broj n dani su realni brojevi, 0 < a, < b, < 1, takvi da je

> (b, — a,) > 2016. Odredite najveéi prirodan broj M takav da medu skupovima [a,, b,]
neN
sigurno postoji njih M ¢iji je presjek neprazan.

Rjesenje. M = 2017. Uvedimo oznaku A, = [a,,b,]. Pokazimo najprije da ih ne mora biti
2018 s nepraznim presjekom. Stavimo, npr.

2016 + 1
A1:A2:-~:A2017: [07 217

2017

2016+ 5+ ...+ 5 2016+ 3+ ... 4z
2017 ’ 2017

Prvih 2017 skupova je medusobno jednako, dok su svi ostali medusobno (i s prvih 2017) di-
sjunktni, a ocito je da je ispunjen uvjet » (b, — a,) > 2016. Dokazimo sada da ih u sva-

A174n = 1 , zan €N.

neN
kom sluc¢aju mora biti 2017 s nepraznim presjekom. Za segment I = [a,b] uvedimo oznaku
d(I) = b — a. Uvjet zadatka je tada Z d(A,) > 2016. Jasno je da postoji N € N takav da je

neN
N
> d(A,) > 2016. Kako je d(4,) < 1, ocito je N > 2017. Tvrdimo da medu ovih N skupova
n=1

sigurno postoji njih M = 2017 s nepraznim presjekom. Pretpostavimo suprotno, odnosno da
je presjek bilo kojih 2017, medu ovih N skupova, prazan. No, ovo sada znaci da je svaka tocka

segmenta [0, 1] pogodena najvise 2016 puta skupovima A, As, ..., Ay. Konacno, to znaci
da je ukupna duljina skupova A, As, ..., Ay jednaka najvise 2016 - d([0,1]) = 2016, sto je
kontradikcija. v

Zadatak 3. Neka je n prirodan broj i A antisimetri¢na n x n matrica s cjelobrojnim koefici-
jentima. Dokazite da je det A potpun kvadrat.

Rjesenje. Najprije, ako je n neparan, onda iz
det A = det A" = det(—A) = (—1)"det A = — det A,

slijedi da je det A = 0, Sto je potpun kvadrat.
Pretpostavimo dalje da je n paran broj. Koristiti ¢emo sljede¢u jednostavnu ¢injenicu:

2
ako sup € Z, q € N takvi da je (p) € 7Z, onda je b € 7.
q q

Naime, sada vidimo da je dovoljno dokazati da svaka n x n antisimetri¢na matrica s racionalnim
koeficijentima ima determinantu koja je kvadrat racionalnog broja. Tada za A znamo da je
det A cijeli broj (posto A ima cjelobrojne koeficijente) i da je kvadrat racionalnog broja pa onda
po navedenoj Cinjenici slijedi da je det A potpun kvadrat. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po
n. Za n = 2 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki parni prirodni broj n i
dokazimo ju za n+2. Oznacimo koeficijente matrice A s a;;, ¢, j € {1, 2, ..., n+2}. Kako je A
antisimetri¢na, znamo da je a; = 0, za sve 7. Ukoliko je a;; = 0, za sve j, onda je det A = 0 pa
smo gotovi. Pretpostavimo da je ajx # 0 za neki k € {2, 3, ..., n+ 2}. Svakom stupcu j # k

a
matrice A dodajmo stupac k pomnozen s —ﬁ, zatim svakom retku ¢ # k matrice A dodajmo
a1k

« Qi1 . . . S . .
redak £ pomnozen s ———. Promotrimo ovako dobivenu matricu te iz nje izbacimo redak i
k1



stupac 1 te redak i stupac k, oznac¢imo tu n X n matricu s B. Napravimo Laplaceov razvoj
najprije po prvom retku, a onda po prvom stupcu (na taj na¢in upravo izbacimo navedene
stupce i retke i ostane nam matrica B), tada dobijemo:

det A= (—=1)"™ . ay - (=1 . ay - det B = a3, - det B.

Matrica B ima racionalne koeficijente, za korak indukcije preostaje nam jos dokazati da je B
antisimetri¢na i gotovi smo. Oznac¢imo koeficijente matrice B s b;;, 4, j € {1, 2, ... n + 2}, gdje
je {i, 7} N {1, k} = 0. Racunamo:

Q1; Q41 Qay;
bij = aj; — — @y, — — - Qg — — * Qg

a1k Q1 A1k
. aj1 ay;
L R i - " Ajk
k1 a1k
- ay; a;1 ai;
= |Gy — —— Qi — —— | Qki — * Akk
a1k Q1 a1k
= —bﬂ
Dakle, matrica B je antisimetri¢na i time je nas dokaz priveden kraju. v

Zadatak 4. Aco se sprema na posjet Apsurdistanu i primijetio je sljedece:
1. Apsurdistan se sastoji od 1024 grada, ¢ija su imena brojevi od 0 do 1023,

2. Gradovi m i n su povezani cestom ako i samo ako se binarni zapisi brojeva m i n razlikuju
u to¢no jednoj znamenci,

3. U vremenu kada Aco planira svoj posjet u Apsurdistanu ¢e biti zatvoreno 8 cesta radi
odrzavanja.

Dokazite da Aco moze isplanirati put Apsurdistanom takav da putuje cestama koje rade, svaki
grad posjeti tocno jednom i da se na kraju vrati u grad iz kojega je krenuo.

Rjesenje. Primijetimo da je n-dimenzionalna binarna kocka zapravo graf ¢iji su vrhovi ozna-
¢eni binarnim n-torkama, a dva vrha su povezana ako i samo ako se njihove oznake razlikuju na
toc¢no jednoj koordinati. Dakle, nas problem je zapravo: Dokazite da ako iz 10-dimenzionalne
binarne kocke uklonimo bilo kojih 8 bridova, tako dobiveni graf je uvijek Hamiltonov, tj. u
njemu postoji zatvoreni put (pocinje i zavrsava u istom vrhu) koji svakim vrhom prolazi to¢no
jednom (Hamiltonov ciklus).

Indukcijom po n dokazimo opéenitiju tvrdnju: Ako iz n-dimenzionalne (n > 1) binarne
kocke uklonimo bilo kojih (n — 2) bridova, dobit éemo Hamiltonov graf.

Dokaz. Tvrdnja je ocita za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 1. Neka je
C' (n + 1)-dimenzionalna binarna kocka i neka su

V ={(a1,as,...,an41) = a; € {0,1}} i E

skupovi njezinih vrhova, odnosno bridova. Izbacimo iz E proizvoljan skup od n — 1 bridova
i oznac¢imo taj skup s D. Uzmimo bilo koji brid e iz D. Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da taj brid spaja vrhove

U:(07b1,...,bn) i U:(l,bl,...,bn),



gdje su b; € {0,1}. Promotrimo podgrafove Cy i C nase kocke C' ¢iji su skupovi vrhova redom
jednaki

% = {(0>a27 cee 7an+1) Dap € {07 1}} i ‘/1 = {(17 az, ... 7an+1) Da; € {07 1}}7

neka su Fy i F; odgovarajuéi skupovi bridova. Primijetimo da su Cy i '} zapravo medusobno
izomorfne n-dimenzionalne binarne kocke, gdje je izomorfizam f : Vi — V; ocit:

f(O, asg, . .. 7an+1) = (1,0,2, ce ,an+1>.

Takoder, vrijedi da je V' = VU Vj i ocito je da su skupovi Vj i V; disjunktni. Napomenimo da
izomorfizam grafova, osim $to je bijekcija medu skupovima vrhova, ¢uva povezanost, tj. originali
su povezani ako i samo ako su im slike povezane.

Oznac¢imo Dy = EyN D, Dy = Ey N D i Dy neka je skup bridova iz D koji se ne nalaze niti
u Ejg, niti u E;. Oc¢ito je D = Do U D1 U Dy, gdje su svi skupovi u uniji medusobno disjunktni.
Jasno je da je e € Dy pa je onda |f(Dy) U Dq| < |D| —1 = n — 2. Dakle, iskoristimo li
pretpostavku indukcije, zaklju¢ujemo da ako iz kocke C izbacimo sve bridove koji se nalaze u
f(Dy) U Dy, dobivamo Hamiltonov graf, tj. u kocki Cy postoji Hamiltonov ciklus koji na sadrzi
bridove iz f(Dy) U Dy (posebno, ni one iz D), neka je to ciklus

V= V1,0U2,...,0Un.
Neka su u; € Cy takvi da je f(u;) = v, zai=1,2,...,2" tada je jasno da je
U= Up,U2,...,Usn

Hamiltonov ciklus u Cy koji ne sadrzi bridove iz Dy (a time ni iz D). Nadalje, vrhovi u; i v;
se razlikuju u tocno jednoj koordinati (prvoj) pa su oni spojeni bridom za sve ¢ = 1,2,...,2".
Pogledajmo parove bridova (u;,v;) i (u;y1,vi41) za i = 1,2,...,2" — 1. Kako je |Ds| < |D| =
n—1, vidimo da za najvise 2(n — 1) ovih parova vrijedi da se barem jedan brid od njih 2 nalazi
u Dy (odnosno u D). Jasno je da je 2" — 1 > 2(n — 1) pa onda postoji ¢ takav da se niti brid
(u;,v;), niti brid (u;y1,v41) ne nalaze u Dy, odnosno u D. Kona¢no smo gotovi, naime

ULy Uy v vy Ujy Uiy Vj—1y + « +, U1, U2, Uon 1y« ooy Vi1, Ui 15 Uig 2y« - oy Un

je Hamiltonov ciklus u kocki C' koji ne prolazi bridovima iz D. v
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Zadatak 1. Izracunajte:
T lnx 7 Inx
(a) /7dx, (b) I(a) :/7dx, za a € (0,00).

.T2—|—1 x2+a2
0 0

Rjesenje. Za (a) dio zadatka koristimo zgodan trik:

7 Inz r = 1 ? Ini 1 Iny
- 5 . 4 — y = y ¢ e P

Y

iz Cega vidimo da je I(1) = 0. (b) dio zadatka se lako rjesava svodenjem na (a) dio:

B T O LR
/ $2+G2 dr = ady / a2y2—i—a2
1 7 Ina 7 Iny 1
= (O/yQde—i—o/Wdy) P (Ina-arctgyly +1(1)),
konacno je, za a € (0,00), I(a) = T22. v
Zadatak 2.

(a) Neka je V' konacno dimenzionalan vektorski prostor i neka su V; i V4 njegovi potprostori.
Neka je A € L(V) takav da je A(Vy) C Vo i A(V,) C Vi. Dokazite da je Tr(Alvnw) =
TT(A|V1+V2)'

(b) Neka je V kona¢no dimenzionalan vektorski prostor i neka su Vi, V5 i V3 njegovi potpros-
tori. Neka je A € L(V) takav da je A(Vy) C Vo, A(V,) C V31 A(V3) C V. Pokazite da
ne mora nuzno biti Tr(Alv,rvenvs) = Tr(Alvisvatvs)-

Rjesenje.

(a) Neka je Bjs baza prostora Vi N V;. Nadopunimo je sa skupom B; do baze za Vj, a
skupom By do baze za V,. Tada je B = Bjy U By U By baza za V) 4+ V, (skupovi u uniji
su disjunktni). Neka je (,) skalarni produkt na V; 4+ V5 pridruzen bazi B, tj. definiramo
(b1, ba) = 0p, b, za sve by, by € B. Tada je

TT(A|V1+V2) = Z <A(b)7 b> = TT(A|V10V2> + Z <A(b)7 b> .

beB beB—Bja

Iz pretpostavke na operator A slijedi da je A(span(B;)) Nspan(B;) = {0}, za i = 1,2.
Dakle za sve b € B — By vrijedi (A(b),b) = 0 (ovdje span(S) oznacava vektorski prostor
razapet vektorima iz skupa S5).



(b) Neka je V =R?; V;, V4 i V5 neka su, redom, x os, njena rotacija za 120° te njena rotacija
za 240°. Operator A neka je operator rotacije oko ishodista u pozitivnom smjeru za 120°.
Ovo nam daje kontraprimjer. Napisimo to formalno. V = R2 Vi, Vs, V3 su potprostori od
V dani, redom, svojim bazama: {(1,0)}, {(—=%, %)}, {(—3 —@)} Operator A zadamo

272
njegovim matricnim prikazom:

_1 V3

=4 5

2 2
Sada vidimo da je A(V;) C Vs, A(Va) € Vai A(Vs) C Vi, ali Tr(Alviavens) = Tr(Aljey) =
0# —-1=Tr(Aly) =Tr(Alvi+vat1s)- v

Zadatak 3. Ako su f € C*(R) i m € Ny, dokazite da se funkcija g definirana formulom

) — S £@)(0)d /4]
g(x) := J(@) = 30 J70)27/)! zar € R\ {0}

$m+1

moze prosiriti do funkcije iz C*(R).

Rjesenje. Kako je ocigledno g € C*(R \ {0}), dovoljno je pokazati da u tocki 0 postoje
derivacije g™ (0) svakog reda i da su sve derivacije g™ neprekidne u x = 0. Zahvaljujuéi
L’Hopitalovom pravilu, u tu svrhu je pak dovoljno samo pokazati da za svaki n € Ny postoji
limes 91011}% g™ (x). Vazno je napomenuti da u zadatku ne pretpostavljamo analiticnost od f, jer

za analiticke funkcije (tj. one koje se mogu razviti u red potencija) tvrdnja trivijalno slijedi iz

@ - B = ) 5 Py

|

s ﬂHmHm» = ot ()l
_ (% 2.
(dx) S Ut+m+1) Z::j—i-m—i-n—i—l) 4!

Ipak, gornji racun nam barem daje naslutiti kako i samo uz pretpostavku f € C*(R) vrijedi

|
li (n) — n. (m+n+1) )
509 (z) (m+n+1)!f (©)

Pokazat ¢emo da je to doista slucaj.
Promatramo li novu funkciju

. m - £(5)
fw) = f) -2

ona ¢e biti klase C* i zadovoljavati f@)(0) = 0 za j = 0,1,...,m te f9(0) = f9(0) za
j > m+ 1. Zato indukcijom po broju n € Ny mozemo dokazivati ekvivalentnu tvrdnju:

Ako su f € C*(R) i m € Ny te ako je f9(0) =02zaj=0,1,...,m, tada vrijedi
n |
lim ( d ) /(@) = o flman+ (),

e=0 \dzx/) 1 (m+n+1)!

Kao sto pise, osnovna ideja je provoditi indukciju po broju n, a ne po broju m.
Baza n = 0 slijedi za svaki m € Ny naprosto (m + 1)-strukom primjenom L’Hépitalovog

pravila:
(m41) 1
lim f(@) = lim / (z) =
z—0 pm+l 2—0 (m + 1)! (m + 1)!

FD(0).

6



Uzmimo neki n € N i pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n—1. U koraku indukcije primijetimo

d flz) _af(z) - (m+1)f(x)

dr rm+1 m+2
Funkcija
h e C®[R), hx):=xzf(x)— (m+1)f(x)
zadovoljava . . .
W (z) = o f0 (@) + (5 = m = D) fY (@),
tj.

h9(0) = (j —m —1)f9(0),

paje h9)(0) =0za j=0,1,...,m+1. Toza j < m slijedi iz pretpostavke na f, aza j = m+1
je ocigledno. Primjenom pretpostavke indukcije na funkciju h za svaki m € Ny slijedi

lim <d>n_1 Mz) _ (n— L) pmn) ()
20 \ dx ™2 (m+n+1)!
sto zbog
d f(ili') h(l’) (m4+n+1 (m4+n+1
dp gmtl  gmi2’ h '(0) =nf (0)
postaje upravo trazena jednakost. Time je zavrSen dokaz indukcijom po n. v

Zadatak 4. Neka je dan jednostavni neusmjereni graf s n € N vrhova i m € Ny bridova te
ozna¢imo d = 2m/n. (Dakle, d je prosjecni stupanj vrha u grafu.) Pokazite da se za svaki
s € Ny na tom grafu moze izvesti barem nd® razlic¢itih setnji duljine s.

Dokaz tvrdnje u slucaju s < 2 vrijedi 2 boda.

(Setnja duljine s je uredena (s + 1)-torka (ne nuzno razli¢itih) vrhova grafa (vo, vy, ...,vs) takva da su vrhovi

vj_1 iv; spojeni bridom za j =1,2,...,s. Uslucajud= 0= s izraz d° interpretiramo kao 1.)

RjeSenje. Zeljeni rezultat je lako direktno provjeriti za:
e s = (), kada Setnji duljine 0 ima n,

e s =1, kada Setnji duljine 1 ima 2m ("Setamo” duz nekog brida u bilo kojem smjeru), sto
je bas jednako nd.

Stoga u daljnjem pretpostavljamo da je s > 2.

Najprije dokazimo kvantitativno slabiju tvrdnju, da postoji barem n(d/4)* Setnji duljine s.
Tu tvrdnju ¢emo pokazati matematickom indukcijom po broju vrhova grafa. Za n = 1 moramo
imati m = 0, tj. d = 0 pa je tvrdnja ocigledna. Za n = 2 u jedinom netrivijalnom slucaju
m = 1, tj. d = 1 imamo tocno po dvije Setnje svake duljine. Uzmimo n > 3 i pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za grafove s n — 1 vrhova. Promotrimo proizvoljni graf s n vrhova i neka je
0 € Ny najmanji stupanj vrha u tom grafu.

Razlikujemo dva slucaja.

(1°) 6 > d/4
Setnju na grafu dobijemo tako da krenemo od proizvoljnog vrha, odabranog na n nacina,
te se potom redom pomic¢emo u neki od susjednih vrhova, a za svakog od njih imamo
barem § mogucnosti. Zato je broj Setnji barem ndé® > n(d/4).



(2°) § < d/4
Postoji vrh stupnja ¢. Izbacimo ga iz grafa te primijenimo pretpostavku indukcije na
novodobiveni graf s n — 1 vrhova. Broj Setnji duljine s u novom grafu (pa pogotovo i u
polaznom grafu) je barem

(n—1)<2<m_5))8 . (nd—d/2) :n<d>5. (n—l/Q)S_n_1

4(n —1) 45(n — 1)1 4 n—1 n

S (d)s (n—1/2>2 n—1 - (d)s
n{—|) - : n{—] .

- \4 n—1 n 4
Time se zavrsen korak indukcije.

U svrhu dokaza trazene (jace) nejednakosti promotrit ¢emo “k-tu potenciju grafa”; tj. novi
graf ¢iji vrhovi su k-torke (vq,...,vg) vrhova polaznog grafa, a (vy,...,vx) i (wy,...,wg) su
susjedne ako i samo ako su v; i w; susjedni u polaznom grafu za ¢ = 1,..., k. Novi graf ima
n¥ vrhova i 28=1m* bridova (jer to je (2m)* nacina za odabir k uredenih parova, ali poredak
cijelih k-torki je nebitan) pa mu je prosjeéni stupanj

2. 28 b

= d".
nk

Ako je N broj setnji duljine s u polaznom grafu, tada ih u k-toj potenciji grafa ima toéno N*,
jer su to naprosto k-torke Setnji u polaznom grafu. Primjenom dokazane (slabije) nejednakosti
na taj novi graf dobivamo

N* > n¥(d*/4)°.

Vadenjem k-tog korijena slijedi N > nd*4~%/* pa pustanjem k — oo konac¢no dobivamo N >

nd®. v

Napomene. Zadatak je rezultat P. Erdosa i M. Simonovitsa iz 1982., dok su ovaj elegantni
dokaz dali N. Alon i I. Z. Ruzsa.

Za s = 2 je jos moguce dati jednostavni dokaz. Naime, ako su dy, ds, . .., d, stupnjevi vrhova
grafa, tada se lako vidi da je broj Setnji duljine 2 jednak

di +dj+ -+ d2,
jer naprosto “prodemo” kroz i-ti vrh na d? nacina, $to je vece ili jednako
nHdy +dy + -+ dp)? = (2m)*/n = nd®.

Ipak, veé¢ za s = 3 nije poznat jednostavniji dokaz tvrdnje.
Primijetimo da se jednakost svakako postize za grafove ¢iji svi vrhovi imaju isti stupanj

(jednak d).



