POGLAVLJE 2

Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost

ZADATAK 2.1. épﬂ sadrzi n karata oznacenih prirodnim brojevima od 1 do n. Karte se izvlace
slucajnim redoslijedom, jedna po jedna. Neka je 1 < k < n fiksan. Ako znamo da je k-tom

izvla¢enju izvucen dotad najveci broj, koja je vjerojatnost da je on n?

ZADATAK 2.2. Bacamo 5 simetricnih novc¢i¢a. Nakon prvog bacanja bacamo ponovno one
novcice koji su u prvom bacanju pokazali glavu. Kolika je vjerojatnost da ¢e nakon drugog

bacanja ukupno (u oba bacanja) pasti barem 3 pisma?

ZADATAK 2.3. Dva igraca pikada, A i B, naizmjence bacaju strelice dok netko ne pogodi u
centar. Poznato je da su ishodi razli¢itih bacanja nezavisni te da pri svakom bacanju A ima
vjerojatnost p4, dok B ima vjerojatnost pg da pogodi u centar. Ako A krec¢e prvi, odredite

vjerojatnost da ¢e on prvi pogoditi u centar. Uputa: Uvjetujte na rezultat prvog bacanja.

ZADATAK 2.4. Tri novéic¢a C, Cy i (5 leze na stolu. Vjerojatnosti da na njima padne pismo su

1
redom 3,

Odredite vjerojatnosti da smo uzeli novci¢ C;, 1 = 1, 2, 3.

% i 1. Na slucajan nac¢in uzmemo jedan novci¢, bacimo ga i uoc¢imo da je palo pismo.

ZADATAK 2.5. Kutija sadrzi n kuglica nepoznatih boja. Sve pretpostavke o broju bijelih kuglica
su jednako vjerojatne. Ako je bez vracanja izvucena kuglica bijele boje, kolika je vjerojatnost

da ¢e i sljedeca izvucena kuglica biti bijele boje?

ZADATAK 2.6. Bacamo slucajan broj N kocaka. Neka je A; dogadaj da je N =i te pretposta-
vimo da je P(A4;) = 27% za sve i > 1. Neka je S zbroj dobivenih brojeva. Odredite vjerojatnost
da je:

(i) N =2 ako znamo da je S = 4;

(ii) S = 4 ako znamo da je N paran.

ZADATAK 2.7. Imamo 5 nov¢ica, od kojih dva na obje strane imaju pismo, jedan na obje strane

ima glavu, a preostala dva su simetri¢na. Zatvorimo oc¢i, odaberemo nasumic¢an novcic¢ i bacimo

ga.

(i) Koja je vjerojatnost da se na donjoj strani nalazi pismo?
(ii) Otvorimo o¢i i vidimo da nov¢i¢ pokazuje pismo; koja je vjerojatnost da je na donjoj
strani pismo?
(iii) Ponovo zatvorimo o¢i i bacimo nové¢ié. Koja je vjerojatnost da je na donjoj strani
pismo?
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(iv) Otvorimo o¢i i vidimo da nov¢i¢ pokazuje pismo; koja je vjerojatnost da je na donjoj
strani pismo?
(v) Uklonimo ovaj nov¢i¢, nasumiéno odaberemo neki drugi i bacimo ga. Koja je vjero-

jatnost da on pokazuje pismo?

ZADATAK 2.8. (i) Pretpostavimo da k ljudi nezavisno jedan od drugog biraju po jednu
od n razli¢itih vrsta sladoleda (k < n). Odredite vjerojatnost postoji barem jedan par
ljudi koji su izabrali istu vrstu te pokazite da je ova vjerojatnost odozdo ogranicena s

1 —exp {—%} Uputa: Iskoristite nejednakost 1 —x < e ™, x > 0.
(ii) Kolika je vjerojatnost da u grupi od k sluc¢ajno odabranih ljudi barem dvoje imaju
rodendan na isti dan u godini? Pokazite da je ta vjerojatnost barem 0.5 ako je k = 23,

te barem 0.998 ako je k = 70.

ZADATAK 2.9. Neka su A, B,C € F nezavisni dogadaji. Pokazite da su tada nezavisni i
dogadaji Ai B¢, A°i B, Ai BUC, A\ BiC.

ZADATAK 2.10. Simetri¢nu kocku bacamo n puta. Neka je A;; dogadaj da kocka pri i-tom i
j-tom bacanju pokazuje isti broj. Pokazite da su dogadaji (A4;;)1<i<j<n U parovima nezavisni,

ali da nisu nezavisni.

ZADATAK 2.11. Nov¢i¢ koji pokazuje pismo s vjerojatnoséu p € (0,1) bacen je n puta. Neka
je E dogadaj da je u prvom bacanju palo pismo, a F} dogadaj da je palo ukupno toc¢no k
pisama. Fiksirajmo proizvoljne n > 2 te k € {1,2,...,n — 1}. Odredite P(E | F},) te ispitajte

nezavisnost dogadaja E i Fj, u ovisnosti o parametru p € (0, 1).

ZADATAK 2.12. Uzastopno bacamo nov¢ié koji s vjerojatnoséu p € (0,1) pokazuje pismo, a s
vjerojatnoséu ¢ := 1 — p glavu. Za dane prirodne brojeve r i s, odredite vjerojatnost da se prije
pojavi r uzastopnih pisama nego s uzastopnih glava. Uputa: Prvo uvjetujte na rezultat prvog
bacanja. Ako je u prvom bacanju pala pismo, dodatno uvjetujte na to jesu li u sljede¢ih » — 1

bacanja pala samo pisma ili ne.

ZADATAK 2.13. Promatramo nezavisna bacanja nové¢i¢a. Za n € N neka dogadaj A, oznacava

da je u n-tom bacanju nov¢i¢ pao na glavu.

(i) Objasnite rijeCima Sto predstavlja dogadaj B = U2, N2, Af.
(ii) Izrazite formulom slitnom onoj iz (i) dijela zadatka dogadaj C' da je novéi¢ beskonaéno
mnogo puta pao na glavu.
(iii) Koje su vjerojatnosti dogadaja B i C' kada je P(A,) = p za svaki n € N i neki
0<p<1?

ZADATAK 2.14. Neka je Ay, As,... € F niz dogadaja. Dogadaj iz Borel-Cantellijevih lema

¢esto oznacavamo s

limsup A4, := Ny~ Upe,, Ay,
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te sli¢no
lim inf A, =00 M, Ak

Pokazite da vrijedi

P (lim sup An) > limsup P (A,)

n—o0 n—o0

P (ngogf An> < liminf P (4,)

n—o0

Rjesenja zadataka: Zad. 2.1 k/n; Zad. 2.2 459/512; Zad. 2.3 ——PA_——: Zad. 2.4 1/6,
1/3,1/2; Zad. 2.5 2/3; Zad. 2.6 (i) 232, (i) 22, Zad. 2.7 (i) 2, (i) 2, (iii) 3, (iv) 2, (v) Z;
Zad. 2.8 1-[[/-/ (1—%); Zad. 2.11 k/n, nezavisni akko p = k/n; Zad. 2.12 p_(-q)

pr— 1+q571_p7“71q571;
Zad. 2.13(iii) 0,1
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