POGLAVLJE 1

Vjerojatnost

ZADATAK 1.1. Slucajni pokus sastoji se od bacanja dvije igrace kocke. Odredite prostor ele-

mentarnih dogadaja 2. Ako je

E = {zbroj brojeva na kockama je neparan},
F = {barem jedna kocka je pala na 1},

G = {zbroj brojeva na kockama je 5},

prikazite pomoc¢u elementarnih dogadaja sljede¢e dogadaje:
F, G, ENF, FNGi ENFNG.

ZADATAK 1.2. Slucajni pokus sastoji se od bacanja simetri¢nog novcic¢a sve dok ne padne pismo.

Odredite prostor elementarnih dogadaja €2 i pomocu njih prikazite sljedece dogadaje:

(i) A = {nov¢i¢ je bacen neparno mnogo puta},

(ii) B = {glava je pala barem pet puta zaredom}.

ZADATAK 1.3. Neka su A, B i C dogadaji vezani uz neki slucajni pokus. Prikazite pomocu

A, B i C sljedec¢e dogadaje:
(i) dogodio se barem jedan gornji dogadaj,
(ii) dogodio se tocno jedan gornji dogadaj,
(iii) dogodila su se toéno dva gornja dogadaja,
)

(iv) nisu se dogodila vise od dva gornja dogadaja.

ZADATAK 1.4. Neka je Q = {1,2,3,4}. Odredite koje od sljedec¢ih familija podskupova skupa
() su g-algebre na €2, a one koje nisu nadopunite do najmanje o-algebre koja sadrzi elemente

te familije.

(i) fl = {{172}7 {374}79}7

(i) Fo ={0,9,{1},{2,3,4},{1,2},{3,4}}.
ZADATAK 1.5. Neka je F o-algebra na 21 B C (). Jesu li tada

(i)

G={CCB:CeF}
(i)
H ={C C B: postoji A€ F takav da je C = AN B}

o-algebre na B?
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ZADATAK 1.6. Ako su A i B dogadaji, dokazite da vrijedi [P(A) — P(B)| < P(AAB).

ZADATAK 1.7. Neka su A i B dogadaji takvi da je P(A) = 2 i P(B) = ;. Pokazite da je
%2 <P(ANB) < % i navedite primjere koji pokazuju da su oba rubna slucaja moguca. Koje

ograde vrijede za P(AU B)?
ZADATAK 1.8. Simetri¢ni nov¢i¢ baca se 4 puta. Izracunajte vjerojatnost da

(i) padnu barem tri pisma,
(i)
)
)

(i
(iv) padnu tocno tri pisma zaredom.

padnu to¢no tri pisma,

padnu barem tri pisma zaredom,

ZADATAK 1.9. Bacamo n simetricnih kocaka. Izra¢unajte vjerojatnost da produkt dobivenih

brojeva

(i) bude djeljiv s 5,
(ii) ima zadnju znamenku 5,

(ili) ima zadnju znamenku 0.

ZADATAK 1.10 (Problem of points). Dva igraca A i B igraju niz igara dok netko ne skupi 6
pobjeda. Igre su nezavisne, a u svakoj igri obojica imaju jednaku vjerojatnost pobjede. Nakon 8

igara, igra¢ A ima 5, a igra¢ B 3 pobjede. Zanima nas vjerojatnost da Ce igra¢ B ipak pobijediti.

Objasnite zasto sljedece rjesenje nije tocno: Svi moguci ishodisu Q = {A;, B1 Ay, B1 By Az, BiByBs}
pri ¢emu npr. A, predstavlja da je prvi igra¢ pobijedio u 2. sljedecoj igri (tj. 10. ukupno). Dakle,

P({B prvi do pobjede}) = HErgaBull — 4.

ZADATAK 1.11. Da bi poceli igrati s covjeculjkom u igri éovjeée ne ljuti se morate prvo dobiti

Sesticu na kocki.

(i) Izracunajte vjerojatnost da u tre¢em pokusaju prvi puta dobijete Sesticu.
(ii) Izracunajte vjerojatnost da vam treba vise od tri pokusaja da prvi puta dobijete
Sesticu.

(iii) Nakon koliko bacanja bi vjerojatnost da ste dobili Sesticu bila barem 0.957

ZADATAK 1.12. Iz skupa {1,...,100} nasumce su odabrana dva ne nuzno razli¢ita broja, m i

n. Izracunajte vjerojatnost da je

(i) m™ + n™ neparan broj,

(ii) m™ - n™ paran broj.

ZADATAK 1.13. Za Okrugli stol sjeda n vitezova, pri ¢emu Arthur ne zeli sjediti kraj Mordreda
ni kraj Lancelota. Ako sjedaju na slu¢ajan nacin, kolika je vjerojatnost da Arthur ne sjedi ni

kraj Mordreda ni kraj Lancelota?
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ZADATAK 1.14. Pokazite da za dogadaje A, B, C vrijedi
P(A°N(BUC))=PB)+P(C)-P(BNC)—P(CNA) —P(ANB)+P(ANBNC(C).
Koliko ima prirodnih brojeva medu 1,...,500 koji nisu djeljivi sa 7, ali su djeljivi s 3 ili 57

ZADATAK 1.15. Jednog radnog tjedna u nekom gradu 10 ljudi je pozvalo elektri¢ara u svoje
kuce radi popravka nekih elektri¢nih uredaja. Svaki covjek je slucajno odabrao neki radni dan
u tom tjednu i pozvao elektricara. Izracunajte vjerojatnost da postoji barem jedan radni dan

u kojem nitko nije pozvao elektricara.

ZADATAK 1.16. Teniski turnir igraju m = 2" igraca (dakle, ukupno n runda, pri cemu je zadnja
runda finale), te pretpostavimo da u svakom mecu, svaki od igraca ima jednaku vjerojatnost

da pobijedi. Ako slu¢ajno odaberemo dva igraca, odredite vjerojatnost da se susretnu

(i) u prvoj rundi;
(ii) u finalu;

(ili) u nekom trenutku.
ZADATAK 1.17. Marija baci dva nov¢ica, a Ivan jedan.
(i) Koja je vjerojatnost da Mariji padne vise glava nego Ivanu?
(i)
)
)

(i
(iv) Mozete li to dokazati promatranjem svih moguénosti nakon sto je Ivan bacio sve svoje

Koji je odgovor na to pitanje ako Marija baci tri novéica, a Ivan dva?

Sto mislite kolika je ta vjerojatnost ako Marija baci n + 1 novci¢, a Ivan njih n?

novcice, a Mariji je preostalo jos jedno bacanje?

ZADATAK 1.18. (i) Pokazite tzv. Bonferronijevu nejednakost
P (U AZ-> ST PA) - Y P(AN A,
i=1 i=1 1<i<j<n

(ii) Svaku od m kuglica smo sluc¢ajno rasporedili u bilo koju od n kutija (m > n). Koristeéi
subaditivnost vjerojatnost te gornju nejednakost, ogranicite s obje strane vjerojatnost
dogadaja E = {barem jedna kutija je ostala prazna}. Intuitivno, zasto je ova aprok-

simacija bolja kada je m > n?

ZADATAK 1.19. Neka je (A,)nen niz dogadaja takvih da je P(A,) = 1 za svaki n € N. Dokazite
da je P(N%2,A,) = 1.

ZADATAK 1.20. Poznato je da se gotovo sigurno dogada barem jedan od dogadaja Ai,..., A,
te da se gotovo sigurno ne dogada tri ili vise tih dogadaja. Ako je P(A4;) = p za sve i te
P(A; N A;) = q za sve i # j, pokazite da je p > % te ¢ < %
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Rjesenja zadataka: Zad. 1.8 (i) 5/16, (ii) 1/4, (iii) 3/16, (iv) 1/8; Zad. 1.9 (i) 1 — (5/6)",
(ii) (3" — 27)/6", (iii) (6" — 5" — 3" + 2")/6"; Zad. 1.10 1/8; Zad. 1.11 (i) 25/6, (i) 125/67,
(iii) n > 17; Zad. 1.12 (i) 1/2, (ii) 3/4; Zad. 1.13 (n —3)(n —4)/((n — 1)(n — 2)); Zad. 1.15
(5-410 - 103194+ 10- 219 — 5)/5'; Zad. 1.16 (i) 1/(2" — 1), (i) L/(2*"}(2" — 1)), (iii) 1/2""1;
Zad. 1.17 Sva rjesenja su 1/2; Zad. 1.18 n (1 - 1)" — (1) (1= 2)" <P(E) <n(1-1)"
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