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Predgovor

Ove, 2023. godine ulazimo u razdoblje stogodisnjica znanstvenih proboja de
Brogliea i Schrodingera, kojima je poceo prelazak kvantne mehanike u njen
moderni oblik. A prosle, 2022. godine, Nobelova nagrada za fiziku dodijeljena
je Aspectu, Clauseru i Zeilingeru za eksperimente sa spregnutim, zapletenim
kvantnim stanjima. Oni pojasnjavaju moguénosti tumacenja temelja kvantne
teorije, te otvaraju put novim tehnologijama. I stogodisnjice de Brogliea
i Schrédingera i nedavne Nobelove nagrade ukazuju na vaznost izlaganja
osnova kvantne fizike na sveucilisnim studijima, te priliku da se zanimanje
za nju potakne i u krugovima Sirim od uobic¢ajenih. Ovo djelo je naravno
prije svega posvec¢eno prvome, no nadam se i drugome.

Ova knjiga potpuno pokriva predvidene sadrzaje novog kolegija Uvod u
strukturu materije na tre¢oj godini preddiplomskih studija fizike na nastav-
nim smjerovima, te daje temeljitu pripremu za novi kolegij Kvantna fizika na
diplomskim studijima novih nastavnickih studijskih programa. Sada se upo-
trebljava na sadasnjem kolegiju Kvantna fizika na sada$njim integriranim
preddiplomskim i diplomskim sveucilisnim studijima fizike, fizike i kemije,
fizike i tehnike, matematike i fizike, te fizike i informatike sadasnjih nastav-
nickih studijskih programa Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sveucilista
u Zagrebu.

Prvo, uvodno poglavlje daje pregled bitnih aspekata povijesnog konteksta
fizike krajem 19. i pocetkom 20. stolje¢a. To ¢itatelju objasnjava okolnosti
koje su pojedine znanstvenike dovele do prvih spoznaja o temeljnoj, mikro-
skopskoj strukturi materije i novim prirodnim zakonima koji tu vladaju —
dakle, do pojave kvantne fizike.

Izlaganje se nastavlja s manifestacijama kvantne fizike u elektrodinamici
— naime s poglavljima: 2. ZracCenje crnog tijela, 3. Fotoelektri¢ni efekt
i hipoteza o kvantima svjetlosti, te 4. Comptonov efekt — konacan dokaz
fotona. Tu se iznose i raspravljaju empiricki razlozi za odstupanje od kla-
sicne elektrodinamike — konkretno, za postojanje kvanata energije i kvanata
elektromagnetskog polja, te ono $to se moze kvantima objasniti cak i bez
uvodenja novog teorijskog formalizma za njih.

Peto poglavlje poc¢inje Rutherfordovim eksperimentom i diskusijom empi-
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rickih uvida koje je pruzio o nuklearnoj strukturi atoma. Iznose se pitanja
koje je pred fizikalnu teoriju postavilo Rutherfordovo rasprsenje i njegov pla-
netarni model atoma, te kako je Bohr pokusao dati odgovor postulirajuci ad
hoc kvantne dopune klasi¢noj fizici. Objasnjeni su uspjesi, vrlo znacajni ali i
vrlo ograniceni, tako dobivene “stare kvantne teorije”. Medutim, istaknute su
i njene unutrasnje kontradikcije uslijed oslonca na klasi¢ne teorijske pojmove,
zbog ¢ega ona zavrSava kao slijepa ulica. Peto poglavlje govori i o pojedinim
pokusajima da se izvorni Bohrov model atoma usavrsi da bi se spasio taj
koncept mjesavine familijarne klasi¢ne fizike s novim kvantnim idejama, jer
mnoge zanima zasto nema nacina da se zadrzi zorni klasi¢ni pojam gibanja po
odredenoj putanji. Naravno, ostali ¢itatelji, a naravno i standardna nastava,
mogu te dijelove preskociti zbog ustede vremena za ostatak kolegija. Paznju
valja posvetiti prvenstveno argumentima zasto je unutar atoma, molekula
i drugih kvantnih sustava, elektronima i drugim mikro-cesticama nemoguce
gibanje po to¢no odredenim, deterministickim stazama, te da probabilisticki
opis omogucuje rjesenje. No treba uociti i one elemente koji su se pokazali od
trajne vrijednosti jer postoje kao klju¢éni pojmovi i u pravoj kvantnoj teoriji.

Ove godine, 2023, navrSava se stolje¢e od prve de Broglieve publikacije, a
iduce je stogodisnjica njegove obrane doktorata o “valovima materije”. Svoju
slavnu valnu jednadzbu za njih je Schrodinger predlozio 1925, a objavio 1926,
pa ¢e proslava stogodisnjice kvantne teorije vjerojatno biti 2025.

U svakom slucaju, poglavlje stogodi$njice kvantne teorije ovdje je Sesto
poglavlje, jer objasnjava kako je spas iz slijepe ulice stare kvantne teorije i
put prema pravoj teoriji kvantnih fenomena pruzila de Broglieva hipoteza
o tzv. “valovima materije”, ili to¢nije, o sli¢nosti masivnih mikro-cestica
poput elektrona s kvantima elektromagnetskog polja — fotonima. Pokazuje
se da de Broglieva valna duljina elektrona rjesava stari problem stabilnosti
atoma, za razliku od klasi¢ne teorije, te da dovodi do barem grubog oblika
Heisenbergovih relacija neodredenosti. Takoder se pokazuje da valne funkcije
tih masivnih kvantnih cestica zadovoljavaju Schrodingerovu jednadzbu, te se
razmatraju jednostavna rjesenja.

Potom poglavlja od sedmog do desetog razraduju uvod u slozenije aspekte
teorijskog formalizma i osnove njene matematicke formulacije. To se ¢ini
samo na najjednostavnijim kvantnim sustavima — slobodnoj kvantnoj cestici
za nevezana, te zatoCenoj u pravokutnom potencijalu za vezana stanja — ali
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vrlo detaljno i na viSe nac¢ina. Medutim, kolegij Uvod u strukturu materije
dobio je i zada¢u na novom studiju da izmedu metoda teorijske fizike izlozi
osnove Fourierove analize. To je pak omogucilo i da se izloze neke jedinstvene
veze u teorijskoj fizici, poput metode propagatora izrazene u obliku Huygen-
sovog principa, a dobivene pomoc¢u Fourierove transformacije. No kako se
te teorijske metode, izlozene pred kraj knjige, obi¢no ne iznosi u uvodnim
tekstovima, pojedine takve primjere (poput rjeSavanja vremenski ovisne Sc-
hrodingerove jednadzbe metodom propagatora, ili kako se do nekih relativis-
tickih kvantnih jednadzbi moze dodi istim postupkom kao do Schrodingerove,
ili neka od poopcenja na vise dimenzija) nastavnik kolegija Uvod u strukturu
materije moze odluciti ispustiti. No ako student ta poglavlja savlada u cje-
losti, bit ¢e vrlo temeljito pripremljen da sljedece akademske godine odmah
nastavi sa sadrzajima predmeta Kvantna fizika na diplomskom studiju novih
nastavnickih studijskih programa.

Na kraju svakog poglavlja su i odgovarajuci zadaci, od kojih su neki detaljno
rijeSeni. Ima i zadataka s odabranim temama osobitog znacaja, pa oni sadrze
i iscrpna objasnjenja znacenja i vaznosti tih tema.

Za citatelje koji imaju potrebu osnove Fourierovih redova ili Diracove delta
funkcije nauciti sistematskije i nezavisno od primjene u kvantnoj teoriji, do-
data su jos i posebna dva poglavlja o tim temama, iako se elementi neophodni
za ovaj kolegij iznose veé¢ od sedmog do desetog poglavlja. Shodno ulozi dodi-
jeljenoj kolegiju Uvod u strukturu materije u novim nastavnickim studijskim
programima, tako su izlozene pojedine metode teorijske fizike koje su od ko-
risti i u mnogim drugim podrucjima, gdje se god javljaju oscilacije i valovi, a
ne samo u kvantnoj fizici. Zato Cesto isti¢emo kada se radi o kvantnom valu
vjerojatnosti, a kada se govori o opcenitostima koje vrijede za sve valove.

Dubravko Klabucar
U Zagrebu, 2. ozujka 2023.
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Poglavlje 1

Povijesni pregled kao uvod

1.1 U pocetku bijahu zagonetke svjetla

U XIX stoljecu fizika je dozivjela golem napredak.

Razvoj elektriciteta i magnetizma koji je doveo do Maxwellove elektro-
magnetske teorije polja, time omoguéeno ukljucenje optike medu elektro-
magnetske fenomene, dovodenje klasi¢ne mehanike gotovo do savrSenstva,
utemeljenje i razvoj termodinamike i statisticke fizike, formuliranje mnogih
univerzalnih principa fizike kao $to je zakon o sacuvanju energije - sve su to
samo neki sjajni primjeri napretka fizike u to vrijeme.

Doduse, oni najve¢i umovi, i to bas oni koji su davali najvaznije i najvece
doprinose razvoju i razumijevanju fizike, nisu se uspavali samozadovoljstvom,
a jo§ manje prepustili osjecaju trijumfa. Uocavali su teskoce za koje su uvidali
da nisu samo tehnicke ve¢ bitne prirode.

Jedan takav primjer je razvoj Maxwellove kineticke teorije plinova kojom
je objasnio mnogo toga: Boyleov zakon, viskoznost plinova, teoriju difuzije,
itd. Medutim, sam Maxwell je pritom uvijek isticao kako se njome bas ni-
kako ne mogu objasniti toplinski kapaciteti plinova i upozoravao je da je to
fundamentalna teskoca te inace spektakularno uspjesne teorije. Dakle, oni
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1.1. U pocetku bijahu zagonetke svjetla

najdublji umovi medu znanstvenicima znali su prepoznati bitne strukturne
nedostatke, one vazne pukotine u zgradi koju su bas oni u mnogome izgradili,
a koje su razrijesene tek kasnijim uvodenjem kvantne mehanike.

Ipak, medu daleko najve¢im brojem fizi¢ara i drugih znanstvenika pri kraju
devetnaestog stoljec¢a, bio je vrlo rasiren osje¢aj da je razvoj fizike kao fun-
damentalne znanosti pri kraju jer da je — tako su mnogi mislili — sve bitno
ve¢ otkriveno, da su svi fizikalni zakoni ve¢ poznati i da ¢e se pomocu njih
razrijesiti svi preostali nerijeSeni problemi. Ironi¢no nas se danas doima to da
je osnivaca kvantne mehanike Maxa Plancka njegov mentor nastojao odvra-
titi od nastavka karijere u teorijskoj fizici, jer je po njegovoj ocjeni teorijska
fizika ve¢ bila zatvorena disciplina u kojoj se vise ne moze otkriti nesto bitno
novo. Dobro je sto Max Planck nije poslusao* taj savjet jer se ubrzo pokazao
vrlo pogresnim. Naime, do pocetka XX stolje¢a nagomilalo se mnogo eks-
perimentalnih otkri¢a od fundamentalne vaznosti koja se nikako nisu mogla
uklopiti u okvir do tada poznate fizike, pa je postalo jasno da je ta fizika -
koju danas zovemo klasi¢nom - zapravo vrlo nekompletna. Ta kriza klasi¢ne
fizike je bila razrijeSena s jedne strane formuliranjem teorije relativnosti, a s
druge otkri¢em kvantne mehanike. Ovdje je upravo ovo drugo predmet naseg
interesa.

Temelji kvantne mehanike bili su polozZeni eksperimentima izvedenim kra-
jem devetnaestog i pocetkom dvadesetog stolje¢a u raznim granama fizike,
kao npr. atomska spektroskopija, proucavanje zracenja crnog tijela i struk-
ture atoma, kao i fizike ¢vrstog stanja, fotoelektri¢nog efekta itd.

Do konca XIX stolje¢a nakupilo se vrlo mnogo eksperimentalnih podataka o
atomskim spektrima. Ti su podaci pokazali da se atomski spektri sastoje
od skupova (serija) diskretnih linija - v. Sliku 1. Balmer je 1885. g.
otkrio [I] da se valne duljine \,, odnosno frekvencije v, serije spektralnih
linija (n = 3,4, 5,6, ...) iz vidljivog dijela spektra atoma vodika mogu opisati
zapanjujuce to¢no zajednickom formulom

n2

n2 — 922

Ay = b (b=3645,6A), (1.1)

gdje je n prirodan broj (n € N) veéi od 2.

PRION

“Kvantni start: oprezni Planck i radikalni Einstein” D. Klabuc¢ara, Exp Edit 2005.
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1. Povijesni pregled kao uvod

8000 7000 6000 5000 4000

Slika 1.1: Primjeri diskretnih spektara. Prvi odozgora je dio Fra-

unhoferovog, apsorpcijskog spektra Sunca. Tamne linije nastaju
zbog toga sto atomi kemijskih elemenata prisutnih u Suncevoj at-
mosferi apsorbiraju svijetlost samo nekih odredenih valnih duljina.
Slijede dijelovi emisijskih spektara atoma natrija, vodika, i napos-
lijetku zive. Usporedba pokazuje da su linije tih spektara prisutne
i u Sunc¢evom apsorpcijskom spektru. To je spektroskopski dokaz
prisutnosti tih kemijskih elemenata u Suncevoj atmosferi.

Ovdje valne duljine spektralnih linija nisu u linearnoj korespon-
denciji s horizontalnim razmacima na slici. Zato smo iznad slike
oznacili mjesta koja odgovaraju valnim duljinama od 8, 7, 6, 5 i
4 tisuce Angstroma (oznaka A), 1 A= 107" m. To omogucuje
usporedbu Balmerove formule (1.1)) za n = 3,4,5,6 s prve Cetri
linije u spektru atoma vodika.

15



1.1. U pocetku bijahu zagonetke svjetla

Balmerova formula (1.1 je posebno jednostavna u Runge-Rydbergovom
obliku za frekvencije,

1 1
vy = — = Ry <———> (ne N, n>2), (1.2)

A 22 n?

gdje je ¢ brzina svjetlosti u vakuumu, a Ry = 4/b = 1,097 x 10" m™!
je tzv. Rydbergova (spektroskopska) konstanta (za vodik, H) izmjerena u
spektroskopskim eksperimentima.

Rydberg, Kaiser i Runge iscrpno su proucavali spektre raznih atoma kon-
cem XIX stolje¢a. Paschen je 1908. godine otkrio seriju spektralnih linija
atoma vodika koje su padale u infracrveni dio spektra, a Lyman 1914. se-
riju u ultraljubicastom dijelu spektra atoma vodika. Fascinantno je bilo to
da se i Lymanovu i Paschenovu seriju moglo opisati formulama vrlo sli¢cnim
onoj koju je ranije pronasao Balmer za vidljivi dio spektra. Opcenito, za
n-tu spektralnu liniju u m-toj seriji, frekvencija elektromagnetskih valova
emitiranih iz atoma vodika je

Vn = /\:m = cRu (%—%) =T, - T, (m,n € N, n>m). (1.3)
(m = 1 odgovara Lymanovoj seriji, m = 2 Balmerovoj, m = 3 Paschenovoj,
m = 4 Brackettovoj (1922. g.), m = 5 Pfundovoj seriji (1924. g.), itd.)
Uocavajuci te pravilnosti medu raznim serijama vodikovog atoma, Ritz je
1908. formulirao svoj slavni kombinacioni princip, koji vrijedi ne samo za
najjednostavniji atom - vodik, nego i za atome drugih elemenata, iako za njih
termovi 7,,,7T,, nisu tako jednostavni kao oni vodikovi definirani u formuli
(1.3). Prema tom principu, nove se spektralne linije mogu naci kao aditivne
ili suptraktivne kombinacije dvije ve¢ poznate spektralne linije na nacin

Vmn = VUmn! — VUpn! = (Tm — Tn/) — (Tn — Tn/) = Tm — Tn . (14)

Naravno, danas to razumijemo (vidi Sliku kao jednostavnu posljedicu
emisije kvanta elektromagnetske energije zbog prelaska elektrona iz n-te u
m-tu diskretnu energijsku razinu (“nivo”) atoma (E, = hT,), te Planckove
veze izmedu frekvencije i energije tog kvanta, £ = hv. Tu je Planck uveo do
tada nepoznatu prirodnu konstantu, to jest, potpuno novu temeljnu fizi-
kalnu skalu — Planckovu konstantu h. Medutim, sve do Bohrovog modela

1913. godine (vidi sekciju [.2), formule (1.3 i (1.4) nisu se dale objasniti.
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1. Povijesni pregled kao uvod

E
E=0
n
o0 /
4
3
/, <«— %,,=0.365um
2
/ Balmerova serija
)1p=0.656um
A,="Lyman "=
=0.1216um
A5,=0.091pm
E=-136eV
1 /
Lymanova serija
Slika 1.2:
Shematski prikaz nastanka prve dvije serije (m = 1,
Lymanove, te m = 2, Balmerove) spektralnih linija

atoma vodika zbog prijelaza elektrona iz n-te u m-tu
diskretnu energijsku razinu. Valne duljine A,,,, date su
u mikrometrima, 1 ym = 107°% m.
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1.1. U pocetku bijahu zagonetke svjetla

Zato je priroda postanka spektralnih linija ostala posve nejasna sve do tada.
Potpuno zadovoljavajué¢e objasnjenje doslo je jos kasnije, 1925. godine, sa
Schrédingerovom jednadzbom odnosno s Heisenbergovom matri¢nom meha-
nikom.

Proucavajuci zracenje crnog tijela (kojemu je posveceno cijelo nase slje-
dece poglavlje), Wien je 1896. izveo formulu koja se slagala s eksperimen-
talnim podacima za zracenja visokih frekvencija. Medutim, ta je formula
bila neprimjenjiva za nize frekvencije. Rayleigh je u lipnju 1900. ukazao na
to da klasi¢na fizika vodi na gustocu zracenja crnog tijela koja bi monotono
rasla kao kvadrat frekvencije i zato neizbjezno davala apsurdne rezultate na
visim frekvencijama (tzv. “ultraljubi¢asta katastrofa”), iako se odgova-
rajuca formula (Rayleigh-Jeansov zakon, prezentiran tek 1905.) dosta dobro
slagala s eksperimentom za niske frekvencije.

Da bi opisao eksperimentalne rezultate za zracenje crnog tijela preko cijelog
raspona frekvencija, od niskih preko srednjih do visokih, Planck je krajem
1900. predlozio svoju slavnu, empiricki to¢nu formulu [2]. Planckova formula
prelazi u Wienovu odnosno Rayleigh-Jeansovu formulu kao grani¢ne sluca-
jeve u podrucju visokih odnosno niskih frekvencija zrac¢enja. Ta Planckova
formula sadrzi jednu novu konstantu h, koju je on nazvao elementarnim
kvantom djelovanja. Planck je naime shvatio da ako je njegova nova te-
orija radijacije zasnovana na fizikalnim idejama, taj kvant djelovanja h mora
igrati fundamentalnu ulogu u fizici, i to tako da se reformuliraju dotadasnji
pojmovi koji su se zasnivali na ideji kontinuiranosti. Planck je naime za-
kljuc¢io da ako se Zeli objasniti odnosno izvesti njegova formula koja je to¢no
opisivala zraCenje crnog tijela, mora se pretpostaviti da materija zraci ener-
giju samo u diskretnim koli¢cinama, kvantima. Energija pojedinog kvanta
elektromagnetskog zracenja mora biti jednaka hv, gdje je v frekvencija elek-
tromagnetskog zracenja.

Planck je za otkric¢e diskretnih kvanta energije dobio Nobelovu nagradu
1918. godine, kada su ispravnost i znacaj kvantne ideje ve¢ postali Siroko
prihvaceni u znanstvenoj zajednici. Naravno, do toga nije doslo ni brzo ni
lako, jer je postojanje diskretnih kvanta energije elektromagnetskog zracenja
bilo u oStroj suprotnosti s klasicnom teorijom. To je duboko uznemiravalo
i samog Plancka pa je naknadno ¢ak nastojao formulirati [3] neke hibridne
verzije svoje kvantne teorije kako bi je priblizio klasi¢noj fizici koliko mu se
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1. Povijesni pregled kao uvod

samo ¢inilo moguc¢im. To je pridonijelo nastanku kontroverznih interpretacija
povijesti znanosti koje Plancku osporavaju oc¢instvo kvantne hipoteze. Medu
njima su na primjer ¢ak i utjecajni T. S. Kuhn [4], te O. Darrigol [5]. Oni prvi
istinski uvid u fizikalni smisao kvantnog diskontinuiteta pripisuju Einsteinu.
Takvo je stajaliste pretjerano, ali je svakako to¢no da je Einstein, osobito
svojom fotonskom hipotezom [6], u odnosu na Plancka produbio kvantnu
hipotezu i shvacanje njenih implikacija. To ¢emo pojasniti u daljnjem tekstu,
a narocito u poglavlju [3] koje se ve¢inom bavi fotoelektri¢nim efektom.

Naime, radikalna formulacija kvantne fizike je dobivala sve vise potvrda, a
ponajprije tako sto je pomocu nje Einstein 1905. g. dao brilijantno objas-
njenje foto-elektri¢nog efekta. Stovise, to objasnjenje je otislo jos i dalje:
ono je zahtijevalo da i samo elektromagnetsko polje bude kvantizirano [6].
To znaéi da na fundamentalnoj (“mikroskopskoj”) razini to polje nije klasi¢ni
val, nego da se zapravo sastoji od diskretnih pobudenja, “Cestica svjetlosti” —
fotona. To je, zbog inace fenomenalnog uspjeha Maxwellove klasi¢ne teorije,
znanstvenicima bilo tesko prihvatiti. Zato je tek otkricem Comptonovog
efekta (v. poglavlje [4]) 1923. g., kona¢no postalo opée prihvaceno da elek-
tromagnetsko zrac¢enje uz valna ima u izvjesnom smislu i Cesti¢na svojstva.

1.2 O sSirem kontekstu relevantnih spoznaja do
1913.

Prije nego $to nastavimo o razvoju kvantne fizike kao takve, napravimo di-
gresiju da napomenemo da je on naravno bio potpomognut i napretkom dru-
gih podrucija znanosti. Izvrsna ilustracija za to su ona Einsteinova otkri¢a
[7, 8, O 10] koja kao i hipoteza o kvantima svjetlosti [6] potjec¢u iz njegove
“¢udesne godine” 1905. (U spomen te Einsteinove “annus mirabilis” je njena
stogodisnjica, 2005. godina, proglasena Svjetskom godinom fizike.) Od tih
radova, najkasnija dva [9, [10] posvecena su teoriji relativnosti, koja doduse
za velik dio kvantnih pojava nije bitna, ali za dio jest, kao $to éemo kasnije
vidjeti u poglavlju [4] gdje detaljno objasnjavamo gore spomenuti Comptonov
efekt upravo upotrebom relativistickih relacija za energiju, impuls i masu.
Odmah nam je medutim jasna relevantnost za kvantnu fiziku radova [7, [§]
koji rabe hipotezu o postojanju mikrocestica, naime atomé i molekula, iako
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1.2. O sirem kontekstu relevantnih spoznaja do 1913.

same kvantne ideje ne rabe. Ne smijemo zaboraviti da do tada atomska hipo-
teza o strukturi materije, iako vrlo prisutna, niti u znanstvenim krugovima
nije bila opée prihvac¢ena. Jedan od tih radova |7, ], Einsteinova doktorska
teza [7], pokazuje kako prou¢avanjem gibanja molekula u otopinama mozemo
izraC¢unati ne samo Avogadrov broj nego i veli¢inu molekula. Jo$ se vaznijim
pokazao njegov rad o Brownovom gibanju [], jer nakon §to je njegove pre-
dikcije tri godine kasnije eksperimentalno potvrdio Jean Perrin, vise nije bilo
nikakve sumnje da atomi i molekule doista postoje.

Ovime smo dosli do mikroskopske strukture “prave” materije i pitanja kakvu
ulogu tu igraju kvanti, dok smo do sada govorili o kvantnim idejama Plancka i
Einsteina (do 1905. g.) koje su se ticale svjetlosti odnosno elektromagnetskog
zracenja opcenito.

Medutim, Einstein je 1907. godine u novom kontekstu uspjesno primijenio
Planckovu ideju kvantizacije enegije da bi rijesio jedan vazan problem u fi-
zici ¢vrstog stanja koji je mnogo godina zbunjivao znanstvenike. To je bilo
narusenje klasi¢nog Dulong-Petitovog zakona o toplinskom kapacitetu (“spe-
cifi¢noj toplini”). Eksperimentalno nadena temperaturna ovisnost toplinskog
kapaciteta krutina nije se mogla objasniti u okvirima klasi¢ne teorije. Tek
kad je Einstein 1907. primijenio ideju kvantizacije (E = hv) na energiju
vibracija atoma vezanih u kristalnu reSetku, uspjeli su on i P. Debye (koji
je 1912. unaprijedio model) teorijski izvesti temperaturnu ovisnost toplin-
skog kapaciteta krutina koja se slagala s eksperimentom. Time su polozili
jedan od temelja moderne teorije ¢vrstog stanja.

Nadalje, otkriéem radioaktivnosti brzo je doslo i do uporabe radioaktiv-
nih a-, -, kao i elektromagnetskih (osobito 7- i X-) zraka u eksperimentima
koji su poceli narocito uspjesno poceli razotkrivati strukturu materije. To se
ne odnosi samo na ogib (difrakciju) X-zraka na kristalnim resetkama, nego i
na prodor unutar atoma. Naime, uoceno je da ako se vrlo tanke metalne folije
bombardira snopovima [-Cestica ili katodnim zrakama, t.j. elektronima, ti
elektroni skre¢u vrlo malo ili nikako. Lenard' je zato istakao, da elektri¢no ne-
gativne [-Cestice gotovo nista ne zaustavlja pri prolazu kroz atom — dakle, da
je najveéi dio prostora unutar atoma prazan. Geiger i Marsden su 1908.
zapoCeli proucavati rasprsenja a-Cestica na tankim folijama teskog metala,
konkretno zlata. Otkrili su da veéina a-cestica prode kroz folije bez otklona,

tLenardu je 1905. dodijeljena Nobelova nagrada za istrazivanja s katodnim zrakama.
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1. Povijesni pregled kao uvod

tj. da se ne rasprsi, dok su neke a-cestice - otprilike jedna od deset tisuca
- vrlo snazno skrenute (za kut veéi od 90°). Rutherford je 1911. zakljucio
da se takvi jaki odboji pojedinih a-cestica dogadaju ne kao rezultat mnogih
sudara, nego jednog sudara s jednim jedinim atomom. Buduéi da su tako
odbijene a-Cestice rijetke u odnosu na broj onih koje uopce nisu otklonjene i
koje kao da su prosle kroz prazan prostor, mora biti da su centri rasprienja
smjeSteni u vrlo malom prostoru u sredistu atoma, da su vrlo teski u odnosu
na a-Cestice pa je dakle u njima koncentrirana gotovo sva masa atoma, te da
im je naboj istog predznaka kao a-Cesticama, tj. pozitivnog. Rutherford je
taj zakljuc¢ak uspio i kvantitativno precizirati izvodom tzv. Rutherfordovog
udarnog presjeka, pokazavsi da se eksperimentalna kutna raspodjela zaista
slaze s onom, koja se teorijski dobije iz pretpostavke da a-Cestice interagi-
raju s masivnim centrima rasprsenja naboja +Ze (gdje je Z atomski broj, za
koji se poslije ustanovilo da je jednak broju protona u jezgri). Zahvaljujuéi
tom zaklju¢ku Rutherford je 1913. formulirao svoj planetarni (ili jezgreni)
model atoma. Po tom modelu, oko teske i u atomskim razmjerima si¢usne
pozitivno nabijene jezgre kruze (kao planeti oko Sunca) lagani, negativno na-
bijeni elektroni koji ¢ine atom elektri¢no neutralnim. Medutim, frekvencije
zracenja koje se po klasi¢noj elektrodinamici oc¢ekuju od tako orbitirajucih
elektrona, ne odgovaraju empiricki ustanovljenoj diskretnoj strukturi
spektralnih linija, na pr. balmerovskoj ovisnosti o cijelim brojevima u
slucaju atoma vodika. Osim toga, stabilnost takvih atoma je bila misterij jer
nije bilo jasno zasto ti elektroni kruzeé¢i ne zrace (i to kontinuiran spektar)
i time ne gube energiju, te kona¢no ne padnu na jezgru. To bi se prema
klasi¢nim rac¢unima moralo dogoditi vrlo brzo, za oko 10~ sekundi za atom
tipi¢ne veli¢ine reda jednog Angstroma (oznaka A), 1 A= 1010 m.

1.3 Skica prve faze razvoja kvantne fizike

Iznijeli smo kako se, od kraja XIX stolje¢a do 1913. godine, nakupio velik
broj eksperimentalnih rezultata koji se nisu mogli objasniti na temelju posto-
jece teorije: otkri¢e diskretnih linija poredanih u pravilne serije u atomskim
spektrima, fotoelektricéni efekt, toplinski kapacitet plinova, toplinski kapaci-
tet krutina i zracenje crnog tijela. Sve je to ukazivalo na kvantizaciju energije.
Nakon §to je Rutherford predlozio svoj planetarni model atoma [11], Niels
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1.3. Skica prve faze razvoja kvantne fizike

Bohr je 1913. povezao te ¢injenice i ideje u - bar na prvi pogled - donekle
konzistentnu kvantnu teoriju atoma [12]. U sekciji ¢emo objasniti kako je
Bohr, povezujué¢i planetarni model atoma s idejom kvantizacije, dao zakon
za frekvencije zracenja vodikovog atoma koji je objasnjavao Ritzov kombi-
nacioni princip i Balmerovu formulu te omogucio izra¢unavanje Rydbergove
konstante. Bohrovu teoriju, ili to¢nije Bohrov model, je dalje uspjesno
razvijao i poopéavao i on sam, kao i Sommerfeld, Debye i drugi. Idejom
“kvantnih skokova” izmedu raznih kruznih ili elipti¢nih “planetarnih orbita”
elektrona u atomu uspjelo se objasniti i sistematizirati golemu koli¢inu eks-
perimentalnih podataka o spektralnim linijama. Isto tako, formuliranjem
principa korespondencije postalo je jasno da kvantna teorija daje u makro-
skopskom limesu klasi¢nu fiziku.

Medutim, do 1922., unutrasnje inkonzistencije i ogranicenja te tzv. “stare
kvantne teorije” postala su o¢igledna. Novi razvoj bio je potaknut idejama o
valno-Cesti¢noj dvojnosti prirode kvantnih objekata.

Otkrice (1923. g.) veé¢ spomenutog Comptonovog efekta [13|, naime
promjene valne duljine elektromagnetskog zracenja (X— i v-zraka) nakon
rasprienja na Cesticama materije (elektronima), potvrdilo je Einsteinovu hi-
potezu o kvantima elektromagnetskog polja [6]. Postalo je nepobitno da
elektromagnetska radijacija ima neklasi¢nu, dvojnu prirodu, jer uz valna ima
u nekom smislu i ¢esti¢na svojstva. Toc¢nije, kvanti elektromagnetskog
zraCenja, fotoni, imaju i Cesti¢na svojstva i moraju se svrstati medu
elementarne cestice.

To je imalo odlucujuéi utjecaj na dovrsenje utemeljenja kvantne mehanike.
Prvo je de Broglie 1923-24. predlozio [14] da se takva valno-€esti¢na dvoj-
nost (dualnost) protegne na sve mikrocestice, t.j. da su i valna i Cesti¢na
svojstva pridruzena svakoj ¢estici. (Te su ideje dobile ¢vrstu eksperimentalnu
potvrdu 1927. kad su Davisson i Germer i jo§ neki istraziva¢i pronasli inter-
ferenciju elektrona upotrebljavajuéi kristale kao fine difrakcione resetke.) De
Broglie je 1925. uveo pojam “valna funkcija”. Schrédinger je ubrzo (1925-26.)
formulirao svoju valnu diferencijalnu jednadzbu za valnu funkciju i rijesio je
za vodikov atom [I5]. Time je pokazao kako se kvantizaciji moze pristupiti
kao problemu svojstvenih vrijednosti jer su valne funkcije koje opisuju
neki sustav svojstvene funkcije Schrodingerove jednadzbe za taj sustav,
a odgovarajuce svojstvene vrijednosti su upravo energije koje moze imati
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1. Povijesni pregled kao uvod

taj sustav. Tako je konac¢no i u potpunosti razotkrio tajnu porijekla bal-
merovskih formula ,, za spektar vodikovog atoma. Schrodin-
gerova ‘“valna mehanika” je prihva¢ena s oduSevljenjem jer je omogucila da
se kvantno-mehanickim problemima sistematski pristupa dobro poznatim i
jasno definiranim metodama matematicke fizike.

Ipak, ispravno tumacenje fizikalnog smisla valne funkcije uzelo je jos neko
vrijeme. Nije se npr. ispunilo ocekivanje samog Schrédingera da je kva-
drat valne funkcije naprosto gusto¢a naboja elektrona, niti vrlo slicno de
Broglievo ranije tumacenje da su to “valovi materije”, a oboje bi kvantnu
valnu mehaniku priblizilo klasi¢noj fizici valnih pojava. Medutim je Max
Born 1927. predlozio probabilisticku interpretaciju valne funkcije. To je
tumacenje njenog fizikalnog znacenja izbjeglo kontradikcije kakve su mucile
druge interpretacije i koje je izdrzalo sve kritike i testove, te kona¢no postalo
opceprihvaéeno. Valna je funkcija po Bornu matematicki opis valova vjero-
jatnosti, a ne valova gustoc¢e materije ili gustoc¢e naboja. Drugim rije¢ima,
valnu funkciju u nekoj toc¢ki (koordinatnog ili impulsnog prostora) mozemo
interpretirati kao amplitudu vjerojatnosti i njen apsolutni kvadrat pove-
zati s gusto¢om vjerojatnosti nalazenja mikro-cestice (na pr. elektrona) u
toj tocki. (To je zrela formulacija kvantnog dualizma, koji se za¢eo upravo te-
orijskim objasnjenjima zracenja crnog tijela i foto-efekta, koja ¢emo detaljno
izloziti u sljedec¢a dva poglavlja. Stovise, Planckova i Einsteinova ob jasnjenja
ta dva fenomena zacetak su i daljnjih razvoja kvantnih ideja, naime kvantne
teorije polja.)

Zaokruzimo ovaj uvod s nekoliko dodatnih pojasnjenja. Tema ove knjige
su samo zaceci kvantne fizike, pa u gornjem povijesnom pregledu nismo bili
u prilici niti spomenuti mnoge bitne momente u razvoju kvantne fizike, a
neke smo dosad samo spomenuli. Jedan od njih je Heisenbergova “matri¢na
mehanika”. To je alternativni pristup kvantnoj fizici, pa je njegovo formuli-
ranje vrlo pomoglo razbistravanju fundamentalnih pojmova. Matri¢na me-
hanika je zapravo predlozena i prije Schrodingerove valne mehanike, kada
je 1925. Heisenberg (uz kasniju pomo¢ Borna i Jordana) svakoj kvantizira-
noj dinamickoj varijabli pridruzio matricu ¢ije su svojstvene vrijednosti u
stvari eksperimentalno opazene vrijednosti doti¢ne varijable. Tim pristupom
se spektar vodikovog atoma zapravo rijeSio prije nego preko Schrodingerove
valne jednadzbe, iako je ovo posljednje tehnicki lakse. Takoder je znacajno
da se Heisenbergove matri¢ne jednadzbe gibanja mogu formalno povezati s

23
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klasi¢nim jednadzbama ako se Heisenbergovi komutatori matrica poistovjete
s Poissonovim zagradama u kanonskim jednadzbama gibanja klasi¢ne meha-
nike.

U prvi je ¢as izgledalo da je pojavom Schrodingerove valne mehanike 1926.
Heisenbergova matri¢na mehanika dobila kao alternativu posve nezavisnu i
razli¢itu teoriju. Medutim, pokazivalo se da su im predvidanja za mjerljive
veli¢ine jednaka, pa se pocelo shvacati da su te teorije zapravo ekvivalentne.
Da su to dvije razli¢ite matematicke formulacije iste kvantne teorije, rigo-
rozno je pokazao von Neumann 1929. (Na primjer, bilo da se radi o dife-
rencijalnoj ili matri¢noj jednadzbi, racunanje energijskih razina vezane mi-
krocestice (elektrona) reduciralo se na matematicki jasno definiran problem
nalaZenja svojstvenih vrijednosti.)

Heisenberg je 1927. uveo u kvantnu teoriju i svoje relacije neodredenosti
koje kazu da nije moguée do proizvoljne preciznosti odrediti istovremeno
sve varijable koje karakteriziraju mikrocestice, ve¢ samo neke. Na primjer,
Sto preciznije elektronu odredujemo njegov polozaj, to veéu neodredenost
unosimo u njegov impuls, i obratno. Te relacije od najdublje fundamentalne
vaznosti znace konacni raskid kvantne mehanike s klasi¢nim determinizmom
kakav vlada u klasi¢noj mehanici ili elektromagnetizmu, te fundiranje kvantne
mehanike kao teorije probabilistickog, statistickog tipa.

Vec¢ prije 1927. izvrSena su i neka druga otkri¢a koja nismo jos spomenuli,
a od fundamentalne su vaznosti za kvantnu fiziku, kao npr. otkri¢e spina
elektrona, Bose-Einsteinove i Fermi-Diracove kvantne statistike, Paulije-
vog principa iskljucenja za fermione i dr. Tako mozemo reéi da je do 1930.
uglavnom zaokruzen fundamentalno-konceptualno-matematicki okvir nere-
lativisticke kvantne mehanike, iako su neki aspekti jo§s uvijek predmet
proucavanja i rasprava, kao npr. teorija mjerenja, a osobito razne interpre-
tacije kvantne mehanike. Time se misli na pokuSaje da se objasni odnos
kvantne mehanike kao matematicke teorije s empirickom realnosti [16, [17].

Osobito je dinami¢an razvoj kvantne fizike u smislu iznalazenja novih me-
toda i primjena. To ¢e ostati i ubuduce, jer je primjenjivost golema u po-
dru¢jima kao $to su kemija, znanost o materijalima, elektronika i tehnologija
opcenito.

Priroda se medutim pokazala toliko bogata u svojoj pojavnosti da je i
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1. Povijesni pregled kao uvod

kvantna mehanika nedovoljna da bi opisala sve fundamentalne fenomene.
Zato se moralo prijeéi i njene okvire, bas kao $to je ona nastala transcendira-
njem klasi¢ne fizike. Ta prosirenja su relativisticka kvantna mehanika i
kvantna teorija polja. Ona medutim izlaze daleko izvan okvira ove knjige,
koja ¢e se samo dota¢i nekih njihovih aspekata kada to bude i potrebno i
lagano.

1.4 Zadaci 1

1.1.) Izrac¢unajte frekvencije i valne duljine dviju prvih linija u Lymanovoj
(m = 1), Balmerovoj (m = 2), Paschenovoj (m = 3), Brachettovoj (m = 4)
i Pfundovoj (m = 5) seriji spektra atoma vodika.

1.2.) Nadite grani¢ne vrijednosti frekvencija i valnih duljin u Lymanovoj,
Balmerovoj, Paschenovoj, Brachettovoj i Pfundovoj seriji vodikovog spektra.

1.3.) Recimo da elektromagnetsko polje titra s periodom od: a) 1 milise-
kunde, b) 1 mikrosekunde (AM radio-valovi, tj. oni koristeni za amplitudnu
modulaciju), ¢) 1 nanosekunde = 1079 s, d) 1071? sekundi (rendgenske, tj.
X-zrake koristene za medicinsku dijagnostiku). Najprije nadite odgovarajuc¢u
frekvenciju v i valnu duljinu A = ¢/v za svaki od ovih slucajeva, a onda i
energiju jednog fotona koriste¢i Planckovu relaciju £ = hr. Mozete koristiti
priblizne vrijednosti za brzinu svjetlosti ¢ ~ 300000 km/s i za Planckovu
konstantu h ~ 6.63 x 1073% J s. Pretpostavimo zatim da izvor tog elektro-
magnetskog polja ima snagu jednog Watta (W). Koliko fotona u sekundi on
zrai u slucaju a), b), ¢) i d)?

1.4.) Na sli¢an na¢in kao u prethodnom zadatku, nadite broj fotona emi-
tiranih za jednu sekundu iz izvora snage jednog miliwatta (mW), energiju
jednog od tih fotona, te frekvenciju i period ako je valna duljina: a) 60 nm
(ultraljubicasto zracenje), gdje 1 nm = 1 nanometar = 1072 m, b) 555 nm
(srediste vidljivog spektra), ¢) 17.4 pm = 17.4 x 107% m (maksimum infra-
crvenog zracenja na sobnoj temperaturi), d) 1.87 mm (pozadinsko kozmicko
zracenje uslijed “Velikog praska”), e) 12.2 cm (zracenje u mikrovalnoj pec¢nici).

25



1.4. Zadaci 1

1.5.) Da se priviknete na energijske jedinice zvane elektronvolt (eV), kilo-
elektronvolt (keV) i megaelektronvolt (MeV), gdje 1 MeV = 10% keV = 10° eV
~ 1.602 x 10713 J, nadite frekvenciju i valnu duljinu fotona energije: a) 1 eV,
b) 1 keV, ¢) 1 MeV. Takoder, prodite ponovo zadatke 1.3. i 1.4., ali koristeci
fizicarima zgodnu energijsku jedinicu eV umjesto standardne SI jedinice J
(Joule).

1.6.) Nadite energije fotona emitiranih pri kvantnim skokovima koji dovode
do spektralnih linija opisanih u zadacima 1.1. i 1.2. Izrazite te energije i u
Joule-ima i u elektronvoltima.

1.7.) Nadite maksimalnu valnu duljinu fotona koji moze izazvati raspad
molekule ¢ija energija vezanja iznosi 10 eV.

1.8.) Izvedena SI jedinica za radioaktivnost je becquerel, simbol Bq. To
je na makroskopskoj skali vrlo mala jedinica, jer je becquerel definiran kao
aktivnost neke koli¢ine radioaktivnog materijala u kojemu se dogada jedan
raspad u jednoj sekundi, to jest 1 Bq = 1 s71. Odgovorite: a) Kako se becqu-
erel razlikuje od hertza (Hz), tj. od izvedene SI jedinice za frekvenciju, kada
se izrazavaju potpuno jednako preko temeljne SI jedinice za vrijeme: 1 Hz =
1 s7'. b) Koliko jedna inverzna mikrosekunda ps™' (odnosno milisekunda)
iznosi hertza, a koliko becquerela?
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Poglavlje 2

Zracenje crnog tijela

Spektakularan primjer besmislenog rezultata klasic¢ne fizike je problem spek-
tralne distribucije zracenja crnog tijela. To je ujedno i najmarkantniji primjer
razrjeSenja problema zahvaljuju¢i uvodenju Planckove kvantne hipoteze, veé¢
i zato Sto je tako dobivena prva kvantnomehanicka formula uopée — naime

Planckov zakon zracenja ([2.34)).

2.1 Definicija crnog tijela i njegovog zracenja

Najbolji emiter zracenja je ono tijelo koje je najbolji apsorber — to je jed-
nostavan rezultat ravnotezne termodinamike. Idealni apsorber se u fizicar-
skom Zzargonu naziva “crno tijelo”, a jedna jednostavna realizacija koja izvr-
sno aproksimira takav idealni apsorber — pa prema tome i idealni emiter — je
maleni otvor na inace zatvorenoj, iznutra zacadenoj Supljini (v. Sliku .
Postavimo to u veliku peénicu koju drzimo na stalnoj temperaturi 7', i pri-
¢ekamo da zacadena Supljina dode s njom u toplinsku ravnotezu. Tada je i
elektromagnetsko zra¢enje unutar Supljine u termickoj ravnotezi sa zidovima
Supljine, pa koliko ga zidovi apsorbiraju, isto ga toliko vracaju natrag u Sup-
ljinu emitirajuc¢i zracenje. Dakle, u termickoj ravnotezi na temperaturi 7,
u Supljini se nalazi stalan iznos energije zracenja, koji po jedinici volumena
ozna¢imo s Ur. Njemu doprinose svi modovi titranja (to jest, nezavisni —
po frekvenciji i polarizaciji — nacini titranja) elektromagnetskog polja, dakle
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2.1. Definicija crnog tijela i njegovog zracenja

)

Slika 2.1: Na nekoj zatvorenoj Supljini na¢inimo malen otvor smjesten s ob-
zirom na geometriju Supljine tako, da svjetlo nakon ulaska mora pretrpjeti
mnogo uzastopnih refleksija prije nego opet naide na otvor. Ako stijenke
supljine jako apsorbiraju svjetlo (recimo zato $to su za¢adene), ocito ¢e za-
nemarivo malo svjetla koje je uslo kroz otvor, iz njega izi¢i. Zato je takav
otvor gotovo idealan apsorber, t.j., vjerojatno najbolja realizacija idealnog
crnog tijela.
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2. Zracenje crnog tijela

zracenje svih frekvencija, pa piSemo

Ur = /0 () (2.1)

gdje je ur(v)dv iznos energije zracenja frekvencije v unutar infinitezimalnog
frekventnog intervala dv. Funkciju ur(v) nazivamo spektralnom gustocom
energije zracenja ili frekventnom distribucijom gustoée energije zracenja. Ta
se spektralna gustoca moze dati — sto je naravno posve ekvivalentno — i kao
funkcija valne duljine A = ¢/v (¢ je brzina svjetlosti u vakuumu). Vezu
izmedu te nove funkcije ur(\) i frekventne distribucije ur(v) nalazimo po-
mocu relacije dv = —cd\/)\?, te uvijeta da funkcija @7 ()\) mora u integralu
po valnim duljinama A dati istu gustocu energije Ur kao Sto je daje integral

po frekvencijama (2.1). Odmah slijedi veza (vidi zadatak 2.1)

Ur(\) = uT(l/)% - uT(C/A)%. (2.2)

Eksperimentalno se Supljinska spektralna gustoc¢a up(v) (odnosno ur (X))
dobiva tako da se detektira i mjeri zracenje iz otvora na zidu Supljine koja je u
termodinamickoj ravnotezi na temperaturi 7. Naime, egzaktno geometrijsko
razmatranje dokazuje (vidi rijeSeni zadatak 2.2 u knjizi R.L. Liboffa [1§]) da je
izra¢ena snaga po jedinici povrsine, t.j. energija izracena u jedinici vremena
iz, otvora jedini¢ne povrsine, dana s Sy = (¢/4)Ur, kao i da je spektralna
gustoca izracene snage (t.j. frekventna distribucija te snage) sr(v) na isti
nacin proporcionalna Supljinskoj spektralnoj gustoéi:

sr(v) = EUT(V), te naravno  Sp = / sp(v)dv. (2.3)
0

Tako su Lummer i Pringsheim 1899. i 1900, a Rubens i Kurlbaum 1900.
godine, izmjerili ur(v) s dovoljnom tocnoséu da klasi¢nu teoriju stave na
odlu¢nu kusnju.

Za nekoliko vrijednosti parametra temperature 7', rezultati eksperimenata
takvog tipa prikazani su na Slici2.2] Iz razloga datih gore, te krivulje mozemo
u izvrsnoj aproksimaciji smatrati spektralnom gusto¢om energije zracenja
crnog tijela. Pitanje je mozemo li ih dobiti i teorijski.
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2.1. Definicija crnog tijela i njegovog zracenja
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Slika 2.2: Spektralne gustoce energije elektromagnetskog zracenja ur(v), u
jedinicama 10?* Joule - s/m3, za cetiri temperature: T = 4000 K, T" = 5000
K, T = 6000 K i T = 7000 K. Frekvencije v su date u jedinicama 10
Hz. (Ljudima vidljivi dio spektra je otprilike izmedu 4 i 8 - 10* Hz.) Kako
temperature rastu, dobivamo sve vise krivulje, a maksimumi im se pomicu
na vece frekvencije.
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2. Zracenje crnog tijela

2.2 Dometi klasicne teorije. Ultraljubicasta
katastrofa

Wien je 1893. iz termodinamickih razmatranja izveo svoj “zakon pomaka”,
prema kojemu se ona frekvencija, odnosno ona valna duljina A = ¢/v za koju
je spektralna gustoca energije zracenja crnog tijela maksimalna, nalazi na
vrijednosti A, koja ovisi samo o temperaturi crnog tijela:
konstanta

)\max = T . (24)
Tim opéenitim termodinamickim razmatranjima Wien je pokazao da funk-
cijska ovisnost spektralne gustoce energije mora biti oblika

W(AT) 3

ur(A) = v odnosno up(v) =W (cT'/v) % = W(v/T) Z—4 (2.5)

(gdje zadnja jednakost opominje da je mnoZenje konstantom argumenta funk-
cije W u principu irelevantno, kao i izbor potencije 1 argumenta v/T"). No
u toj opéenitoj formuli je funkcija W(AT') tada ostala neodredena, jer
se njen oblik nije mogao odrediti samo iz termodinamickih razmatranja. Da
bi se dobili konkretni rezultati o tome $to bi funkcija W (AT) mogla biti, bile
su potrebne neke pretpostavke o mehanizmu nastanka zracenja.

Prva mjerenja su bila na kratkim valnim duljinama, A < A4, odnosno na
visokim frekvencijama. Te je eksperimentalne rezultate Wien uspjesno opisao
uvrstivsi u konkretan oblik funkcije W(AT) = Kj exp(—K32/AT), na-
ravno uz vrijednosti konstanti K3 i K3 koje su bile prilagodene (“fitane”) tim
eksperimentalnim podacima. Dakle, specifiéniji oblik (iz 1896.) Wienovog
zakona zracenja je

~(w) et Wiy K s iguger

up () = KlT, odnosno  uy '(v) = v e~ Hev/el —(2.6)
Za takav konkretan oblik zakona zracenja crnog tijela Wien je pomoéu nekih
pretpostavki (o kojima nesto vise kasnije) dao i teorijski izvod specifi¢nog
Wienovog zakona (2.6). No on zbog tih modelskih pretpostavki ima mnogo
manju “teorijsku tezinu” od opéenitog oblika Wienovog zakona ([2.5)). Zato,
kada su dobiveni i precizni eksperimentalni rezultati za vece valne duljine,
odnosno srednje i niske frekvencije, pa se vidjelo da se s njima Wienov zakon
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2.2. Dometi klasi¢ne teorije. Ultraljubicasta katastrofa
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Slika 2.3: Usporedba Wienovog, Planckovog i Rayleigh-Jeansovog
zakona zracenja crnog tijela, jer B, o wur(v) na temperaturi
T = 5800 K. Planckova krivulja ujedno predstavlja i eksperimen-
talne podatke.

(Izvor:By Geek3 - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=63729413)
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2. Zracenje crnog tijela

(2.6) ne slaze dovoljno dobro (vidi Sliku , to nije bilo zabrinjavajucée po

stanje teorije.

Drugacdije, i to katastrofalno drugacije, stoje stvari s najvaznijim pokusajem
da se izvede ur(v) na temelju pretpostavki klasi¢ne fizike. On je doveo do
Rayleigh—Jeansovog (RJ) zakona zracenja, naime

8 2
uf (v) = = ks T, 27)
gdje je kp = 1.381 x 10723 J/K Boltzmannova konstanta. Rayleigh—Jeansov
zakon prezentiran je tek 1905., nakon Planckove formule (2.34). Dakle, ovdje
ne izlazemo povijesni, nego konceptualno-logicki razvoj od klasi¢nih prema
kvantnim shvac¢anjima i pojmovima.

Najprije ¢emo detaljno prodiskutirati Rayleigh—Jeansovu formulu iako ¢emo
neke detalje izvoda prepustiti zadacima za vjezbu. Ta klasi¢na formula
za gustocu zracenja u Supljini koja predstavlja crno tijelo, moze se veé¢ u
pocetnim fakultetskim kolegijima izvesti iz pretpostavke da zracenje u toj
Supljini potjece od oscilacija naboja vezanih harmonickim silama [19] u ma-
terijalu zidova. Tu je pretpostavku upotrijebio i Planck pri izvodu svoje
to¢ne formule (2.34) za spektralnu raspodjelu zracenja po frekvencijama, jer
po klasi¢noj elektrodinamici, elektromagnetski val frekvencije v dobivamo
vibracijama naboja na istoj toj frekvenciji. Zato bi trebalo da elektri¢ni na-
boj na neki nacin oscilira po putanji opisanoj harmonic¢kim funkcijama sinus
i kosinus perioda 7 = 1/v. Dakle, opcenita superpozicija sin ¢(t) i cos ¢(t)
gdje je faza ¢(t) = 2nt/T = 2w v t:

T T

z(t) = A sin (27r E) + B cos (27r E) = Tpax Sin(2rvt + 1) . (2.8)

(Za vjezbu, izrazite maksimalnu elongaciju, tj. amplitudu z,.x i po¢etnu fazu
n preko koeficijenata superpozicije A i B. Pocetna faza n nam je sada ne-
bitna, te ovdje moZemo postaviti pocetni uvjet n = 0.) Takvu putanju
dobivamo kao rjesenje jednadzbe gibanja harmonickog oscilatora s prirodnom
frekvencijom v, odnosno prirodnom kruznom frekvencijom w = 27 v = 27 /7:

d* x(t)

pra —2nv)iz(t) = —wia(t). (2.9)

Nekome se ta pretpostavka moze Ciniti previse specijalizirana to jest model-
ski ovisna, tako da ne moze dovesti do neke opcenite predikcije; ili moze
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2.2. Dometi klasi¢ne teorije. Ultraljubicasta katastrofa

izgledati previse nategnuta, tako da mozda dovede do spurioznih rezultata.
Ali, prisjetimo se da se gibanja vrlo kompliciranih sustava mogu analizirati
preko rastava u normalne modove (za male pomake, kada meducesti¢ne sile
u dobroj aproksimaciji mozemo smatrati linearnim funkcijama pomaka od
ravnotezne tocke), a ti su normalni modovi ekvivalentni harmonickim osci-
latorima. Nadalje, odmah mozemo uoéiti jednu indiciju da je rezultat
zapravo vrlo opcenit, a to je da naboj oscilatora, njegova masa i sva druga
specifi¢na svojstva nekog oscilatora, u njemu nisu prisutna — pokratila su se.

Sve to govorimo da objasnimo uspjeh takvog modelskog pristupa. No
mnogo je vaznije to, da se isti rezultat u(TRJ)(V) , kao i Planckova empi-
ricki tocna raspodjela ur(v) (2.34]), moZe izvesti i rigorozno, bez te pretpos-
tavke o harmonic¢kim oscilacijama naboja u materijalu zidova.

Po rezultatima ekvivalentan, ali konceptualno potpuno jasan (i zato sada
najcescée koristen [20]) pristup zahtijeva razumijevanje da i u klasi¢noj elek-
trodinamici polje elektromagnetskog zracenja predstavlja skup har-
monickih oscilatora. Naime, svaki normalni mod titranja polja na odrede-
noj frekvenciji v ima istu harmonicku vremensku ovisnost kao i putanja
mehanickog harmonickog oscilatora, jer zadovoljava istu jednadzbu gibanja
kao i ta putanja — vidi dolje elektromagnetski mod/val koji je
monokromatski, jer titra na jednoj odredenoj frekvenciji . U Matematickom
dodatku|A|pak vidimo svaka se funkcija (pa i komponente elektromagnetskog
polja) dade Fourierovom analizom izraziti kao odgovarajuc¢a superpozicija
normalnih modova, dakle sinusé i kosinusa poput , odnosno kompleks-
nih eksponencijala koje se mogu izraziti preko njih: e*® = cos ¢ £1i sin ¢.)

Naime, u odsutnosti naboja i njihovih struja, sve komponente vektorskog
elektromagnetskog polja zadovoljavaju slobodnu valnu jednadzbu. To se od-
nosi i na vektorski potencijal A, iz kojeg mozemo izracunati elektricno polje E
i magnetsko polje B. Dakle, svaku komponentu tih polja mozemo napisati po
analogiji s transverzalnim valovima koji duz napete Zice putuju u smjeru +oo
i —oo brzinom v. Tada mod harmoni¢nog titranja s odredenim vremenskim
periodom 7 = 1/v ima prostornu periodi¢nost v7 = v/v = A, §to je valna
duljina harmonickog titranja u prostoru. Dakle, prostorno-vremenska ovis-
nost takvog harmonickog, tzv. monokromatskog vala odredene valne
duljine ) i frekvencije v = 1/7 je, do na nebitan izbor pocetne faze, data
funkcijom f(¢p(x,t)) = fQRma/N+2rt/7) = f(kx + wt) gdje je f sinusna
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2. Zracenje crnog tijela

ili kosinusna funkcija, ili njima odgovarajuc¢a kompleksna eksponencijala, a
k = 27/ tzv. wvalni broj. Ta prostorno-vremenska ovisnost vrijedi bez obzira
o kakvom se monokromatskom valu radi, jer takva f(x,t) oc¢ito zadovoljava

P bty = 2L bty (edie v="2 = an) (2.10)
52 @) = 55 f(@, gdje v =— = \v), :

T

a to je valna jednadzZba poznata iz vise podrucja klasi¢ne fizike.

Zato, ako se duz osi z Siri mod elektromagnetskog vektorskog potencijala
A frekvencije v i njoj odgovarajucée valne duljine A (u vakuumu, brzinom
Av = ¢), moZemo napisati, na primjer,

A (x,t)=ey A, cos [2% (ut — ;)] + e_A_ cos [2# (Vt + %)} , (2.11)
gdje je A, amplituda vala koji putuje u smjeru +oo, a A_ amplituda vala
koji putuje u smjeru —oo. Njihovi odgovarajuéi jedini¢ni vektori polarizacije
e, su transverzalni, tj. okomiti na smjer Sirenja vala: ey - e, = 0, jer leZze u
ravnini (yz), pa exAr = AT e, + AT e,.

Akoe; Ay = —e_A_ = ey, A, zbog cos(a — b) — cos(a + b) = 2sinasinb
se ta dva nasuprotno putujuca vala u (2.11]) superponiraju u stojni val

2
A,(z,t) = e,, 24 sin (%%) sin (270t) = ey, 24 sin (kz) sin (wt) , (2.12)

gdjee,.2A = A,e,+A, e,, i gdje jasno vidimo ulogu (modula) valnog broja
k kao (kruzne) “frekvencije u prostoru”. U vakuumu, k = w/c =27 v/c.

Dolje ¢e nam klju¢an biti broj nezavisnih stupnjeva slobode. Nezavisan
nacin titranja elektromagnetskog vala je odreden iznosom frekvencije (ili ek-
vivalentno, valne duljine odnosno valnog broja), te smjerom titranja vektora
polja u transverzalnoj ravnini (pa su dva smjera polarizacije nezavisna), a za
putujuce valove jo§ i smjer Sirenja duz osi. Taj smjer zgodno opisuje predz-
nak koji mozemo pridodati valnom broju: k, = £k = +27/X. No, za stojne
valove taj predznak nema znacenja, jer tu imamo zapravo modul (veli¢inu)
valnog broja, k£ > 0.

Na isti nacin kao (2.12)), postoje i stojni modovi koji duz osi y i osi z titraju
transverzalno na njih. Zato se gornji opis moze, ne samo za putujuée nego
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2.2. Dometi klasi¢ne teorije. Ultraljubicasta katastrofa

i za stojne valove, poopéiti na val Ay(r,t) duz osi zadate opéim trodimen-
zionalnim valnim vektorom k = k,e, + ke, + k.e,. (U¢inite to za vjezbu,
pomocu relacija 2 = 2mc/A = w = c|k|.)

Ocito modovi elektromagnetskog polja i u slu¢aju putujuceg vala iu
sluc¢aju stojnog vala zadovoljavaju jednadzbu harmonickog oscilatora
jednako kao i elongacija koordinate mehanickog oscilatora z(t) (2.8).
Zato i na njih moZzemo primijeniti sve poznate rezultate koji se odnose na
op¢eniti pojam harmonickog oscilatora.

Elektromagnetsko se zracenje u Supljini — ako je zaista u termodinamickoj
ravnotezi sa zidovima te Supljine savrseno reflektirajuéih zidova — mora sasto-
jati od stojnih valova poput onog danog formulom (2.12)). Rayleigh—Jeansov
zakon se neizbjezno dobije kad se izracuna (v. rijeseni Zadatak 2.5.) da
broj tih stojnih valova po jedinici volumena za svaku frekvenciju v

iznosi )
8mv
M(v) = = (2.13)
i ako onda svakoj takvoj nezavisnoj vibraciji pridijelimo prosje¢nu
energiju harmonickog oscilatora s jednim stupnjem slobode

<E>klasiéna == kBT (214)

u skladu sa zakonom ekviparticije energije u klasi¢noj statistickoj
fizici, po kojemu i prosjecna kineticka i prosje¢na potencijalna energija jed-
nodimenzionalnog harmonickog oscilatora iznose %kBT, tj. ukupno {}

Po Boltzmannovoj raspodjeli, vjerojatnost da neki stupanj slobode (tj. neki
nezavisan nacin gibanja) ima energiju E je

o—E/kpT
P(E) = = FoTdE (2.15)
Prosje¢na energija svakog stupnja slobode je dakle
Y S EeBIRTE
<E>klasiéna - /0 EP(E) dE = fooo efE/kBTdE (216)

Uz pokratu 5 = 1/kgT, gornji razlomak pisemo

__9 * -8B _ 90 1
(E)xasicna = 5 lm(/O e PP dE) a5 In(1/8) 5 kT , (2.17)
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2. Zracenje crnog tijela

pa ra¢un preko definicija (2.15) i (2.16) ocito reproducira rezultat (2.14))

teorema o ekviparticiji energije u klasi¢noj statistickoj fizici.

Porijeklo faktora kT u Rayleigh—Jeansovom zakonu (2.7) oé¢ito
lezi u prosjecnoj energiji jednog stupnja slobode harmonickog os-
cilatora u klasi¢noj fizici.

Ovime zelimo naglasiti da je proucavanje i izvodenje klasi¢ne gustoce zra-
¢enja na sve mogucée nacine pokazalo da je Rayleigh—Jeansov zakon ([2.7))
toCan, opcéenit i neizbjeZan rezultat klasi¢ne fizike, a ne plod neke gre-
ske ili nekih posebnih pretpostavki koje bi ga ogranicile na neku specijalnu
situaciju. To je vazno naglasiti, jer je on ba$ zato i katastrofalan za klasi¢nu
fiziku, premda se slaze s eksperimentalnim podacima bar za niske frekvencije
i premda je oblika kakav trazi opéeniti Wienov zakon. Iako naravno
jako vazno, pritom nije najkatastrofalnije to $to se formula (2.7)) ne slaze s
eksperimentalnim podacima za visoke frekvencije, nego je najvaznije kakvo
je to neslaganje. Dakle, najvaznije je to Sto je ocigledno apsurdno da na
svakoj temperaturi 7' > 0, spektralna gustoc¢a energije zracenja monotono
raste s frekvencijom do u beskona¢nost kao v?. To znaéi da bi Supljina na
kona¢noj temperaturi T sadrzavala po jedinici volumena energiju zracenja
Ur beskonacnog iznosa. Kad bismo takvu Supljinu — recimo ugasenu peé-
nicu na sobnoj temperaturi — otvorili, iz nje bi prema Rayleigh—Jeansovu
zakonu trebalo da sine ne samo dugovalna i infracrvena, nego i vidljiva
svjetlost, te jo§ puno viSe ultraljubicastog (i jo§ daleko vise X- i 7-) zrace-
nja. Ta besmislena predikcija naziva se ultraljubicasta katastrofa, a bududi
da je u klasi¢noj fizici neizbjezna, znaci da je klasic¢na fizika nesposobna opi-
sati zracenje crnog tijela. Greska nije dakle u izvodu formule (22.7)), ve¢ u
pretpostavci da se na zracenje crnog tijela mogu primijeniti zakoni klasi¢ne
fizike.

Gdje je rjesenje? Interesantno je da je ve¢ James Jeans — inace znanstve-
nik koji je u kinetickoj teoriji plinova dokazao zakon ekviparticije energije —
bio na pravom tragu, ali naravno ne kod zracenja crnog tijela, ve¢ u jednom
drugom, samo naizgled potpuno drugacijem problemu. Taj problem je onaj
spomenut na samom pocetku ovog poglavlja — naime, toplinski kapaciteti
plinova koji su uznemiravali Maxwella: zaista, problem je da oni nikako ne
mogu biti konzistentni s kinetickom teorijom plinova ako vijedi zakon ek-
viparticije energije, da na temperaturi 7" svaki nezavisni vibracioni stupanj
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2.2. Dometi klasi¢ne teorije. Ultraljubicasta katastrofa

slobode sustava ima prosjeénu energiju (E) = kgT (jer harmonicki oscila-
tor ima prosjecnu kineticku energiju %/{:BT i prosje¢nu potencijalnu energiju
%kBT). Jeans je uocio da bi problem bio rijeSen kad bi se visokofrekventne
vibracije molekula plina s padom temperature “zamrzavale”, t.j. otpadale kao
relevantni stupnjevi slobode jer ih se na preniskoj temperaturi ne bi moglo
pobuditi.

Kod “ultraljubicaste katastrofe”, zbog same prirode tog problema, ocito je
jo§ plauzibilnije nego kod toplinskih kapaciteta plinova, da problem nastaje
zbog precjenjivanja doprinosa visokofrekventnih oscilacija, koje vjerojatno
zapravo uopée ne mogu biti pobudene ako je temperatura preniska, i zato
nemaju energiju kgT. Ali gdje pronadi, kako dobiti nekakav mehanizam za
gusenje doprinosa visokih frekvencija? U klasi¢noj fizici ga nije bilo — u stvari,
na temelju njenih zakona pojavljivalo se bas suprotno: ekviparticija energije

(E) = kgT.

Doduse, u Wienovom specijalnijem zakonu takvo gusSenje je prisutno.
Medutim, Wien je pri izvodu te spektralne gustoce takvo gusenje impli-
cite sam unio (“rukom”, u fizicarskom Zargonu) pomocu svojih pretpostavki
o mehanizmu zracenja.

Wien je pretpostavio da to zracenje potjece od molekula za ¢ije iznose
brzind v vrijedi Maxwell-Boltzmannova raspodjela vjerojatnosti,

2

5 muv
PMXWl—BltZInIl(”) =4 (27TZBT) Uge_ 2kpT s (218)

jer je uocio slicnost te trnuce krivulje s eksperimentalnom spektralnom ras-
podjelom zracenja crnog tijela. Takoder je pretpostavio da te molekule u
interval frekvencija [v, v+ dv] mogu zraciti samo ako su im brzine u intervalu
[v,v + dv], te da je intenzitet zrafenja proporcionalan broju molekula koje
zrace. Time se oc¢ito u spektralnu raspodjelu po frekvencijama ili valnim
duljinama mora prenijeti eksponencijalno prigusenje koje je u Maxwellovoj
raspodjeli prisutno za brzine. Medutim, iako na pravom tragu jer je poku-
Savao dobiti potrebno gusenje visokih frekvencija, Wien tim svojim pretpos-
tavkama oc¢ito nije uspio “napipati” neki fizikalni zakon od fundamentalnog
znac¢aja, jer spektralna raspodjela koja iz njih slijedi nije dobra na nizim
frekvencijama (a ni na srednjim, onima oko Vy,a. = ¢/ Anaz)-
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2. Zracenje crnog tijela

U toj je situaciji Planck najprije fenomenoloski nasao funkcijski oblik
za spektralnu raspodjelu ur(v) koji je opisivao (“fitao”) eksperimentalne re-
zultate za sve frekvencije zrac¢enja crnog tijela, te se u granici visokih frek-
vencija reducirao na specijalni Wienov zakon, a u granici niskih, v — 0,
na Rayleigh-Jeansovo ponaganje o< 2. Medutim, pitanje je bilo kako tu
(isprva ¢isto fenomenologku) formulu izvesti, kako ju teorijski objas-
niti.

2.3 Planckova kvantna hipoteza i njeni rezultati

Pravu prosjec¢nu vrijednost energije harmonickog oscilatora, koja ¢e zamije-
niti klasi¢ni rezultat (E) = kgT u Rayleigh—Jeansovoj formuli, moze se dobiti
preko onog sto je pretpostavio Planck, a Sto se vremenom pokazalo u naj-
dubljem smislu rije¢i fundamentalnim zakonom prirode, iako u suprotnosti s
klasicnom fizikom. Planck je razdijelio ukupnu energiju E oscilatora crnog
tijela u konac¢ne “elemente energije”, €, postupkom nazvanim “kvantizacija”.
Tako je pocelo otkrivanje kvantne fizike. U svom radu [2] predstavljenom Nje-
mackom fizikalnom drustvu na zasijedanju 14. prosinca 1900, Planck smatra
energiju “... F sacinjenom od potpuno odredenog broja konac¢nih jednakih
dijelova, i za to se sluzimo konstantom prirode h = 6,55 x 10~ 2erg - s. Ta
konstanta pomnozena zajednickom frekvencijom rezonatora, v, daje element
energije € u ergima, a dijeleéi F s € dobivamo broj P elemenata energije
raspodijeljenih na N rezonatora.”

Planck je naime uvidio* da eksperimentalne gustoce energije zra¢enja moze
teorijski reproducirati samo ako pretpostavi nesto, sa stanovista dotad poz-
nate fizike vrlo neobi¢no — naime, da harmonicki oscilator prirodne frekvencije
v moze emitirati i apsorbirati energiju samo u diskretnim porcijama, u kvan-
tima energije €, = hr. Time je postigao i postepeno nastupanje potrebnog

*Povijesno, Planck je najprije do kvantizacije doSao proucavanjem entropije oscilatora u
crnom tijelu. Medutim, ovdje neé¢emo dalje slijediti povijesni razvoj, jer nam nije potrebno
ulaziti u pruc¢avanje entropije. Takoder, u ovom slucaju je povijesni razvoj slabo koreliran
s pojmovno-logickim sazrijevanjem kvantne teorije, medu ostalim i zato Sto je Planck,
kojem je odstupanje od klasi¢nih ideja samom bilo vrlo nelagodno, godinama nastojao
naéi nacina da svoju hipotezu ué¢ini $to manje radikalnom kako bi odstupanje od klasi¢ne
teorije bilo $to manje (kao $to smo istakli u uvodnom poglavlju). Zato ovdje izlazemo
pojmovno-logic¢ki razbistrenu verziju.
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2.3.Planckova kvantna hipoteza i njeni rezultati

priguSenja na frekvencijama visim od €, = hv ~ kgT'. Naime, prosjecna ener-
gija nasumi¢nog toplinskog gibanja je kg1T', pa ako energiju mozemo emitirati
samo u “porcijama’ hv, vrlo je mala vjerojatnost da nasumic¢na termalna po-
budenja na temperaturi 7" imaju energiju i dovedu do emisije kvanta energije
€, = hv >> kgT.

Nova fundamentalna konstanta h je kasnije prozvana Planckovom konstan-
tom. Po Planckovoj kvantnoj hipotezi, energija zracenja frekvencije v moze
postojati samo u cjelobrojnim multiplima od ¢, = hv. Isto tako, to znadi
da harmonicki oscilator frekvencije v ne moze imati bilo kakvu energiju, veé
samo energije na diskretnim nivoima razmaknutim za taj elementarni inkre-
ment energije hr. To ocito znadi negiranje dotad poznatih, klasi¢nih zakona
fizike, jer je u oStroj suprotnosti s onim sto vrijedi za klasi¢ni harmonicki os-
cilator. Takav oscilator mase m i prirodne frekvencije v (odnosno w = 27 v)
ima energiju

1 (dx) 2 42, 422, w?
m

Euas = sm\ o 5 T = M Ty = m7x12nax (2.19)
koja ocito moze biti bilo kakva, jer je izrazena kontinuiranim veli¢inama kakva
je maksimalna elongacija . i sama staza (putanja, trajektorija, orbita)
x(t) u svakom casu t. Prema Planckovoj hipotezi to nije to¢no, odnosno
moze biti to¢no samo u ograni¢enom smislu, u limesu h — 0, tj. u situacijama
kada je velicina Planckove konstante zanemariva relativno prema drugim
relevantnim veli¢inama. Tada bi i diskretne dozvoljene energije Planckovog
kvantnog harmonickog oscilatora, razmaknute za kvant energije ¢, = hv,
ponovo presle u kontinuum. Medutim, problem zracenja crnog tijela ocito
ne spada u takve situacije (osim za razmjerno niske frekvencije), i upravo je
Planckova kvantna hipoteza donijela njegovo rjeSenje koje ¢emo sad izloziti.

Pretpostavimo da su moguce energije harmonickog oscilatora diskretne i
razmaknute ekvidistantno. Osnovno stanje (tzv. “vakuumsko stanje”’) ima
najnizu energiju Fj, a beskonac¢no visoka ljestvica pobudenih stanja neka ima
energije £y = Ey+ hv, By = Ey+hv = Ey+2hv, B3 = Es+ hv = Ey+ 3hv,
Ey = E3+ hv = Ey + 4hv, ..., itd., kao na Slici 2.4, Opcenito,

E,=FEy+nhv. (2.20)

Ovakav spektar energija, prikazan za tri razne frekvencije v na Slici 2.4} po-
kazao se neophodan za izvod empiricki uspjesne formule zracenja crnog tijela.
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2. Zracenje crnog tijela

hv,

thI hVZI

Slika 2.4: Diskretni ekvidistantni spektri tri kvantna harmonicka
oscilatora s prirodnim frekvencijama vy, 15 1 3.
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2.3.Planckova kvantna hipoteza i njeni rezultati

Cetvrt stolje¢a nakon toga dobiven je i direktno, rjeSavanjem Schrodingerove
jednadzbe za harmonicki oscilator.

Planck je nadalje pretpostavio da je vjerojatnost zauzeca pojedine ener-
gijske razine data Boltzmannovom raspodjelom . Prema tome, ako F
oznacava vjerojatnost da je neki oscilator u osnovnom stanju, Py = P(FE)),
vjerojatnost da je oscilator u dozvoljenom visem, n-tom stanju, iznosi

P, = Pye Enfol/koT — p, g=nhv/koT (2.21)

Primijetimo da smo Boltzmannovu raspodjelu vjerojatnosti pretpostavili i

kod izvoda ([2.15)-(2.17) klasi¢ne prosje¢ne energije (2.14]), samo $to smo

tamo imali kontinuirane energije E/, a ne diskretnu ljestvicu energija. Zato
smo u tom izvodu integrirali, dakle sumirali po kontinuiranim energijama.

Racun prosje¢ne energije koji slijedi zapravo je analogan izvodu ([2.15)-(2.17)),
samo Sto ¢emo sada umjesto integrala po energijama imati diskretne sume
preko ljestvice moguéih energija koje su odvojene kona¢nim razmakom huv.

Ako je Ny broj oscilatora (po jedinici volumena) u osnovnom stanju, onda
ih u prvom pobudenom stanju, dakle s energijom FE, po pretpostavci (2.21))
ima

Ny = Nyexp(—hv/kgT) = Nyz , (2.22)

u drugom
Ny = Nyexp(—2hv/kgT) = Nyz* , (2.23)

itd. Opcenito, u n-tom stanju, na energiji F,,, ima ih
N,, = Noexp(—nhv/kgT) = Nyz™ | (2.24)

gdje smo uveli pokratu x = exp(—hv/kgT). Ukupni broj kvantnih oscilatora
prirodne frekvencije v je tada

= N(l+z+2*+2°+.. +2"+..). (2.26)

Primjenom formule za sumu konvergentnog geometrijskog reda, to postaje

1 Ny
Nukupni == NO 1— 2 - 11— e—hV/kBT . (227)
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2. Zracenje crnog tijela

Ukupna energija tih oscilatora je
Eukupna == E()NO —+ E1N1 -+ E2N2 -+ E3N3 + ...+ EnNn + ...
= E()NO + (EO + hV) N[) T+ (E() + 2hV) NO I‘Q—f-
+ (Eo + 3hv) No2® + ... + (Eo + nhv) N 2" + ... (2.28)

Separirajmo ¢lanove koji sadrze Ey kako bismo odvojili doprinos energije
najnizeg, osnovnog stanja (n = 0) od energije pobudenja:

Eukupna = EONO (1 +x+ $2 + 1'3 + ..+ + )

+hv Ny (x4 22% + 32° + ... + na" + ...)

N,
= By g+ hvNow (1420432 + b na" ™ 4 ). (2.29)

—
Prvi ¢lan je o€ito EoNygupni, t.j. ukupan doprinos svih oscilatora uslijed
energije osnovnog stanja Fy. Ostatak je doprinos koji postoji jer su neki
oscilatori pobudeni i imaju energiju za nhr (n =1,2,3,...) visu od Ej.

Geometrijski red u zagradi u zadnjem c¢lanu prethodne formule pisemo kao

derivaciju reda u (2.26):

d d 1 1
—(1 P+t ) = — = 2.30
dx( +r+ai+a+ . "+ ) e ey (2.30)
pa je ukupna energija oscilatora prirodne frekvencije v
hv Ny x hv x
Eukupna = EO Nukupni + m = EO Nukupni + Nukupm T . (231>
Po definiciji prosje¢ne energije (F),
Euku na x hv
E)= 1 _ F h = F, _. 2.32
< > Nukupm o+ I/l—x o+t eh”/kBT—l ( )

Klasi¢no, najniza energija oscilatora Fy = 0, i odgovara oscilatoru u stanju
mirovanja u polozaju ravnoteze, tako da i kineticka i potencijalna energija is-
cezavaju. U kontekstu elektromagnetizma ta situacija odgovara jednostavno
vakuumu u kojem nema nikakvih elektromagnetskih polja, pa ni oscilirajucih.
Pitanje je smijemo li ovdje preuzeti klasi¢ni rezultat £y = 0.
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2.3.Planckova kvantna hipoteza i njeni rezultati

Kasnija kvantnomehanic¢ka razmatranja, poput resavanja Schrédingerove
jednadzbe za harmonicki oscilator frekvencije v, pokazala su da zapravo
Ey = hv/2 # 0, te da to za mnoga fizikalna pitanja ima znacaja. Da je
tako, vidimo i ovdje u Zadatku 2.6, koji pokazuje da mora biti Fy = hr/2 da
bi kvantna prosjecna energija (2.32)) u klasi¢nom limesu hv/kgT — 0 repro-
ducirala klasi¢nu prosjeénu energiju harmonickog oscilatora kgT (2.14)). (To
je prva pojava [3] tzv. “energije nultog gibanja”, odnosno energije vakuuma,
koja ne is¢ezava na T = 0.)

Medutim, za rjeSavanje problema zracenja crnog tijela, mozemo mirno pre-
uzeti pretpostavku da energija nepobudenog oscilatora is¢ezava, Ey = 0, kao
i u klasicnom sluc¢aju. Naime, gornji izvod pokazuje da Ey # 0 prosjecnoj
energiji oscilatora pridonosi samo temperaturno neovisan ¢lan. On je isti za
svaku tocku svemira i ima znacenje energije vakuuma, pa je irelevantan za
gustocu zracCenja crnog tijela na temperaturi 7. Drugim rije¢ima, ovdje su
vazne samo razlike energija izmedu moguéih nivoa, jer svaka konkretna vri-
jednost Ey u ovom problemu ima samo znacenje izbora referentnog ishodista
od kojeg racunamo energiju. Budué¢i da nas zanima zracenje koje postoji
zbog zagrijavanja na neku temperaturu T, mozemo uzeti Ey = 0, ¢ime eli-
miniramo temperaturno neovisan doprinos vakuuma. Alternativno, mozemo
drzati Fy # 0 ako uo¢imo da iz gornje diskusije slijedi da klasi¢nu prosje¢nu
energiju , (E)yasicna = kpT, moramo zamijeniti kvantnom predikci-
jom za prosjecnu energiju pobudenja na temperaturi T, naime prosje¢nom
energijom iz koje je oduzeta energija osnovnog stanja: (E£) — Ej.

Nas rezultat (2.32)) dakle znaci da je za harmonicki oscilator prirodne frek-
vencije v, kvantna predikcija za prosje¢nu energiju pobudenja

hv

(E) — Ey = ohv/keT _ |

= hv pr(v) (2.33)
i to je ono Sto u izvodu frekventne distribucije ur(v) zamjenjuje klasi¢nu
predikciju kgT za svaku vrijednost hv/kgT. Medutim, kvantni se rezultat
(2.33) priblizava toj klasi¢noj predikciji za hv << kgT; naravno,
to toc¢nije Sto je elementarni kvant energije hr manji od tipicne energije
toplinskog gibanja kg7. Formula , a i uz Fy = 0, egzaktno
reproducira klasi¢ni rezultat [koji pak vodi na Rayleigh-Jeansov zakon
] u limesu h — 0; dakle, u klasi¢cnom limesu iS¢ezavajuc¢e malog kvanta
energije, hv — 0, odnosno kontinuiranih energija harmonickog oscilatora.
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2. Zracenje crnog tijela

Tada je dovoljno eksponencijalu u nazivniku razviti do prvog reda u hv,
da bi poprimila klasi¢nu vrijednost kgT'. Ako eksponencijalu u
ili razvijemo do drugog reda u hv/kgT, moZemo uzeti nesto blazu
pretpostavku, da je pojedini kvant energije hv # 0 zanemariv u usporedbi s
toplinskom energijom kgT. To jest, da je klasi¢ni limes dat sa hv/kgT — 0,
pa se postize bilo niskom frevencijom v — 0, bilo visokom temperaturom
T — oo. Tada i formula i formula egzaktno reproduciraju
klasi¢ni rezultat pod uvjetom da Ey = hv/2. (Zadatak 2.6.)

Inace, (2.33) je prva formula kvantne fizike izvedena iz Planckove pret-
postavke diskretnih energija harmonickog oscilatora (2.20). Kada dakle u
Rayleigh-Jeansovom zakonu (2.7) umjesto kg1 upotrijebimo ([2.33)), dobi-

vamo Planckov zakon zracenja

wr(v) = MW)(B) — Ey) — S CH (2.34)

3 ehw/ksT _q

Ovaj se zakon slaze s eksperimentalnim gusto¢ama zracenja crnog tijela za
sve frekvencije i temperature za Planckovu konstantu iznosa

h = 6,62607015 x 10727 erg - s = 6,62607015 x 10734 J-s. (2.35)

To je vrijednost dobivena nakon raznovrsnih vrlo to¢nih mjerenja, nakon ¢ega
je odabrana da ude medu one vrijednosti prirodnih konstanti (kao i ¢, e, kp i
N,) koje su definirane kao egzaktne, pa se iz njih izvode vrijednosti mjernih
jedinica. Zamijetite da je vrijednost samo oko 1% veca od one koju je
objavio Planck ve¢ 1900. Tako je — prilagodujuéi Planckovu teorijsku krivulju
eksperimentalnim spektralnim gusto¢ama energije zracenja crnog tijela — po
prvi put izmjerena ova fundamentalna konstanta prirode.

2.4 Inspiracija za Einsteinove cestice svjetla

Kao i Planck, Einstein je pocetkom 1905. problemu zracenja crnog tijela
pristupio preko statisticke fizike i termodinamike. Nije bio zadovoljan (kao
uostalom ni sam Planck) nekim aspektima Planckovog izvoda koji se oslanjao
na harmonicke oscilacije naboja u materijalu zidova Supljine. Einstein je dao
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2.4. Inspiracija za Einsteinove Cestice svjetla

prednost pristupu preko harmonickih oscilacija stojnih elektromagnetskih va-
lova. Naravno, uz upotrebu klasi¢ne ekviparticije energije kg1 po svakom ne-
zavisnom modu harmonickog titranja, to vodi do Rayleigh-Jeansove formule
i ultraljubicaste katastrofe na visokim frekvencijama. A tu se s eksperimen-
talnim rezultatima slaze ne samo Planckova formula (2.34)), nego i Wienova
, koja je plod nekih modelskih pretpostavki. To joj kvari opcéenitost, no
buduéi da se na visokim frekvencijama tako dobro slaze i sa svuda uspjes-
nim Planckovim zakonom i s eksperimentalnim podacima, to moze biti znak
da Wienove modelske pretpostavke imaju veze s ispravnom vizualizacijom
fizikalne situacije bar na visokim frekvencijama, gdje je energija Planckovog
kvanta €, = hv znatno vecéa od prosjecne energije nasumicnog, toplinskog
gibanja kgT.

U tom rezimu, gdje ¢, = hv >> kgT, Planckova formula daje Wienovu,
i to naravno na nacin da potpuno odreduje (predvida) konstante K; i Ky u
Wienovom specijalnijem zakonu ([2.6)):

W Smthy3 82 T T
uT(PH )(1/) = —CSV e~ /kBT _ —ng hy e~ hv/ksT = M(v)e, e~ev/kBT,
(2.36)

Medutim, Wien je u svom specijalnijem zakonu gusenje doprinosa na
visokim frekvencijama modelirao pomoc¢u pretpostavki o mehanizmu zrace-
nja. (Tu je Wien bio pod utjecajem radova fizi¢ara iz carske Rusije, W.
A. Michelsona, u Phil. Mag. 5, 425 (1888) i Wied. Ann. 58, 662 (1896).
Michelsonove ideje zasluzuju spomen unato¢ netoc¢nostima koje sadrze, jer
je on izgleda bio prvi koji je zracenje povezao s Cesticama kojima je energija
povezana s frekvencijom, pa je njegov rad vjerojatno utjecao i na Einsteinovo
objaSnjenje foto-efekta. Doduse, Michelson pretpostavlja v o« v, pa mu je
kineticka energija mv?/2 o< v/2.)

Wien je pretpostavio da to zracenje potjece od molekula ili atoma idealnog
plina; dakle, od slobodnih ¢estica za ¢ije brzine vrijedi Maxwell-Boltzmannova
raspodjela vjerojatnosti po iznosima brzina v,

P (=) ] e 2.37
= 2kpT
wal—Bltzmn(U) 7T (27T]§BT> v € BS ( . )

Nadalje je pretpostavio da te Cestice plina u interval frekvencija [v, v + dv|
mogu zraciti samo ako su im brzine u intervalu [v,v + dv], te da je inten-
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2. Zracenje crnog tijela

zitet zraCenja proporcionalan broju molekula koje zrace. Time se oc¢ito u
spektralnu raspodjelu po frekvencijama ili valnim duljinama prenosi ekspo-
nencijalno prigusenje koje je u Maxwell-Boltzmanovoj raspodjeli prisutno za
(kvadrat) brzine, tj. energije Fi;, = mwv?/2 slobodnih &estica plina. To pak
znaci raspodjelu gustoce energije u slobodnom plinu:

3 .
& = EkinPwalfBltzmn<'U2 X Ekin) = [477' (—QWZZBT) 'U2 Ekin e k;l%
(2.38)

lako su normalizacioni prefaktori trnuée eksponencijale razli¢iti u i
ipak je sli¢nost i vrlo sugestivna, pa se kod Einsteina
pocela radati ideja o plinu kojeg sacinjavaju cestice svjetla. Te Cestice svje-
tla, odnosno elektromagnetskog polja, su nosioci Planckovog kvanta energije
€, = hv, i u modernoj fizici ih poznamo pod imenom fotoni odnosno kvanti
elektromagnetskog polja. Njihovo pak mnostvo nazivamo fotonski plin, a

faktor pr(v) u jednadzbi (2.33)), dakle

1
prv) = Cehv/ksT _ 1 = PRose-Eins(E) , (E=hv), (2.39)

predstavlja novu, kvantnu statisticku raspodjelu vjerojatnosti za fotone, na-
zvanu Bose-Einsteinova raspodjela. Ona je zapravo opéenitija, jer se ustano-
vilo da vrijedi ne samo za fotone, nego za cijelu jednu vrstu kvantnih cestica

.....

.....

fermioni koji tvore atome nasih tijela: elektron, te nukleoni — proton i ne-
utron. No, sve dok nam nije potrebno preciziranje vrsta takvih objekata koji
podlijezu kvantnim zakonima (iako mogu biti daleko vecéi i slozeniji od gore
navedenih elementarnih primjera), mozemo ih sve zajedno nazivati kvantnim
objektima ili kvantnim ¢esticama, ili sazetije - kvantonima [21]. To je vazno,
da bismo uvijek imali na umu da imaju specificno kvantna svojstva i stoga
drugaciju prirodu od klasi¢nih Cestica.)

Naravno, ovi zaceci kvalitativnih argumenata koje smo iznijeli u ovoj sek-
ciji, dali su Einsteinu samo pocetni poticaj za trazenje jac¢ih argumenata za te
Cestice svjetla - kvante elektromagnetskog polja, fotone. U njih se konac¢no
uvjerio kada je pokazao da se u frekventnom podrucju ¢, = hv >> kgT
gdje vrijedi specijalni Wienov zakon (2.6), entropija zrafenja ne ponasa kao
entropija valova, nego kao entropija Cestica [4].
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2.5. Zadaci 2

Ta Einsteinova analiza entropije izlazi iz okvira ovog kolegija, ali smo do-
voljno rekli da mozemo razumjeti kako revolucionarna ideja o postojanju
kvanata elektromagnetskog polja, koja ¢e se u sljedeé¢em poglavlju pokazati
od krucijalne vaznosti za potpuno objasnjenje fotoelektricnog efekta, nije
Einsteinu pala na pamet kao ¢isto intuitivna inspiracija, nego je proizasla
iz njegovog temeljitog proucavanja i objasnjavanja zracenja crnog tijela [4].

2.5 Zadaci 2

2.1.) Spektralne gustoce zracenja koje su dane kao funkcije valne duljine
izrazite kao funkcije frekvencije, i obratno. Time ¢ete dokazati formulu ([2.2)).

2.2.) Koje spektralne gustoce zracenja zadovoljavaju oblik (2.5 koji zah-
tijeva Wienov zakon iz 18937

2.3.) Provjerite da Planckov zakon zracenja u odgovaraju¢im grani¢nim
slucéajevima (hv << kgT i hv >> kgT') daje Rayleigh—Jeansov zakon, od-
nosno Wienov zakon iz 1896. Odredite na taj nacin konstante K; i K,
u Wienovim spektralnim gusto¢ama energije .

2.4.) Pokazite da Planckov zakon zracenja (2.34)) preko formula (2.3)) daje
Stefanov zakon Sy = o T, te da predvida da je Stefan-Boltzmannova kons-
tanta o = 27°k% /15h3¢%. Izracunajte njenu (empiricki provjerenu) vrijednost

o =5,67-10"% W/m? K%
Rjesenje:

Uvrsten u izraz (2.3) za izracenu snagu, Planckov zakon zracenja ([2.34)
uvodenjem pokrate © = hv/kgT daje konstantu 27k3/h3c? koja mnoZi slje-
deci tabli¢ni integral poznate vrijednosti: [;° dwa® (e* —1)~! = 7*/15.

2.5.) Dokazite formulu (2.13) za broj modova elektromagnetskog polja.
(Ne zaboravite da mu doprinose dvije polarizacije.)

48



2. Zracenje crnog tijela

Rjesenje:

Iz teorije elektriciteta i magnetizma je poznato da na vodljivim zidovima
moraju is¢ezavati one komponente E koje su paralelne sa zidovima. U pros-
toru bez naboja i njihovih struja, kao $to je Supljina kojom realiziramo crno
tijelo, elektri¢no polje E je dato vektorskim potencijalom preko E = —%A.
Zato stojni val elektromagnetskog vektorskog potencijala A mora za-
dovoljavati iste rubne uvjete kao i stojni val elektricnog polja E. Dakle, i
polju A na zidovima Supljine moraju u svakom ¢asu ¢ iS¢ezavati komponente
paralelne sa zidovima:

Afr=0,t)=0=Ay(x=L,t) , A,(x=0,t) =0= A, (v = L, t) , (2.40)

gdje je L duljina pravokutne Supljine duz x osi. Poopéenje na val u tri
dimenzije je najjednostavnije za simetrican sluc¢aj kada su duljine duz osi
y i z takoder L. Tada ostale rubne uvjete dobivamo iz ciklickom
zamjenom x — y — 2z — x, a volumen Supljine je V = L3,

Kao i kod razapete Zzice, stojni val (2.12) postoji samo kada prirodni broj
n polovi¢nih valnih duljina A/2 upaSemo u duljinu L. Dakle, moramo imati
valne duljine A odnosno valne brojeve k = 27 /) isklju¢ivo s vrijednostima

2L s

N\ = & F = =

n ' L

da bismo zadovoljili rubne uvjete (2.40). (Da ti valni brojevi, k = nn/L,

osiguravaju da stojni valovi poput (2.12)) zadovoljavaju rubne uvjete (2.40)

vidimo i direktno iz uvjeta sin(kL) = 0. Vidi i (8.42) za sli¢an primjer valne
funkcije vezanog masivnog kvantona.)

n, (n=1,2,3,4,...) (2.41)

Za brojanje tih modova valne duljine nisu pogodne jer su s prirodnim bro-
jevima u inverznom odnosu, ali odgovarajuc¢i valni brojevi k£ jesu, jer su
proporcionalni prirodnim brojevima n.

Kako valni broj k£ mozemo definirati za svaku od nezavisnih prostornih osi
x,1, z koje razapinju prostor Supljine, uocavamo da time definiramo odgo-
varajué¢e komponente valnog vektora k = ke, + kye, + k.e. = (kg ky, k.).
Svaki takav linearno nezavisan vektor k karakterizira linearno nezavisan vek-
torski potencijal Ak(r,t), koji moze biti generalizacija bilo putujuc¢ih valova
, bilo ovdje relevantnih stojnih valova . U svakom slucaju, poz-

nata disperzijska relacija za elektromagnetske valove, tj. veza izmedu njihove
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2.5. Zadaci 2

frekvencije v = w/27 1 trodimenzionalnog valnog broja k = |k|,

2 2.2
9 12 9 9 o WS Amy
B =k* =k +k, +k = == Ta (2.42)

kaze da fiksna vrijednost frekvencije (kroz c¢), odnosno valnog broja, odgo-
vara radijusu sfere (u k-prostoru) na ¢ijoj povrsini tocke imaju koordinate
(ky, ky, k). Medutim, njihove vrijednosti u slu¢aju stojnih modova vise nisu
kontinuirane; naime, zbog zadovoljavanja Supljinskih rubnih uvjeta i
njihovih ciklickih varijacija, samo su diskretne vrijednosti (2.41]) moguée duz
svake osi:

ki = —mn; (n;=1,2,3,4,...), i=uxy,z. (2.43)

Dakle, svaki moguéi nezavisni stojni mod EM polja Ay (r,t) u Supljini, odgo-
vara tocki u prostoru k koja je data trojkom prirodnih brojeva n = (n,, ny, n.),
tj. vektorom resetke u diskretnom trodimenzionalnom brojevnom prostoru.
Prema tome, strelica na Slici moze predstavljati i k i n, uz vezu

T

k = (ky, ky k) = %(nx,ny,nz) - 7n. (2.44)

Svakoj takvoj tocki u k-prostoru mozemo pridruziti kockicu inkremental-
nog k-volumena Ak, Ak,Ak, = (7/L)*An,An,An, = (7/L)* = 73 /V, koji
odgovara svakoj pojedinoj ¢eliji (jedini¢nog volumena, jer An; = 1) resetke
u brojevnom prostoru. (V' je uobicajeni, koordinatni volumen Supljine).
Zelimo vrlo malene inkremente koji prelaze u infinitezimalne diferencijale,
(r/L)* = Ak, Ak, Ak, — dk,dk,dk,, tako da te inkrementalne kockice
glatko i potpuno ispunjavaju relevantan k-prostor. Ovdje je to samo prvi
oktant zbog k; > 0 (odnosno n; € N), i = z,y,z. Zato osmina volumena
kugle radijusa k = |k| podijeljena s tim inkrementalnim volumenom kockice
daje N (k), broj supljinskih modova EM polja valnih brojeva od 0 do k,

ir 1.3 k3 w3 813
3 2=V =V =V
(£)3 8 3 32 c? 3¢

N (k) = é _ N, (245)

gdje smo jo§ pomnorzili faktorom 2 da urac¢unamo sve stupnjeve slobode, jer
EM polje ima dvije nezavisne transverzalne polarizacije, okomite na k. [Vidi

na primjer e,, u (2.12))]. Takoder smo u ([2.45) upotrijebili vezu (2.42)), te

kao funkciju frekvencije izrazili broj nezavisnih vibracija od 0 do v.
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2. Zracenje crnog tijela

nz, kz
A

> Ny, ky

Slika 2.5: Opceniti valni vektor k = (k;, ky, k) ima proizvoljne
komponente k;. No, kad ih rubni uvjeti sin(k;L) = 0 ogranice
na k; = (v/L)n;, uz n; € N, svaki moguéi stojni mod EM po-
lja u Supljini odgovara tocki u prostoru k koja odgovara trojci
prirodnih brojeva, vektoru n = (n,, ny,n,) u trodimenzionalnom
brojevnom prostoru nenegativnih n,,n, i n,. Dakle, samo prvi
oktant prostora doprinosi. Zato osmina volumena kugle radijusa
k = |k| podijeljenog s inkrementalnim volumenom kockice (m/L)3
daje broj supljinskih stojnih modova EM polja valnog broja iznosa
k= cw. To jest, N(k) = +*7k*/(%)?, do na dvije nezavisne po-
larizacije elektromagnetskog polja.
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2.5. Zadaci 2

Medutim, za raspodjele po frekvencijama poput onih u (gdje je ur(v) dv
iznos energije zrac¢enja frekvencije v unutar infinitezimalnog frekventnog in-
tervala dv) treba nam diferencijalna promjena broja stanja dN (k) = dN (v)
radi diferencijalnog povec¢anja valnog broja k — k + dk, ili ekvivalentno, po-
vecanja frekvencije v — v + dv. To jest, trazimo broj mogué¢ih modova u
sferi¢noj ljusci (vidi Sliku infinitezimalne debljine dk = dw/c. Ali, samo
u reznju u prvom oktantu. Taj broj je volumen tog reznja (tj. njegova po-
vr§ina 47 k% /8 puta infinitezimalna debljina dk) podijeljen s inkrementalnim
volumenom ¢elije (/L) = 73/V | puta 2 nezavisne polarizacije:

Ark?dk 2

Najprije primijetimo da je smo taj rezultat mogli dobiti i diferenciranjem

broja modova (2.45)), pa je sve konzistentno.

2 2
Kk _y8mvdv vy (2.46)

2 3

Zatim uoc¢imo da smo formulom ([2.46)) zapravo dovrsili trazeni dokaz for-
mule (2.13). Naime, kako trazimo broj nezavisnih mogué¢ih modova elektro-
magnetskog polja u Supljini kao funkciju frekvencije v, ali po jedinici volu-

mena, (2.46) pokazuje da

M) = 1 dN(v)  8mv '

=G = (2.47)

daje gusto¢u mogucih stanja elektromagnetskog polja u Supljini.

2.6.) Pokazite da je za harmonicki oscilator prirodne frekvencije v = w/(27),
kvantna predikcija za energiju osnovnog stanja (gdje n = 0), tj. za najnizu
energiju, By = $hv = Lhw. (Vidi i rijeseni Zadatak [9}11.) Time biste
pokazali da spektar energija kvantnog harmonickog oscilatora glasi

1 1
E, = hv <n—|—§> :hw(n+§) , n=20,1,2,3,.... (2.48)

Rjesenje:
Zahtijevajte da kvantni rezultat za prosjecnu energiju u klasi¢cnom
limesu hv/kgT — 0 reproducira klasi¢nu prosje¢nu energiju harmonickog
oscilatora kgT (2.14). Eksponencijalnu funkciju u (2.32) morate razviti u
Taylorov red do potencije (hv/kgT)?.
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2. Zracenje crnog tijela

2.7.) Pokazite da Planckov zakon zracenja, kao i Wienov zakon , daju
Wienov zakon pomaka , ali sa ponesto razli¢itim konstantama. Nadite
te konstante. Precizno, ako s v, oznac¢imo frekvenciju na kojoj raspodjela
ima maksimum, pokazite da u slu¢aju Wienove raspodjele hvy.x = 3 kg1, a
sluc¢aju Planckove, hvya., = 2.821 kgT.

RjeSenje: Zahtjevajte da derivacije odgovaraju¢ih spektralnih distribu-
cija po v iSCezavaju za vV = Vpay, te rijesite dobivene jednadzbe. U slucaju
Planckove distribucije, tako dobivenu jednadzbu treba rijesiti numericki.

2.8.) Sazmite izvod formula (2.32)), (2.33) i (2.34) tako $to ¢ete integrale po
kontinuiranim energijama E u definiciji (2.16|) zamijeniti diskretnim sumama
po E,=FEy+nhv, n=0,1,23, .., oo, teizvrijedniti te sume.
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Poglavlje 3

Fotoelektri¢ni efekt 1 hipoteza o
kvantima svjetlosti

3.1 Ideja da kvante energije nose kvanti
elektromagnetskog polja

U raspravama o tome, koji je od Einsteinovih pet fundamentalnih radova
[6, 7, 8, O, 0] iz “Cudesne godine” 1905. znacajniji, vecina bi se fizi¢ara,
bez obzira na svoje glavno podrucije interesa, vjerojatno slozila s ocjenom
Franka Wilczeka, Nobelovca za 2004. godinu. On smatra [22] da Einsteinov
rad o Brownovom gibanju [8] zasluzuje solidnu, rad o kvantima svjetlosti [6]
jaku, a rad o specijalnoj relativnosti [9] i ekvivalenciji mase i energije [10]
super-jaku Nobelovu nagradu.

No, ako se razmatra koji je od tih radova bio revolucionarniji, poredak bi
bio drugadiji. Sto je naime to, $to neki znanstveni rad ¢ini revolucionarnim?
Jasno je da on mora iznijeti neku originalnu veliku ideju, koja mora izdr-
zati test vremena i postati osnova ili vazan dio Sirokih podrucija znanosti.
Medutim, za revolucionarnost je potrebno [23] i to, da se ta velika ideja ne
samo protivi prihva¢enim idejama tog vremena, nego i da je odbacuju cak i
vrhunski znanstvenici sve dok je nisu apsolutno prisiljeni prihvatiti. U tom
smislu, kod teorije relativnosti osobito valja imati na umu [24] doprinose H.

25



3.2. Kronologija i znacenje fotoelektricnog efekta

Poincaréa i H. A. Lorentza, jo$ prije Einsteinove 1905. Osim toga, teorija
je relativnosti, osim upornih protivnika, relativno brzo stekla i velik broj
pristasa. Nasuprot tome, ¢ak su i fizicari kao Max Planck i Niels Bohr, iako
su i sami bili revolucionari kvantne teorije, uporno odbacivali Einsteinove
kvante svjetlosti. To je bilo prvenstveno zbog njihove vjernosti konceptu kla-
si¢nih elektromagnetskih valova, premda je Einstein obrazlozio da “se valna
teorija svjetlosti sjajno pokazala pri opisima ¢isto optickih fenomena” ali da
“se opticka opazanja odnose na vremenske prosjeke a ne na trenutne vrijed-
nosti”. (Ovog se moramo prisjetiti dolje, kod formula i ) Zato je
Einstein smatrao da moze pretpostaviti da “kad se zraka svjetla Siri iz neke
tocke, energija nije kontinuirano raspodijeljena po sve ve¢em prostoru, nego
se sastoji od konacnog broja kvanata energije koji su lokalizirani u tockama
prostora, gibaju se bez dijeljenja, te mogu biti apsorbirani i generirani samo
kao cjelina” [6]. On je tako u svom prvom radu iz 1905. godine postavio
hipotezu o kvantima elektromagnetskog polja — dakle, “Cesticama svjetlosti”,
koje je 1926. godine Gilbert Lewis nazvao fotonima.

Zanimljivo je da je taj najrevolucionarniji Einsteinov rad [6] postao poznat
kao “rad o fotoelektri¢cnom efektu”, iako je naravno mnogo opcenitiji, a auto-
rova motivacija za fotonsku hipotezu teorijska, a ne empiricka. Fotoelektri¢ni
efekt mu je bio tek jedna od ilustracija za empiricku uspjesnost njegove hi-
poteze, a na koncu je svoju jedinu Nobelovu nagradu Einstein dobio (barem
nominalno) za objasnjenje fotoelektri¢nog efekta.

To se dogodilo zato sto je s akumuliranjem sve pouzdanijih eksperimental-
nih rezultata postalo jasno da je upravo fotoelektri¢ni efekt onaj empiricki
fenomen koji je najuvjerljivije objasnjen fotonskom hipotezom, i koji najbo-
lje ilustrira njenu efikasnost. Zato ¢emo se i mi ovdje vrlo detaljno pozabaviti
tim efektom.

3.2 Kronologija i znacenje fotoelektricnog efekta

Fotoelektricnim efektom, ili skra¢eno foto-efektom, nazivamo izbijanje elek-
trona iz tijela (tipi¢no, iz poliranih metalnih plo¢a) na koja pada elektromag-
netsko zracenje: vidljiva svjetlost, ultraljubic¢asto zracenje, itd. Taj efekt je
naden i prouc¢avan prvenstveno u pokusima Heinricha R. Hertza (1887), Wil-
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helma Hallwachsa (1888), Josepha J. Thomsona (1899), Philippa Lenarda
(1899), te Roberta A. Millikana (1916). Osobita vaznost foto-efekta je u
tome $to klasi¢na fizika nije dovoljna da bi ga se objasnilo, veé¢ se mora pri-
mijeniti Planckova hipoteza o kvantima energije. étoviée, cak se i ona mora
radikalizirati prosirenjem na Einsteinovu hipotezu o kvantima elektromag-
netskog polja — dakle, “Cesticama svjetlosti”.

Albert FEinstein je dakle (1905. godine) otkrio da je foto-efekt prvi i vr-
hunski dokaz da svjetlost — i elektromagnetsko zracenje opcenito — ima i
Cesti¢nu, a ne samo valnu prirodu. Hertzovo prvotno otkri¢e zato predstavlja
poseban kuriozitet u povijesti znanosti. Naime, on je slu¢ajno opazio foto-
efekt bas prilikom onih slavnih pokusa, kojima je dokazao postojanje upravo
elektromagnetskih valova.

3.3 Hertzovo otkri¢e foto-efekta

Prvi eksperimentalni odasilja¢ je Hertz sastavio od visokonaponskog induk-
tora spojenog na dva mjedena cilindra (prosirena velikim metalnim plo¢ama
da se poveca kapacitet prihvacanja naboja) — vidi Sliku Na krajevima
cilindara bile su kuglice razmaknute za petinu milimetra. Time je nacinio
iskriste jer bi iskre preskakale zbog visokog napona iz induktora. Hertz je
naime zamislio da ¢e, ¢im iskra stvori vodljivu stazu izmedu dva mjedena
vodica, elektricni naboj hitro oscilirati prelaze¢i naizmjence s jednog vodica
na drugi, te u skladu s Maxwellovom teorijom emitirati elektromagnetske
valove valne duljine priblizne dimenzijama tih vodi¢a. No, da bi dokazao
da su ti valovi zaista emitirani, morao ih je i detektirati. Hertzov detektor,
dakle prvi prijemnik, bio je komad bakrene Zice duljine priblizne (ukupnoj)
duljini emiterskih vodi¢a, da bi prirodna (svojstvena) frekvencija oscilacije
elektriéne struje u toj zici bila bliska frekvenciji oscilacija u emiteru. Zicu
s mjedenom kuglicom na jednom kraju i Siljkom na drugom kraju, Hertz je
savio u krug, da bi se inducirane oscilacije naboja u Zici razotkrile iskrenjem
preko malenog razmaka izmedu kuglice i iljka (vidi Sliku . Zamisao je
bila uspjesna: ¢im bi se induktor stavio u pogon, u iskristu “prijemnika” bi
pocele preskakati iskrice.

Razradom osnovne ideje u nizu brilijantnih eksperimenata, Hertz je nepo-
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iskriste
emitera

induktor

1zvor
struje

iskriSte detektora elektromagnetskih valova

Slika 3.1:  Prvi radio-odasiljac i prijemnik: Hertzov emiter i detektor elektro-
magnetskih valova. Pomoc¢u njih je Hertz dokazao postojanje Maxwellovih
valova, ali je istovremeno otkrio i fotoelektri¢ni efekt. Naime, primjetio je da
elektricna iskra lakse izbija na metalnom iskristu detektora ako ga obasjava
ultraljubicasta svjetlost.
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3. Fotoelektri¢ni efekt i hipoteza o kvantima svjetlosti

bitno dokazao postojanje Maxwellovih elektromagnetskih valova. Ono $to je
pak dovelo do otkri¢a foto-efekta, bilo je Hertzovo nastojanje da poboljsa
detekciju time da bolje vidi iskrice. To je pokusavao posti¢i zamracivanjem
iskrista detekora njegovim zatvaranjem u kutiju, ali je opazio da je time pri-
mjetno smanjena maksimalna duljina iskrica; odnosno, maksimalni razmak
izmedu kuglice i Siljka morao se znatno smanjiti da bi iskrice preskakale i
sada. Dakle, zatvaranje u kutiju je otezalo iskrenje u odnosu na prethodnu
situaciju. Uklanjanjem raznih dijelova kutije, vidjelo se da to otezanje uzro-
kuje samo onaj dio koji zaklanja iskriste detekora od iskara na emiteru, i to
nezavisno od polozaja te prepreke. Vazno je bilo samo da li iskre emitera ne-
smetano obasjavaju iskriste detekora ili ne, pa je Hertz konacno zakljucio da
to obasjavanje na neki nacin olaksava iskrenje detekora. Upornim izvodenjem
raznovrsnih pokusa pokazao je i da taj efekt ne izaziva vidljiva svjetlost, nego
ultraljubicasta. Naime, zasjenjenje izvora izazivale su i sasvim prozirne ploce
ako su bile od obi¢nog stakla, a one od kvarcnog stakla nisu. Znalo se da
zracenje iskara uz vidljivu svjetlost ima i ultraljubicastu komponentu. Nju
kvarcno staklo propusta, ali obi¢no staklo ne. Na koncu je Hertz kvarcnom
prizmom rastavio svjetlost iskard odasilja¢a na komponentne valne duljine
i dokazao da one ultraljubicaste, dakle krace od vidljivih, na neki tajnoviti
nacin olaksavaju i pojacavaju elektri¢ne izboje, t.j. iskrenje detektora.

3.4 Daljnji eksperimentalni razvoj

Hertzovo slucajno otkri¢e foto-efekta zbilo se u kontekstu pokusa namije-
njenog drugoj svrsi (emisiji i detekciji elektromagnetskih valova), gdje su
okolnosti bile prekomplicirane a da bi se moglo do¢i do daljnjih spoznaja o
¢emu se tu radi. Zato je W. Hallwachs ve¢ sljedece, 1888. godine nacinio
jednostavan pokus koji nam i danas sluzi kao skolski primjer foto-efekta. Iz
oliranu plocicu cinka (kao u originalnom Hallwachsovom pokusu) ili nekog
drugog metala spojimo na elektroskop koji moze biti nabijen negativno ili
pozitivno da bi mu listi¢i bili razdvojeni. Ako pazimo da sve bude dobro
izolirano, naboj ¢e se gubiti vrlo sporo, t.j., dugo ¢ée vremena trebati da
primijetimo i najmanje sklapanje listi¢a elektroskopa. Zatim, metalnu plo-
¢icu obasjavamo svjetlom raznih intenziteta i valnih duljina. Bez obzira na
povecanje intenziteta, t.j. jakosti izvora svjetla, opazamo sljedece:
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Slika 3.2: Demonstracija foto-efekta pomocéu negativno nabijenog
elektroskopa. Sklapanje listica elektroskopa pokazuje brz gubitak
naboja uslijed foto-efekta. On se dogada tek kad metalnu ploc¢icu
obasjava svjetlost valne duljine A manje od neke valne duljine
praga Ap.qg, kKoja ovisi o tome od kojeg metala je plocica. Na
pr., laki alkalni metali imaju A,.q4 u vidljivom dijelu spektra: za
kalij Aprag = 5,50 - 10-"m = 0,550 um, za natrij 0,540 um, te
za litij 0,500 ym. U originalnom Hallwachsovom pokusu to je
bio cink, pa je A,qg = 0,287 um, §to je u ultraljubicastom dijelu
elektromagnetskog spektra. Za Zeljezo i srebro na primjer, Apqq
su jos krace, 0,262 pym odnosno 0,261 pum.
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3. Fotoelektri¢ni efekt i hipoteza o kvantima svjetlosti

- a) Ako je instrument elektricno nabijen pozitivno, nikad ne opazamo
nikakav uc¢inak tog obasjavanja, kakvo god ono bilo.

- b) Ako je pak instrument nabijen negativno, opazamo brz gubitak naboja
ako ploc¢icu obasjavamo svjetlom koje sadrzi dovoljno kratke valne duljine A,
odnosno dovoljno visoke frekvencije v = ¢/\. Kolika je maksimalna valna du-
ljina Aprqy odnosno minimalna frekvencija v, pri kojoj opazamo brz izboj,
ovisi 0 kemijskom sastavu plo¢ice. Ako je ona od cinka, kao u originalnom
Hallwachsovom pokusu, potreban nam je svjetlosni izvor koji sadrzi ultralju-
bicastu komponentu (na pr. Zzivina lampa ili plamen izgaranja magnezija).
Obasjavanje cin¢ane plocice nema nikakvog uc¢inka ako izvor zraci samo valne
duljine vece od ultraljubicaste, t.j. samo vidljivu i infracrvenu svjetlost (kao
na pr. obifna zarulja).

- ¢) Ako instrument u pocetku niti nije bio nabijen, obasjavanje metalne
plocice valnim duljinama kra¢im od A,.qg, uzrokovat ¢e na instrumentu mali
pozitivni naboj.

Nakon Hallwachsovog pokusa je postalo jasno da se kod fotoelektri¢nog
efekta pod utjecajem svjetlosti dogada izbacivanje negativnog naboja iz me-
tala (pa se tako olaksava i iskrenje u Hertzovim pokusima). Ali, nije posto-
jala nikakva teorija, nikakvo adekvatno objasnjenje Sto se, kako i zasto sve to
dogada. Misterij se poceo razrjesavati 1899. godine. Tada su J. J. Thomson
i P. Lenard pokusima s vakuumskim cijevima pokazali da se pri foto-efektu
izbacuju negativno nabijene ¢estice i da su to upravo elektroni. (Te elektrone,
oslobodene pri foto-efektu, nazovimo foto-elektronima.)

Medutim su Lenardovi pokusi 1902. godine otkrili nove misteriozne ¢inje-
nice. Proucavajuci kako svojstva izbacenih elektrona ovise o intenzitetu i
frekvenciji svjetlosti, ustanovio je da o intenzitetu (dakle energiji koju donosi
svjetlost u jedinici vremena) ovisi samo broj izbacenih elektrona, ali njihova
energija ovisi samo o frekvenciji. Lenard je u biti dosao do empirickih ¢inje-
nica koje smo temeljito i pazljivo izrekli u sljedecoj sekciji, te oznacili s I,
II i ITI. Einstein je 1905. godine na temelju Lenardovih rezultata formuli-
rao svoju hipotezu o kvantima elektromagnetskog polja, “Cesticama svjetla”,
fotonima.

Lenardovi su rezultati bili dosta neprecizni jer su u ono vrijeme takvi eks-
perimenti bili tesko provedivi. Einsteinovu znanstvenu intuiciju, smjelost i
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Slika 3.3: Foto-efekt je pogodno proucavati u vakuumskim cijevima.
Valovite linije oznacavaju elektromagnetsko zracenje koje upada
na jednu od elektroda. U eksperimentalnoj fazi kad je u pita-
nju sama detekcija foto-efekta, zgodno je tu elektrodu prikljuciti
na negativni, a suprotnu na pozitivni potencijal. To naime pogo-
duje skupljanju sto veceg broja izbijenih elektrona na kolektorskoj]
elektrodi i tako omogucéava ampermetru (A) detekciju struje i kod
vrlo slabih intenziteta elektromagnetskog zrac¢enja. (Naravno, va-
lja primijeniti samo slabe potencijale, za koje nema nikakve sum-
nje da bi mogli nekako — na pr. hladnom emisijom — utjecati
na sam proces nastanka foto-efekta i izazvati spuriozno pojacanje
fotoelektric¢ne struje.)
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3. Fotoelektri¢ni efekt i hipoteza o kvantima svjetlosti

duboko razumijevanje fizike pokazuje i to §to je bio u stanju uvesti ideju
fotona na temelju takvih ogranicenih, kvalitativnih eksperimentalnih poda-
taka. S druge strane, to je znacilo da Einsteinova teorija zapravo jo$ nije bila
eksperimentalno dokazana. Vodec¢i americki eksperimentalni fizicar R. Milli-
kan, kao i mnogi drugi, nije prihvac¢ao fotonsku hipotezu jer ju je gledao kao
napad na valnu teoriju svjetla i elektromagnetizma opcenito. Zato se podu-
hvatio toga da sve §to je u vezi foto-efekta radio Lenard, on napravi precizno,
kvantitativno i potpuno, kako bi opovrgao Einsteina i potvrdio valnu, kla-
si¢cnu elektrodinamiku. Radio je deset godina uporno i mukotrpno da nadide
Lenardova ogranicenja. Na primjer, razvio je tehniku struganja i poliranja
metala unutar vakuumskih cijevi, jer je oksidacija metala (zbog nesavrsenog
vakuuma) bila jedan od problema koji su Lenardu ograni¢ili preciznost.

Kao $to ¢emo vidjeti u iducéoj sekciji, Millikan je usput nasao novu metodu
mjerenja Planckove konstante do na 0.5% toc¢nosti [25], te na koncu 1916.
godine morao zakljuciti da njegovi eksperimenti niposto ne ruse, nego na-
protiv, nepobitno dokazuju Einsteinovo objasnjenje foto-efekta. Za njega je
Einstein dobio Nobelovu nagradu 1921. godine. Sam Millikan se medutim
sigurno utjesio kad je i on (1923. godine) takoder dobio Nobelovu nagradu
za svoje precizne eksperimente s foto-efektom.

3.5 Einsteinovo objasnjenje foto-efekta

Samo postojanje foto-efekta nije iznenadujucée sa stanovista klasi¢ne elek-
tromagnetske teorije, jer se znalo da materija sadrzi elektrone, i da se ba$
unutar metala relativno “slobodno” krece jako mnogo elektrona jer to me-
talima i daje visoku elektricnu vodljivost. Uostalom, i prouc¢avanje termo-
emisivnosti elektrona iz vruc¢ih metala pokazuje da pojedini elektron moze
napustiti metal ako mu se zagrijavanjem dade neka minimalna energija, tzv.
1zlazni rad. Onda je jasno da se u principu i apsorpcijom elektromagnet-
skog zracenja elektroni mogu tako ubrzati da pobjegnu iz potencijala koji
ih inace sprecava da napuste komade metala. Ipak, valna teorija svjetlosti,
kao ni klasi¢na fizika opéenito, nikako ne moze objasniti foto-efekt. Naime,
ako razmotrimo cetiri bitne kvantitativne empiricke ¢injenice u donjem tek-
stu, istaknute debelim tiskom kao I — IV, postaje jasno da druga i treca
zahtijevaju Planckovu kvantnu hipotezu, te da se ¢ak i ona mora prosiriti i
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radikalizirati zbog cetvrte tocke.

I. Kad postoji fotoelektricni efekt, to jest kad se moze opaziti
struja izbijenih elektrona, ona je proporcionalna intenzitetu izvora
svjetlosti, dakle kvadratu amplitude elektromagnetskog polja koje
izbija elektrone iz tijela. — Ova cinjenica je shvatljiva i oc¢ekivana i sa
stanovista klasi¢ne fizike, jer je energija koju nosi elektromagnetski val pro-
porcionalna njegovom intenzitetu, t.j. kvadratu njegove amplitude E. Jed-
nostavno zbog sa¢uvanja energije, tome mora biti proporcionalan i broj elek-
trona izbijenih u jedinici vremena.

II. Ima li foto-efekta uopce ili ga nema, t.j. da li se iz pojedinog
metala elektroni izbijaju ili ne, ovisi samo o frekvenciji svjetlosti
koja ga obasjava. Za svaki metal postoji za njega karakteristicna frekven-
cija praga Vprqg, i samo elektromagnetsko zracenje frekvencije v veée
od v,,,, moZe izbiti elektrone iz tog metala. — Dakle, ako previse sma-
njimo frekvenciju, nestat ¢e foto-efekta bez obuzira koliko je velik intenzitet
(o< E?) zracenja. S druge strane, bez obzira koliko mi taj intenzitet smanjili,
Za U > Vppqg Tegistrirat ¢emo izbijene elektrone, jedino sto njihov broj (t.j.
fotoelektri¢na struja) pada s intenzitetom u skladu s tockom I. Ovakva “sve
ili nista” zavisnost o frekvenciji praga je vrlo ¢udna sa stanovista klasi¢ne
elektromagnetske teorije, gdje energija elektromagnetskog vala ovisi jedino o
njegovom intenzitetu, a nikako o njegovoj frekvenciji. 1z istog razloga, jos je
misteriozniji i treé¢i skup ¢injenica:

III. Energija izbijenih elektrona je neovisna o intenzitetu svje-
tlosti koja izaziva foto-efekt, ali ovisi o frekvenciji. Eksperiment pri-
kazan na Slici[3.4]daje osobito jasnu frekventnu ovisnost maksimalne kineticke
energije (Epmqy) 1zbijenih foto-elektrona — vidi Sliku[3.5 S nje je ocito da &ax
o frekvenciji ovisi linearno:

Emaz = hv — @ (3.1)

Precizna mjerenja &, (na pr. Millikan [25]) pokazuju da je koeficijent
smjera dat Planckovom konstantom h. Simbol & oznacava izlazni rad. On
je razlic¢it za svaki pojedini metal, a s frekvencijom praga povezan je Planc-
kovom konstantom:

D = Mprgg - (3.2)
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Slika 3.4: Mjerenje frekventne ovisnosti maksimalne energije &4
koju postizu foto-elektroni lako se postize malom modifikacijom
eksperimentalnog postava s prethodne slike. Upotrijebimo svjetlo
relativno velikog intenziteta koje izbija vrlo mnogo foto-elektrona.
Tada ih dovoljno pristigne na kolektorsku elektrodu tako da am-
permetar moze registrirati fotoelektricnu struju ¢ak i onda kad
polaritet izvora napona obrnemo tako da kolektorska elektroda
postane odbojna. Zatim potenciometrom postepeno pove¢avamo
taj odbojni napon Vi, tako da je elektronima sve teze stici na ko-
lektorsku elektrodu, pa ampermetar registrira sve slabiju fotoelek-
tricnu struju. Kad ona padne na nulu, znaci da je Vi, tako velik
da je zaustavio 1 odbio cak i one elektrone koji su foto-efektom
primili najveé¢u mogucu energiju &,,q., te da smo ju izmjerili jer
Emaz = €Viop. Rezultati takvih mjerenja za razne frekvencije v
dati su na Slici 3.5
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Slika 3.5: Eksperimentalne tocke pokazuju da je ovisnost maksi-
malne energije foto-elektrona o frekvenciji elektromagnetskog zra-
¢enja data formulom (3.1). (Eksperimentalne greske naznacene
ovdje mnogo su vece nego u uhodanim mjerenjima. Veé je Milli-
kan 1916. postigao mnogo veéu preciznost.)
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Slika 3.6: Tzv. Sommerfeldov model raspodjele elektronskih ener-
gija u metalu koji objasnjava ovisnost &, = hv — @ i
D = hprgg . Njegov shematski karakter ne utjece na opce-
nitu valjanost rezultata i , jer nisu vazni nikakvi detalji
nego samo ¢injenica da je najvisa energija elektrona u metalu, Eyy,
za izlazni rad ® manja od potencijalne energije elektrona koji tek
toliko da se oslobodio iz potencijalne jame koja ga je vezala u
metalu, pa mu kineticka energija tezi nuli. (Vrijednost najvise
elektronske energije £y na apsolutnoj nuli temperature naziva se
Fermijeva energija, Fp, tog metala.)

Frekventne ovisnosti II i ITI, a osobito precizna frekventna ovisnost
nikako se ne mogu objasniti klasi¢no, dakle bez Planckove hipoteza o ap-
sorpciji energije u diskretnim porcijama — kvantima hv. Einstein je uocio da
je s njom, naprotiv, objasnjenje vrlo lagano, elegantno i prirodno. Od elek-
tromagnetskog zracenja frekvencije v, elektron vezan u metalu prima kvant
energije hv — vidi Sliku [3.6] Oni elektroni koji u tom metalu imaju najvisu
energiju Fj;, moraju od novodobivene energije hv potroSiti samo energiju
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® da pobjegnu iz potencijala koji ih veze u metalu. To su upravo oni foto-
elektroni koji pri datoj frekvenciji ¥ imaju maksimalnu* kineti¢ku energiju
Emaz, 1 €vo nam formule . S druge strane, ako je frekvencija elektromag-
netskog zracenja v < V44, apsorbirani kvant energije hv < ® i elektron nije
dobio dovoljno energije! da se odvoji od metala, pa ne dolazi do foto-efekta.

Dakle, kvantna hipoteza je uspjesna i ovdje. Zamijetite da dosad nije bilo
potrebno pretpostaviti nista vise nego kod Planckovog objasnjenja zracenja
crnog tijela, t.j. da se energija moze emitirati i apsorbirati samo u diskret-
nim porcijama, kvantima hv. Primjerice, dovoljna je pretpostavka da elek-
tron moze iz elektromagnetskog polja apsorbirati energiju samo u porcijama
hv. Dovoljna je i, takoder planckovska, pretpostavka o kvantizaciji energija
oscilacija. Ako je kvantizirana energija harmonicki osciliraju¢ih naboja u
izvoru elektromagnetskog zracenja, onda i od njih stvoreno elektromagnet-
sko polje na frekvenciji v ima energiju Nhv gdje je N cijeli broj. Zato je,
posljedi¢no, i ta energija kvantizirana. Ali, nigdje se nije pretpostavilo da je
i samo elektromagnetsko polje kvantizirano.

Medutim, u svom slavnom objasnjenju foto-efekta 1905. godine, Einstein
je upravo tom pretpostavkom otiSao i dalje od Planckove hipoteze o kvantima
energije. Elektromagnetsko polje nije vise zamisljao kao klasi¢an, kontinuiran
val, ve¢ da je ono na neki nacin “zrnato” na mikroskopskom nivou. Naime,
postulirao je da se elektromagnetsko zracenje frekvencije v sastoji od diskret-
nih kvanata, fotona, od kojih svaki pojedini nosi energiju hr. Dakle, kvantno
elektromagnetsko polje bi se sastojalo od tih elementarnih pobudenja, “Ces-
tica svjetla”. Tek u fizikalnim procesima u kojima istovremeno sudjeluje
ogroman broj fotona, elektromagnetsko polje moZzemo opisati kao klasi¢no
valno polje Maxwellove elektromagnetske teorije. Doduse, tu spadaju gotovo
sve elektromagnetske pojave koje mozemo zapaziti u nasem makroskopskom

*Naravno, iz razmatranja otpadaju oni elektroni koji su dio apsorbirane energije prije
izlaska iz metala opet izgubili, na pr. u nekom sudaru, jer takvi ne mogu posti¢i maksi-
malnu energiju &az-

tDoduse, dovoljno energije da nadmasi ® iako v < Vprag, elektron moze dobiti tzv.
multi-fotonskom apsorpcijom. To je sluc¢aj kada elektron apsorbira dva ili vise fotona
simultano, ili u tako brzom slijedu (unutar ~ 107! s) da ne stigne pasti iz pobudenog
stanja prije nove apsorpcije. Medutim, zbog vrlo male vjerojatnosti takve viSestruke
apsorpcije, za nju je potrebna golema gustoca fotona. Zato se ona moze realizirati tek uz
upotrebu posebnih lasera veoma visokog intenziteta, a ne kod obi¢nog foto-efekta, pa tu
moguénost ovdje ne razmatramo.
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svijetu, uz rijetke iznimke kao $to je foto-efekt, pa je teorija zasnovana na
klasicnim Maxwellovim jednadzbama ipak spektakularno uspjesna. Tu valja
istaci i brojne uspjehe tzv. poluklasicnog pristupa kvantnim pojavama, u ko-
jem se za elektromagnetsko zrac¢enje upotrebljavaju klasi¢na polja, a kvantni
aspekti su drugdje, kao na pr. u tretmanu elektrona i druge “materije” i u
njihovim diskretnim, kvantiziranim energijama. Na primjer, u kvantnomeha-
nickom opisu atomé i molekuld dovoljno je veé¢ i klasi¢no Coulombovo polje
da se vrlo to¢no opise interakciju izmedu elektrona i jezgara. Obi¢no se ne
mora uzimati u obzir da ono zapravo potjece od emisije i apsorpcije fotonat
na elektri¢nim nabojima.

Zapravo, gore smo vidjeli da se i ¢injenice I, II, III o foto-efektu takoder
mogu shvatiti kroz planckovsku hipotezu o apsorpciji diskretnih kvanata
energije, ali uz klasi¢no elektromagnetsko polje; dakle, bez Einsteinovog fo-
tonskog koncepta. Medutim, njega ¢ini potpuno neizbjeznim to Sto kod
foto-efekta imamo i ovu empiricku ¢injenicu:

IV. Nikad nema (relevantnog) vremenskog zaostatka od trenutka
kad svjetlost padne na materijal (odnosno atome) do trenutka emi-
sije foto-elektrona.

Ono sto je dostatno da objasni I, IT i ITI, naime Planckova hipoteza da
elektroni apsorbiraju diskretne kvante energije hv iz elektromagnetskog po-
lja, zbog I'V viSe nije dovoljno ako je elektromagnetsko polje klasi¢no. Naime,
koli¢ina energije koju donese klasi¢no elektromagnetsko zracenje intenziteta
T = ceo(E?) snopom popre¢nog presjeka povriine A u vremenu 7 (uz pret-
postavku da je Z konstantan preko cijele povrsine A) iznosi

TAT = ceo(E*) AT, (3.3)

gdje (E?) znaci vremensku srednju vrijednost kvadrata elektricnog polja E
(koja je, za harmonic¢ku ovisnost polja, % maksimalne vrijednosti polja). Vri-
jeme potrebno da se apsorbira energija (hv) jednaka ili veca od izlaznog rada
®, te da emisija foto-elektrona zapoc¢ne, bi zato bilo

P P
> = . A4
T=TA ceo(E2)A (34)

tTakvi efekti kvantne teorije elektromagnetskih polja moraju se u atomskoj fizici uzeti
u obzir tek kad se zahtijevaju tako velike preciznosti teorijskog opisa da se mogu objasniti
i izvanredno maleni efekti kao $to je tzv. Lambov pomak u spektrima atoma.
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3.5. Einsteinovo objasnjenje foto-efekta

Time klasi¢na teorija elektromagnetskih valova predvida lako mjerljive vre-
menske zaostatke, od stotninki sekunde pa do preko sekunde, veé¢ za izvore
intenziteta kakvi su rutinski na raspolaganju. (Vidi zadatke 3.4 i 3.5.) Alj,
takvi se zaostaci nikad ne nalaze eksperimentalno, nego uvijek ¢injenica IV,
bez obzira koliko se oslabi polje E. (Nalaze se samo mnogo, mnogo kraci vre-
menski zaostaci, u attosekundama ili najvise stotinama attosekundi (as), 1
as = 1071® sekundi 26, 27, 28] koji dakle nemaju veze s predikcijom pa
nisu relevantni, a potje¢u od vremenskih skalé kvantnih procesa u atomima.)
Dakle, ako u ovoj situaciji inzistiramo na klasi¢nom elektromagnetskom po-
lju, foto-efekt bi znacio nesac¢uvanje energije. S druge strane, fotonska teorija,
t.j. koncept kvantnog elektromagnetskog polja, nema tu nikakvih problema
jer implicira da do foto-efekta dolazi tako da se apsorpcija energije na elek-
tronu dogada odjednom, u trenutku interakcije elektrona i “zrnca svjetlosti”
— fotona. Kvadrat amplitude polja, koji je u klasi¢noj teoriji polja propor-
cionalan gustoci energije zracenja, u kvantnoj je teoriji polja proporcionalan
i prosje¢nom broju fotona po jedinici volumena, pa ocito ni u njoj nema
problema s objasnjenjem ¢injenice I.

Ne ¢udi da je Plancku i mnogim drugima koji su prihvacali kvante ener-
gije, bilo vrlo tesko prihvatiti Einsteinove kvante elektromagnetskog polja,
fotone. (Ekstreman sluc¢aj upornog odbijanja fotonske hipoteze ipak pred-
stavlja Bohr, koji je dugo bio skloniji prihvatiti ¢ak i nesac¢uvanje energije,
nego fotone.) Mnogo je lakse bilo povjerovati da su kvantizirane oscilacije
“materije” (na pr. naboja u materijalu predmeta koji su emitirali elektromag-
netsko zracenje) nego da je kvantizirano sdmo elektromagnetsko polje. Bilo
je tako jer se o atomima znalo toliko malo da je bilo prostora da im se pripisu
najneobicnija svojstva kako bi se objasnile fizikalne pojave. Nasuprot tome,
elektromagnetsko zrac¢enje se ¢inilo savrseno opisano klasicnim Maxwellovim
jednadzbama pa tu naizgled nije bilo prostora za ikakve promjene ili do-
pune. Fotonska teorija je zato postala opéeprihvaé¢ena tek nakon Sto je 1923.
godine dobila odlué¢nu potvrdu kroz Comptonov efekt, ali je onda postala
zacetak daljnjeg razvoja kvantne teorije u smjeru kvantne teorije polja. Po
njoj su sve elementarne kvantne Cestice (“mikro-estice”) zapravo diskretna
pobudenja odgovarajué¢eg kvantiziranog polja, po analogiji s fotonima, “Ces-
ticama svjetlosti” elektromagnetskog polja.
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3. Fotoelektri¢ni efekt i hipoteza o kvantima svjetlosti

3.6 Zadaci 3

3.1.) Kolika je &4 elektrona koje iz cinka izbija ultraljubicasto zracenje
valne duljine 240 nm? Izlazni rad cinka je 3,6 eV. Moze li i vidljivo svjetlo
proizvesti foto-efekt na cinku?

3.2.) Kolika moze biti energija foto-elektrona koju iz povrsine komada
volframa izbija ultraljubicasto svjetlo valne duljine 200 nm? Valna duljina
fotoelektriénog praga volframa je 230 nm. Moze li i vidljivo svjetlo proizvesti
foto-efekt na volframu?

3.3.) Koliki je izlazni rad cezija ako se foto-elektroni izbijeni iz njega
ultraljubicastim svjetlom valne duljine 200 nm, zaustavljaju potencijalom
Vstop = 4,21 V? Moze i i vidljivo svjetlo proizvesti foto-efekt na ceziju?

3.4) Laserska zraka intenziteta Z = 200 W/m? obasjava atom natrija. Iz-
lazni rad za natrij je & = 2.3 eV, §to mozemo koristiti kao donju granicu
ionizacijske energije atoma (/). Naime, unutar komada metala, mnogo je
elektrona veé¢ otpusteno iz atoma da se krec¢u slobodno unutar metala, pa
mozemo pretpostaviti ® < I. Radijus atoma natrija mozemo po redu veli-
¢ine ocijeniti r ~ 1A. Koliki vremenski zaostatak 7 do ionizacije slijedi iz
pretpostavke klasi¢nog elektromagnetskog polja, to jest, iz formule ?

(Odgovor: 7 2 0.06 s — vidi Zbirku rijesenih zadataka iz kvantne fizike.
Toliki (pa i mnogo manji) vremenski zaostatak bio bi lako mjerljiv, ali nikada
nije bilo opazeno nesto sli¢no.)

3.5) Monokromatski, tockasti izvor svjetlosti valne duljine 500 i snage 50
W obasijava metalnu ploc¢u udaljenu 1.5 m. Radijus atoma u metalu iznosi
1 A. Izlazni rad metala je 4 éV.

(a) Ima li pojedinacni foton iz izvora dovoljno energije da izbaci elektron
iz metala?

(b) Pretpostavimo da atom moZe kontinuirano apsorbirati svjetlost. Koliko
vremena treba da se elektron emitira iz metala? Iskoristite to sto je ioniza-
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3.6. Zadaci 3

cijska energija atoma (I) uvijek nesto veca od izlaznog rada ® iz komada
metala, I 2 ® (vidi prethodni zadatak). Ukazuju li ikakva empiricka opaza-
nja na takav proces? Sto to znadi za pretpostavku o kontinuiranoj apsorpciji
svjetlosti?

(c) Kao i (b), ali sad pretpostavite da sam elektron moze kontinuirano
apsorbirati svjetlost koja pada na njega. Iskoristite podatak da on ima samo
eksperimentalnu gornju granicu veli¢ine, Rejektron < Re—max < 107 m.

Rjesenje: (a) U kvantnomehanic¢kom rac¢unu energija fotona je
h
E=hv= TC =248 eV, (3.5)

gdje A =500 = 5000 A=5-10""m, E =248 <4 = &, pa fotoni ove valne
duljine ne mogu izazvati fotoefekt na zadanoj metalnoj ploci.

(b) Izvor svjetlosti snage P zraci izotropno. Na udaljenosti d od izvora
snaga zracenja po jedinici povrsine je P/(4md?). Snaga koju apsorbira atom
geometrijske “povrsine presjeka” r?7 na udaljenosti d od izvora je P(r?r) /(4md?).
U vremenu ¢ atom apsorbira energiju E(t) = P(r*n/(4nd?))t. Kada E(t) dos-
tigne energiju ionizacije atoma, F = I (koja je pak omedena odozdo izlaznim
radom, I > ®), elektron bi trebao biti izbac¢en iz atoma.

rimw o d [2d\°
I—P47rd2t><1>, pa slijedi t>5<7) =115s, (3.6)

odje P=50W,d=15m,r=1A=10""mid=4 =4-1.602-10"° J.

(c) Kao i kod (b), samo §to sada kontinuirano apsorbirana energija F(t)
mora dosti¢i upravo izlazni rad &:

R ron T o/ 2d \°
P = p clekiron =4 a dakle t=— , 3.7

47 d? p P Relektron ( )
gdje je “povrsina presjeka” elektrona omedena odozgo ekstremno malenom
eksperimentalnom granicom veli¢ine elektrona Rejeitron < Re—max < 10718 m,
pa slijedi kozmologki golemo vrijeme

o 24 \°
> 5 <R ) =11.5-10""% s ~ 3.7-10* godina . (3.8)

72



3. Fotoelektri¢ni efekt i hipoteza o kvantima svjetlosti

Eksperimentalno, pri fotoelektri¢cnom efektu (odnosno fotoionizaciji atoma)
nikada nisu opazeni vremenski zaostaci, do na gorespomenute ekstremno ma-
lene attosekundne (~ 107!® s) zaostatke, koji potjecu od vremenskih skala
kvantnih procesa u atomima. Medutim nikada nisu opazeni zaostaci neko-
liko redova veli¢ina manjih od sekunde (kao u prethodnom zadatku) ili ¢ak
ve¢ih od sekunde (kao u ovom zadatku), a koji bi bili nuzna posljedica kla-
si¢nog, kontinuiranog elektromagnetskog polja. Zato je jasno da se na razini
mikroskopskih objekata kakvi su atomi i elektroni, apsorpcija energije iz EM
vala ne dogadja na kontinuiran nacin. Dakle, eksperiment opovrgava takvu
pretpostavku.
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Poglavlje 4

Comptonov efekt — konacan dokaz
fotona

4.1 Klasi¢na rasprsenja elektromagnetskih
valova

Prema klasi¢noj elektrodinamici, rasprsenje elektromagnetskog zracenja na
elektricno nabijenim cesticama dogada se tako Sto upadno zracenje valne
duljine A\ prisiljava nabijenu cesticu na titranje frekvencijom tog zracenja.
Zbog toga ona sama u svim smjerovima emitira zracenje iste te frekvencije,
odnosno valne duljine A. To je poznato Thomsonovo rasprsenje [29] prema
kojem postoji kutna ovisnost intenziteta rasprSsenog zracenja, ali ne i valne
duljine. Preciznije, intenzitet je proporcionalan (1 + cos®#), gdje je 6 kut
izmedju smjera upadne radijacije i smjera pod kojim promatramo rasprsenu
radijaciju. Prema klasicnom Thomsonovom izvodu, valna bi duljina morala
za svaki kut rasprsenja 6 biti jednaka valnoj duljini upadnog zracenja.

Valna se duljina ne mijenja ni kod rasprSenja na neutralnim cesticama.
Takvo je Rayleighovo rasprsenje vidljivih valnih duljina na molekulama zraka,
koje objasnjava plavu boju vedrog neba, te crvenkastu zoru i sumrak. Meha-
nizam rasprsenja na neutralnim ¢esticama je nesto slozeniji nego kod Thom-
sonovog rasprsenja na slobodnim nabojima, ali ga ipak lako razumijemo ako
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4.2. Comptonovo rasprSenje mijenja valnu duljinu

uo¢imo da upadno zra¢enje na neutralnim c¢esticama izaziva polarizaciju. Na
primjer, i molekule zraka su u cjelini neutralne. Ipak, elektri¢no polje svje-
tlosnog vala djeluje na naboje unutar molekule, pa razdvaja pozitivne od
negativnih naboja. Tako polarizira molekulu, koja postaje mali oscilirajuci
dipol cije zracenje predstavlja rasprsenu svjetlost. No njena valna duljina
odnosno frekvencija opet nije promijenjena, jer polarizacija titra istom frek-
vencijom kao i upadni val koji ju je uzrokovao. Taj kvalitativni aspekt ostaje
isti i kod Mieovog rasprsenja, koje za razliku od Rayleighovog, nije ograni-
¢eno na rasprsivace znatno manje od valne duljine upadnog zracenja, nego
povecanjem njihove veli¢ine (preko kapljica aerosola, kristalica leda, koma-
di¢a ¢ade, zrnaca prasine, itd.) glatko dovodi do limesa geometrijske optike.
Tu valna duljina vise niti nema nikakvu ulogu, pa ni tu, kao ni drugdje, ne
moze do¢i do njene promjene rasprsenjem. (Nego samo tako da se apsorpci-
jom upadnog zracenja tokom vremena materijal rasprsivaca zagrije toliko, da
sam pocne zraciti na odgovaraju¢im valnim duljinama. Medutim, mijeSanje
rasprienja s tako nec¢im lako se izbjegne).

Dakle, bez daljnjega zaklju¢ujemo da (u klasi¢noj fizici) nema naéina da
elektromagnetskim valovima rasprSenjem promijenimo valnu du-
ljinu odnosno frekvenciju.

4.2 Comptonovo rasprSenje mijenja valnu
duljinu

Ipak, veé¢ je 1913. godine J. A. Gray prilikom svojih pokusa uoc¢io da ras-
prienjem elektromagnetskog zra¢enja moze do¢i do povecanja njegove valne
duljine. A. H. Compton je 1922. g. taj fenomen to¢no izmjerio prilikom
ozraCivanja grafitnih i metalnih meta rendgenskim, t.j. X-zrakama, te pro-
nasao neoc¢ekivanu kutnu ovisnost rasprsenih valnih duljina [13]. Za dani
kut rasprSenja 6 (za koji je rasprSena radijacija skrenuta s obzirom na smjer
upadne), Compton je uo¢io dvije komponente u spektru rasprsene radijacije,
kao na pr. na Slici

Jedna komponenta je imala valnu duljinu A kao i upadna radijacija, a druga
povecanu valnu duljinu . U neskladu s klasi¢nim o¢ekivanjima, to pove-
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4. Comptonov efekt — konacan dokaz fotona
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Slika 4.1: Rasprsenjem rendgenskog zracenja valne duljine A = 0.708 - 10719
m na grafitu, pod kutom 6 = 87° dobiva se ovakva spektralna raspodjela
intenziteta rasprsenog zracenja. Dakle, I(A) je intenzitet izmjeren na valnoj
duljini A. Prvi maksimum nalazi se na A = A, tj. na valnoj duljini upadnog
zracenja. Drugi maksimum je na A = )N = 0.731 - 107!° m i odgovara
komponenti poveéane valne duljine A u jednadzbi (4.1). Umjesto ostrih
linija na A = A i A = X imamo prili¢no Siroke raspodjele oko tih vrijednosti.
Glavni uzrok je to $to u realnom eksperimentu Compton nije imao izvor
savrseno monokromatskog upadnog zracenja, nego raspodjelu valnih duljina
oko maksimuma na valnoj duljini A\, pa se to odrazava i u rasprSsenom zracenju
¢iji intenzitet prikazuje ova slika. Jos jedno odstupanje od realne situacije je
to da elektroni na kojima se upadno zracenje rasprsuje zapravo nisu slobodni
i ne miruju kao na Slici[£.2] Ti su elektroni vezani u atomima, ali u njima ne
miruju, p, # 0, nego njihovi impulsi p, imaju neku raspodjelu oko prosjecnog
impulsa (p.) = 0. Zato je Slika [4.2] samo idealizacija realne eksperimentalne
situacije, ali koja dobro odgovara prosjecnom impulsu elektrona na kojima
se elektromagnetsko zracenje rasprsuje. Ta idealizacija ne utjece na slaganje
teorijskog rezultata s eksperimentalnim rezultatom (4.1) .
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4.2. Comptonovo rasprSenje mijenja valnu duljinu

¢anje je bilo precizno dano sljede¢om ovisnoséu o kutu rasprsenja 6:
/ o0
AX=XN =)A= Ao (1—cosf) =2\ sin 7 (4.1)

gdje je A¢ konstanta iznosa Ao = 2,43-107'? m, danas poznata pod nazivom
Comptonova valna duljina elektrona.

Compton (i nezavisno Debye) je uspio 1923. g. teorijski izvesti empiricki
rezultat tako $to je usvojio pretpostavku da se elektromagnetsko zrace-
nje sastoji od fotona energije £, = hv, te da se individualni fotoni elasti¢no
rasprsuju na elektronima sudarajuci se s njima pojedina¢no. To je bio naj-
direktniji, odlu¢ni dokaz za cCesti¢ni karakter elektromagnetskog zracenja.

U takvom rasprsenju cesti¢nog tipa oc¢ekujemo odboj elektrona i, poslje-
di¢no, smanjenje energije fotona nakon sudara, £ = hv' < E,, pa zato
o¢ekujemo i povecanje fotonske valne duljine X' = ¢/v/. U izvodu se sacu-
vanje ukupne energije i vektora impulsa dakle koristi na jednostavan nacin
primjeren elasticnom srazu Cestica, kao na primjer kod sudara (idealnih) bi-
ljarskih kugli:

E,+E.=E + E,, (4.2)

p,+p. =D, +D., (4.3)
gdje smo elektronu (e) i fotonu () oznacili prim-crticom energije Ef, £ i

impulse py, p!, nakon sudara.

Da bi se izbjegle nepotrebne aproksimacije, u izvodu relacije (4.1) valja
koristiti relativisticki izraz za energiju ¢estice mase mirovanja m i impulsa p:

E=+/(mc2)?+c2p2. (4.4)

(Nerelativisticki izraz za kineticku energiju T' = p?/2m = m v ?/2 je najnizi
¢lan (¢lan nultog reda u 1/¢?) u razvoju relativisticke energije (4.4)) umanjene
za energiju mirovanja Fy = m c?:

2 1 2
E — mc® = mc? 1+p——mc2:m02 1+—p—+... — mdc?
m2c? 2 m2c?

P mv? N mu
2m 7 2(1—w2/c?) T 2
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4. Comptonov efekt — konacan dokaz fotona

gdje su p i v veli¢ine vektora impulsa p i brzine v, dakle p = |p|, i analogno
za brzinu i druge vektore.)

Buduéi da se fotoni uvijek (u vakuumu) kre¢u brzinom svjetlosti ¢, masa
im mora biti egzaktno jednaka nuli, m, = 0. Zato za fotone relacija izmedu
energije I, i impulsa p, postaje

E,=cp,. (4.6)

Elektron ima masu m, i impuls p,, pa mu je energija

E. = \/(me ?)? + 2p? . (4.7)

Kao i , to je energija slobodne Cestice, a znamo da su pri Comptonovom
pokusu elektroni zapravo vezani elektri¢nim silama u atomima mete. Ipak,
upotreba energije , to jest, zanemarivanje energije vezanja tih elektrona
i postupanje s njima kao da su slobodni, ovdje predstavlja izvrsnu aprok-
simaciju. Naime, energije vezanja elektrona zasluznih za Comptonov efekt
(4.1) ne prelaze red veli¢ine od desetak eV, §to je mnogo manje od energije
fotoné rendgenskog zracenja ( E, 2 keV ili veca).

Do rezultata ¢e nas najjednostavnije dovesti analiza kinematickog
slucaja prikazanog na Slici @, gdje se foton pocetnog impulsa p. sudara
sa slobodnim elektronom koji prije sraza miruje. Zato mu pocetni impuls
iSCezava, p, = 0, a poCetna energija mu je jednaka energiji mirovanja, E, =
mec?. Tada sa¢uvanje energije daje

cpy + me? = cpl, + \/(me )2+ c2p? (4.8)
ili preglednije
Py — P+ mec = [ (mec)? +pl?, (4.9)
a nakon kvadriranja i kracenja ¢lanova (m.c)?,
2 2
(py —15)2 +2(py — Py )mee = p3+pl" —=2py pl+2 (py —pl Jmee = p,” . (4.10)

Medutim, p’e2 na desnoj strani mozemo potpuno izraziti impulsima fotona
zahvaljujuc¢i sac¢uvanju impulsa (4.3]), koje za ovu jednostavnu kinematiku

(p. = 0) daje
2 2 2
P =, —p ) =pl+0, —2p, p,=p>+p, —2p,plcosh. (4.11)
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Py

rasprieni
foton

odbijeni
elektron

Slika 4.2: Comptonovo rasprsenje za idealizirani slucaj slobodnog elektrona
koji miruje prije sudara s fotonom.

Izjednacavanjem, kracenjem pz i p’72, te dijeljenjem s 2p, p, vidimo da nas
sacuvanje energije i impulsa dovodi do

1 1
(—,——) mec = 1 — cosf. (4.12)
p’y p"}/

Sada se samo valja prisjetiti da fotoni o¢ito ipak nisu sasvim obi¢ne Cestice,
nego su karakterizirani i valnim svojstvima: frekvencijom i valnom duljinom.
Budu¢i da su im energije EA(YI) = hv(), relacija kaze da su im veli¢ine
impulsa p, = hv/c=h/X 1 pl, = h'/c=h/N'. Odmah slijedi

AN =)XN—-)\= (1 —cosb). (4.13)

MeC

Time smo ne samo teorijski objasnili empiricku relaciju (4.1), nego i izveli
izraz za Comptonovu valnu duljinu elektrona i objasnili njen iznos:

h
Ao = = 2,4263102387-107"% m. (4.14)
meC
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4. Comptonov efekt — konacan dokaz fotona

(Danas se jos ¢esce upotrebljava takozvana reducirana Comptonova valna
duljina X¢ = A¢/(27). Ona je za faktor 27 manja od izvorne (4.14), jer je
definirana preko isto tako reducirane Planckove konstante A = h/27:

h
Xo = = 3,8615926796 - 10~ ¥ m . (4.15)

MeC

(h = 1,054571817 - 10734 Js = 6,582119569 - 10722 MeV s.)

Treba ista¢i da smo objasnili ne samo promijenjenu (“ne-elasti¢nu”) M-
komponentu rasprsenog zracenja, nego i postojanje nepromijenjene (“elas-
ti¢ne”) A\-komponente, u kojoj je valna duljina ostala ista. Ona, za razliku
od komponente s promijenjenom valnom duljinom, ne dolazi od rasprsenja
na pojedina¢nim elektronima, nego na cijelom atomu. To znadi rasprSenje
fotona opet na elektronima*, ali tako duboko vezanima u atomu da je velika
vjerojatnost da ih interakcija s fotonom ne izbaci iz atoma, nego ostanu ve-
zani, pa se promjena impulsa prenese na cijeli atom. Dakle, cijeli atom trpi
odboj, pa Sliku ne primjenjujemo na elektron nego na cijeli atom. Kako
u tom sluc¢aju u Comptonovoj valnoj duljini ne dolazi m, nego mnogo tisuca
puta veca masa cijelog atoma, oCito je tada povecanje valne duljine A\ tako
maleno da je prakticki neprimjetno.

Sli¢no razmatranje pokazuje zasto Comptonov efekt i na elektronima pri-
mjec¢ujemo tek kod X-zraka, tj. elektromagnetskog zracenja relativno visoke
frekvencije v. Dijeljenjem s A = ¢/v, relacija (4.13]) postaje

AN N Dy hv

A A mec( cos 0) me C2

(1 —cosf). (4.16)

Ovaj oblik jasno pokazuje da ¢e N'/A = p,/pl = hv/hv' zamjetno odstupiti
od 1 (tj. Comptonov efekt ¢e biti primjetan) samo ako je energija upad-
nog fotona E., = hv nezanemariva u usporedbi s m.c?, energijom mirovanja
raspriivaca — u ovom slu¢aju elektrona. U suprotnom, ako hv << m, c2, po-
jedina¢ni foton nema dovoljno energije da sam uzrokuje nezanemariv odboj
elektrona ili neko drugo nezanemarivo gibanje elektrona. Dakle, u granici
relativno niske energije fotona, hv/m.c?> << 1, mozemo vidjeti samo kla-
si¢ne pojave (kao §to je Thomsonovo rasprsenje) koje su rezultat kolektivnog

*Rasprsenje fotona se dogada i na pozitivno nabijenoj atomskoj jezgri. No, u odnosu
na doprinos elektrona, taj se doprinos intenzitetu I(A) pokazuje zanemarivim. Naime,
tzv. udarni presjek za takav proces potisnut je kvadratom omjera maséa elektrona i jezgre.
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djelovanja ogromnog broja fotona koji zajedno ¢ine klasi¢ni elektromagnetski
val.

Medutim, upozorimo da se ne radi o tome da bi to mnostvo fotona sacinja-
valo neki medij na kojem se onda javljaju valovi proizvoljnih valnih duljiné,
kao $to se na pr. mnostvo molekulad vode kondenzira u tekuéinu koja se onda
moze zatalasati na raznim valnim duljinama koje nisu, bar ne direktno, date
svojstvima pojedina¢ne molekule vode (na pr. njenom veli¢inom ili masom).
Za razliku od toga, svaki pojedini foton ima valna svojstva povezana sa svoj-
stvima elektromagnetskog vala u kojem sudjeluje, jer je kroz svoju energiju
hv = hc/X karakteriziran svojom frekvencijom odnosno valnom duljinom.
Dakle, iako smo u Comptonovom efektu kinematiku sudara (4.2))-([£.3) treti-
rali kao kod biljarskih kugli, foton nije ¢estica u klasi¢nom smislu, jer svaka
pojedina “Cestica svjetla” ima i valna svojstva. To je smisao valno-c¢esti¢nog
dualizma mikro-objekata (“kvantond”) koji se prvi puta pojavio u fizici kroz
Einsteinovu fotonsku hipotezu.

4.3 Zadaci 4

4.1.) Pokazite da je povecanje energije elektrona pri Comptonovom raspr-
Senju, tj. dio energije koji s upadnog fotona prijede na odbijeni elektron,
AE, = E, — E/ = hv — hv/', dat formulom

dhwsin0/2P 2% sin’(6/2)

AE, = = .
mec® + 2hv sin?(0/2) " +2 Af sin?(6/2)

(4.17)

Izvrijednite tu formulu za nekoliko vrijednosti fotonske energije (recimo E., =
hv od nekoliko keV-a) i nekoliko kuteva rasprsenja fotona 6 od nekoliko de-
setaka stupnjeva.

4.2.) Izrazite energiju fotona prije Comptonovog rasprsenja preko kuta ras-
prsenja fotona, kuta odboja elektrona i mase elektrona. Iskoristite saCuvanje
energije i impulsa. Izracunajte tu energiju F, za nekoliko vrijednosti tih
kuteva.
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4. Comptonov efekt — konacan dokaz fotona

4.3.) Iskoristite zakon sacuvanja energije i impulsa da dokazete da
a) slobodni elektron koji miruje u vakuumu ne moze apsorbirati foton, te da
b) elektron koji se u vakuumu pravocrtno jednoliko giba, ne moze emitirati
foton.

4.4.) Foton i elektron gibaju se kolinearno, ali u suprotnim smjerovima, dok
ne pretrpe ¢eoni sudar. Neka elektron ima mnogo vecu energiju od fotona,
E. = \/(me?)?+p2c® >> E, = hv, bez obzira koliko je velik ili malen
impuls elektrona p.. PokazZite da je energija fotona koji se rasprsio (odbio) u
smjeru suprotnom od prvotnog smjera dana formulom

E. + pec)?
E. =h' =h (Ee + e . 4.18
7 Y Y m2ct +2hv (E, + pec) (4.18)
Za ultra-relativisticki slucaj E, ~ p.c >> m.c?, pokazite da je
E, = h' ~ hv 1B _ E. ~ (4.19)
SR wE, T e T e |

to jest, da dolazi do golemog pojacanja prvotne energije fotona,
E,=hv << EL.
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Poglavlje 5

Prvi uvidi u strukturu atoma 1
put od stare kvantne prema

pravoj kvantnoj teoriji

U prethodna cetiri poglavlja detaljno smo izlozili ideje s kojima je zaceta
kvantna fizika: Planckove kvante energije elektromagnetskog polja i Einste-
inove kvante samog elektromagnetskog polja, te kako su te ideje o kvantima i
valno-Cesti¢noj dualnosti u kontekstu elektromagnetskog zracenja dobile eks-
perimentalnu potvrdu preciznim mjerenjima fotoelektri¢nog efekta i otkri¢em
Comptonovog efekta.

U ovom ¢emo poglavlju objasniti kako je Bohr [12] upotrijebio neke od
tih ideja u pokusajima da se shvati grada atoma, koju su eksperimentalno
poceli otkrivati Rutherford i suradnici. Osim uspjeha Bohrovog modela, de-
taljno éemo obrazloziti i gdje je neuspjesan, jer ¢e nam to ukazati da se u
atomu elektron ne krec¢e po odredenoj putanji poput onih u klasi¢noj me-
hanici, suprotno Bohrovim pretpostavkama. Pokazat ¢emo da inzistiranje
na takvim ostro odredenim putanjama (stazama, trajektorijama, orbitama)
vodi u proturijecje, te da od njih u kvantnom podruc¢ju moramo odustati.
Medutim, pokazat ¢emo i da je za objasnjenje vodikovog spektra dovoljan
rezultat za odredenu prosjecnu veli¢inu, za Sto su potrebna teorijska pre-
dvidanja o vjerojatnostima. Razvoj u tom smjeru je pokrenulo prosirenje
valno-Cesti¢nog dualizma s fotona i na masivne Cestice poput elektrona, Sto
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5.1. Rutherfordovo rasprsenje otkriva jezgru atoma

je ideja de Broglievih valova [14]. Potraga za njihovom valnom jednadzbom
dovela je do Schrédingerove jednadzbe [15] za valove vjerojatnosti,
a daljnjom razradom i do teorije novog tipa, vrlo razli¢ite od klasi¢ne te-
orije. To je i danas najsire koriStena formulacija moderne kvantne teorije, a
nazivamo ju kvantna mehanika.

5.1 Rutherfordovo rasprsenje otkriva jezgru atoma

O gradi atoméa se pocetkom XX stolje¢a gotovo nista nije znalo. Naravno,
bilo je jasno da ako je u nekom neutralnom atomu vezano Z elektrona, svaki
negativnog naboja —e, onda u atomu mora nekako biti rasporeden i po-
zitivan naboj +Ze. Veé¢inom se smatralo da bi atomi morali biti gradeni
otprilike kao “puding sa §ljivama”; ili, geometrijski potpunije opisano, kao
“lubenica” u usporedbi s atomom lagani i po pretpostavci relativno maleni,
elektroni bi poput kostica bili ulozeni u pozitivni naboj, koji bi pak bio raz-
mazan po cijelom (po pretpostavci otprilike kuglastom) volumenu atoma.
Tako se mislilo jer je, u skladu s klasi¢énom fizikom, izgledalo da ¢e se tak-
vim modeliranjem najlakse naci stabilna konfiguracija negativnih elektrona
pomijesanih s pozitivnim nabojima u atomu.

Medutim, to su 1911. opovrgli epohalni eksperimenti u Rutherfordovom
laboratoriju, jer su otkrili potpuno drugaciju strukturu atoma, koja je sa
stanovista do tada poznate fizike izgledala potpuno nestabilno: kao $to smo
iznijeli u uvodnom poglavlju, u sekciji [I.2] oni su nesumnjivo pokazali da je
sav pozitivni naboj zajedno sa skoro cijelom masom atoma koncentriran u
malenom podruéju (nazvanom nukleus ili jezgra), oko 10000 puta manjem od
atoma. Veli¢ina atoma, od oko 107° m, je prema tome potjecala od gibanja
mnogo laksih negativnih elektrona relativno daleko od masivne jezgre; dakle,
od gibanja elektrona u njima privlacnom Coulombovom potencijalu,

+Ze (k,

c
r €N

za S jedinice, au cgs sustavu k. = 1), (5.1)
kao $to se planeti gibaju oko Sunca u njegovom gravitacijskom potencijalu.

No u klasi¢noj fizici svi akcelerirani naboji zrace elektromagnetske valove.
To znaci da, za razliku od neutralnih planeta, i kruze¢i naboji moraju zra-
¢iti 1 tako gubiti energiju. Zato klasi¢na fizika predvida brz pad kruzece
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negativno nabijene Gestice na pozitivno nabijenu jezgru (v. Zadatak 5.1.), a
drugacije ponasanje se ne moze objasniti klasi¢cnom fizikom. Stoga je gore
opisano eksperimentalno otkri¢e Rutherforda, Geigera i Marsdena bilo posve
neocekivano, zbog ocite stabilnosti atoma.

S druge strane, ¢inilo se da njihovi eksperimenti potvrduju da se i “mikro-
skopske” Cestice gibaju po putanjama koje slijede iz klasi¢nih, Newtonovih
zakona gibanja. Ti su eksperimenti proucavali skretanje putanja nerelativis-
tickih, pozitivno nabijenih projektila, konkretno a-cCestica (tj. jezgara helija,
naboja +z e = +2e¢) kod prolaska kroz vrlo tanku zlatnu foliju. Skretanja su
ogromnom ve¢inom bila za male kuteve: vise od 99% a-cestica je skrenulo za
manje od 3°, a prosjecni kut rasprSenja je bio oko \/@ ~ 1°. To se slagalo
s Lenardovim kvalitativnom zakljuckom ve¢ godinama prije, nakon njegovih
eksperimenata s katodnim zrakama (dakle - elektronima) da se atomi sastoje
uglavnom od praznog prostora, a nije bilo u suprotnosti ni s predvidanjima
Thomsonovog modela atoma s razmazanim pozitivnim nabojem. Za opovr-
gavanje tog modela “lubenice” presudan je bio onaj maleni postotak a-cCestica
s relativno velikim kutevima rasprSenja, reda veli¢ine desetaka stupnjeva (a
otprilike jedna a-cestica od 20000 bi skrenula za kut ¢ak veéi od 90°). Naime,
takvi kutevi nikako nisu mogli biti uzrokovani rasprsenjem niti na laganim
elektronima, a niti na pozitivhom naboju razmazanom po cijelom atomu,
jer takva raspodjela naboja ne daje elektrostatsko odbijanje koje je dovoljno
snazno za tako jako skretanje a-Cestica.

Skretanja za relativno velike kutove, kao i njihov broj (odnosno malen pos-
totni udio), mogla su se objasniti samo elasti¢nim rasprienjima pozitivnih a-
Cestica na objektu mnogo manjem od atoma, tj. na jezgri radijusa R < 10714
m, ali koja sadrzi skoru svu masu atoma i sav pozitivan naboj +Ze. (Kon-
kretno, +Ze = +79¢e za atome zlata). Pretpostavljamo sfernosimetri¢nu
raspodjelu naboja u jezgri, pa je u njoj srediste Coulombovog potencijala
(5.1) za ¥r > R. U njemu projektili istog predznaka kao jezgra imaju pozi-
tivnu potencijalnu energiju V(r) = z exEq.(5.1)= z e U(r), pa na njih djeluje
odbojna, ¢isto radijalna Coulombova sila F'= —VV (r) = F,.(r)e,, gdje

oV (r) 2 7 e?

Fi(r) = ——5 = = The—35—,

te e = (5.2)

< s

Potencijalna energija projektila V' (r) je velika kad je r mali. To jest, kada
su blizu jezgri, r ~ R, tada na projektile djeluje velika odbojna Coulombova
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sila F, ~+ke2Ze*/R?.

Skretanja «-Cestica zbog privlacenja s elektronima su zanemariva, jer su
one preko 7000 puta masivnije. No one su i nekoliko desetaka puta manje
masivne od jezgara zlata, pa se u dobroj aproksimaciji moze zanemariti i
odboj jezgara zbog medudjelovanja s njima.

Pod tim pretpostavkama i aproksimacijama, Rutherfordov problem raspr-
Senja moze se teorijski tretirati na temelju poznatih rezultata klasi¢ne me-
hanike [32] za gibanje u polju centralne sile F, o 1/r%. To znaci: analogno
slavnom Keplerovom problemu planetarnog gibanja, samo §to je tamo (gra-
vitacijska) sila privla¢na pa su putanje planeta elipse, a u Rutherfordovom
problemu je Coulombova sila odbojna pa su putanje a-Cestica hiperbole.

Tako je Rutherford potpuno klasi¢nim izvodima dosao do teorijskih predik-
cija koje se izvrsno slazu s eksperimentalnim podacima. Na primjer, osim za
previse male kutove rasprienja (otprilike © < 5°), broj a-Cestica (ili drugih
projektila, naboja +ze, Cije se rasprSenje proucava) rasprsenih u infinitezi-
malni kutni interval izmedu © i © 4+ dO je precizno dat formulom

2
A 2
2—62@) 27 snOdO.  (5.3)
2

dN = N(©)do = Ipd (kc T s
Tu je T, = Mv?2 /2 nerelativisticka asimptotska (za r — oo, tj., i ulazna i
izlazna) kineticka energija projektila mase M i brzine vy, a I je broj tih
projektila upalih na foliju debljine d centimetara, koja sadrzi p atoma po
kubi¢nom centimetru. Kut © je kut rasprSenja nakon prolaska projektila
kroz cijelu debljinu folije.

Detaljna analiza problema Rutherfordovog rasprsenja, te izvodi relevantnih
relacija, i i drugih (poput tzv. Rutherfordovog udarnog presjeka) mogu
se naci, na primjer, u Poglavlju 4 knjige Eisberga i Resnicka [31]. Ovdje ¢emo
samo kvalitativno, pomocu Slike razmotriti neke karakteristi¢ne putanje
projektila pri rasprsenju na jednom atomu odnosno njegovoj jezgri.

Slika pokazuje Cetiri tipicne putanje pozitivno nabijenog projektila za
Cetiri razliCite vrijednosti ulaznog parametra u, definiranog kao udaljenost
izmedu osi kroz srediSte jezgre i asimptotske putanje (ulaznog pravca) koja
je u velikoj udaljenosti paralelna s tom osi. Dakle, kad bi putanja projek-
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Q
J
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2 T > R i
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3 >
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Slika 5.1: Tipi¢ne putanje, za razne ulazne parametre u,
elektricno nabijenog projektila pri njegovom Rutherfor-
dovom rasprsenju u odbojnom elektrostatskom poten-
cijalu naboja raspodijeljenog u sfernoj jezgri radijusa
R . Uz numerirane putanje, 1 os predstavlja putanju
projektila (za u = 0): jednu od onih koje prolaze kroz
jezgru (kao i putanja 2) ako je ulazna kineticka energija
T dovoljno velika; a ako nije, onda se na osi realizira
putanja koja dostize najmanju mogucu udaljenost 7y,
5.4)), pa odboj unatrag, za 6 = 180°.




5.1. Rutherfordovo rasprsenje otkriva jezgru atoma

tila, ovdje a-Cestice, samo produzila paralelno s osi kao da interakcije nema,
promasila bi centar elektrostatske sile jezgre za tu udaljenost wu.

Ako je ulazni parametar veéi od radijusa jezgre, u > R, kao kod putanje 1,
situacija je jednostavna: Sto manji w, projektil prilazi jezgri to blize. Tu
je kulonsko odbijanje pozitivno nabijenih projektila jace, pa putanja bude
skrenuta od ulaznog pravca za veéi kut 6. Jasno je da se kut tako povecava
sve dok se uw smanjuje do u = R; tu se, ovisno o brzini projektila, ulazi u
rezim mogucih okrznuca ili ¢ak prodiranja projektila u jezgru. To se ipak ne
mora dogoditi ni kada u < R, ako projektil odbojna Coulombova sila skrene
prije toga. To ilustrira putanja 2, gdje je u neSto manji od R, ali dovoljno
jako odbijanje dovodi do (umalo) okrznuca jezgre i kuta skretanja veéeg nego
kod putanje 1, pa i kod putanje koja bi imala to¢no v = R.

Dakle, kad je ulazni parametar manji od radijusa jezgre R, postoje dvije
mogucénosti:

- i) Ako projektil ima ulaznu (tj. asimptotsku, u r — 0o ) kineticku energiju
T koja nije veca od potencijalne energije V(r) za r = R, Coulombova sila
¢e uvijek sprijeciti prodor u jezgru. Najmanja moguca udaljenost projektila
do centra Coulombovog potencijala, 7y, zbog V(rmin) = T , iznosi
27 é? 27 é?
min:kc—:kc—- 5.4
" T M2 )2 (5.4)
Sve dok nema prodiranja projektila u jezgru (tj., rmin > R ), projektil osjeca
Coulombovu silu (5.2) kao da je naboj jezgre tockast, tako da i dalje vrijedi:
$to manji u, to veéi kut skretanja, odnosno odbijanja. U krajnjem
slu¢aju, na osi imamo u =01 6 = 180°, kada se i dostize 7y, (5.4).

- 4) Medutim, dovoljno brze a-Cestice imaju dovoljno veliku ulaznu kine-
ticku energiju T, > V(R) da mogu savladati barijeru odbojne Coulombove
potencijalne energije. Tada ¢e za u < R prodrijeti unutar raspodjele naboja
jezgre i probiti se kroz nju, kao u sluc¢aju putanje 3 na Slici (ili na pr. u
sluéaju da putanja toc¢no slijedi os zbog u = 0). Tada se situacija mijenja
jer se mijenja oblik sile. Ne radi se samo o tome da «-Cestica u jezgri osjeca
jos i jaku privla¢nu nuklearnu silu. Za nju Rutherford nije ni znao, ali mu je
bilo jasno da za takve Cestice onda viSe nije to¢no da se kre¢u pod utjecajem
Coulombove sile . Odbojna elektrostatska sila je tada ocito slabija od
(5.2)) jer dio jezgrinog naboja s jedne strane putanje djeluje suprotno ostatku
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naboja s druge strane putanje, pa ¢e efikasnost skretanja biti manja. (Dakle,
iz istog razloga zasto atomski model “lubenice” daje samo male kutove skreta-
nja, i za putanje koje prolaze kroz jezgru dobivaju se manji kutovi skretanja
nego za putanje koje ne prolaze.)

Medutim, kako je Rutherfordova relacija (5.3|) izvedena pod pretpostav-
kom gibanja pod utjecajem Coulombove sile tockastog naboja , to jest,
upravo pod pretpostavkom da nema penetracije projektila u jezgru, gornji
slucaj 47) dovodi do metode mjerenja radijusa jezgre (R): samo treba usta-
noviti kineticku energiju 7., = T r na kojoj eksperimentalni podaci vise
nisu dobro opisani relacijom . To mozemo tako da na nekom odabra-
nom kutu O, za kojeg se relacija (5.3) slaze s mjerenjima za neku ulaznu
kineticku energiju T, , ta mjerenja nastavimo, ali uz postepeno povecavanje
ulazne kineticke energije T,,. Time se postiZe sve manja i manja minimalna
udaljenost 7y, . Konacno ¢e se doseci vrijednost T r na kojoj koje ce
izmjerena vrijednost N(©) pasti ispod teorijske vrijednosti . To je znak
da je pocelo prodiranje projektila u jezgru, tj., da je minimalna udaljenost
T'min dosegla vrijednost radijusa jezgre, rni, &~ R. Rutherford, Geiger i
Marsden su nasli tipi¢ne veli¢ine raznih jezgara R ~ 107! m, i time zapodceli
eksperimentalna istrazivanja nuklearne fizike.

Veé smo objasnili kako je Rutherfordova formula , tamo gdje je ekspe-
rimentalno potvrdena, dovela je do planetarnog, ili bolje rec¢eno, nuklearnog
modela atomske strukture. No jo$ nismo rekli da je pretpostavka valjanosti
, uz zamjenu mete od zlata (Z = 79) drugim kemijskim elementima,
omogudila ustanovljavanje njihovih vrijednosti Z , te shvacanje da je Z za-
pravo kemijski atomski broj datog elementa (tj., broj elektrona u atomu).
Kako on za mnoge elemente do tada nije ni bio poznat, ne ¢udi da je Rut-
herford dobio Nobelovu nagradu za kemiju.

Dakle, slaganje Rutherfordove formule s eksperimentom je dovelo do
epohalnih otkri¢a u atomskoj fizici i kemiji, a tamo gdje je nastupilo nesla-
ganje s eksperimentom (slucaj i) bilo je posve jasno zaSto, te je i to dovelo
do pocetka istrazivanja atomskih jezgara.

To, da je Rutherford teorijski izveo svoje empiricki izvanredno uspjeSne
formule poput (5.3)) na potpuno klasi¢an nacin, svakako je pridonijelo tome
da Bohr (kao §to ¢emo izloziti u sljedecoj sekciji) za elektron vezan u atomu
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vodika usvoji analogan pristup, samo za privlaénu Coulombovu silu, —(5.2)).
Dakle, to je pristup s osloncem na klasi¢na rjesenja Keplerovog problema, a
to su staze u obliku kruzica i/ili elipsa.

Medutim, kako ¢e se pokazati da klasi¢ne staze dovode do proturijecja, jos
kasnije — u rijeSenom Zadatku 6.6. — vratit ¢emo se na pitanje kako to da
je klasi¢na fizika mogla dati uspjesne izvode Rutherfordovih formula poput

63).

5.2 Bohrov model - plodan iako pogreSan

Rutherfordov planetarni ili jezgreni model atoma [11] je bio empiricki vrlo
¢vrsto utemeljen, jer je izvrsno objasnjavao eksperimentalne podatke iz ras-
prsenja a-Cestica. Medutim, stabilnost i diskretan spektar zracenja tako gra-
denih atoma bili su neobjasnjivi klasi¢nom fizikom. (Vidi Zadatak 5.1.) Zato
je Niels Bohr zaklju¢io da u atomskoj domeni moraju vrijediti (i) neki novi
fizikalni zakoni. Pitao se kakvom bi dopunom zakona fizike mogao postiéi na-
predak u razumijevanju atoma a da izbjegne konflikt sa klasi¢nim fizikalnim
zakonima. Naime, oni su o¢ito uspjesno opisivali ponasanje makroskopskih
sustava — ali ne samo makroskopskih, jer, kao Sto smo opisali u prethod-
noj sekciji, Rutherford je klasi¢énu mehaniku uspjesno primijenio i pri izvodu
teorijskih relacija koje su objasnjavale eksperimentalne podatke o Rutherfor-
dovom rasprsenju, koje je dalo prvi eksperimentalni uvid u strukturu atoma.

Kao i Planck i veé¢ina drugih fizicara, i Bohr je zato Zelio zadrzati Sto vise
od klasi¢nih zakona; na pr. da su elektron i proton u atomu vezani statickom
Coulombovom interakcijom, da vrijede Newtonovi zakoni, zakon sac¢uvanja
energije, itd. Medutim, zakljucio je da:

A) elektron u atomu moze imati samo neke diskretne, tj. kvantizirane
energije i njima odgovarajuce orbite. One su odredene tzv. kvantnim uvje-
tima koji dovode do “nove fizike” tako Sto izrazavaju neke fizikalne veli¢ine
preko Planckove konstante h i cijelih, tzv. kvantnih brojeva.

B) Potpuno klasi¢no ponasanje se mora opet dobiti u limesu vrlo velikih
kvantnih brojeva. To je slavni Bohrov princip korespondencije.
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Bohr je uspio teorijski dobiti eksperimentalni spektar atoma vodika (|1.3))
[tj. frekvencije date dolje| predlozivsi model atoma koji je proizlazio
iz klasi¢nih fizikalnih zakona ali modificiranih tako da se reproducira stvarno
ponasanje atoma. Ono $to se nije moglo objasniti ili izvesti, a bilo je nuzno
empiricki, on je jednostavno nametnuo kao postulat. (Naravno, uz nadu da
¢e se objasnjenje nac¢i naknadno, kasnijim razvojem teorije.) Na primjer, za
razliku od kasnije razvijene moderne kvantne teorije, Bohr nije mogao naci
objasnjenja cak niti za stabilnost osnovnog stanja “planetarnog” atoma, pa je
(uz ostalo) tu empiricku ¢injenicu osigurao postulatom koji mozemo izre¢i*
ovako:

I. Stacionarna stanja i putanje

Atom ima takozvana “stacionarna stanja’, medu kojima je i sta-
nje najnize energije (osnovno stanje). U takvim stanjima, elektron
vezan u atomu kruzi po putanjama (orbitama, stazama, trajek-
torijama) odredenim zakonima klasi¢ne mehanike. Medutim, su-
protno zakonima klasi¢ne elektrodinamike, elektron ne zraci sve
dok orbitira po putanjama koje pripadaju stacionarnim stanjima.
Elektron emitira elektromagnetsko zracenje samo kad sko¢i iz ne-
kog od stacionarnih stanja vise energije u neko stacionarno stanje
nize energije.

(Po tom postulatu, osnovno stanje je o¢ito apsolutno stabilno.)

Kada pak atom emitira elektromagnetsko zracenje, frekvencija mu je po
sljede¢em, drugom postulatu data Planck-Einsteinovom relacijom E = huv:

*Ponovo napominjemo da se ne drzimo strogo povijesnog razvoja, pa ni Bohrovih for-
mulacija doslovno, nego po smislu.
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5.2. Bohrov model - plodan iako pogresan

II. Energija i frekvencija zracenja pri kvantnim
skokovima

Prijelazom iz stanja vise energije F,, u stanje nize energije £, emi-
tira se elektromagnetsko zracenje frekvencije odredene zakonom
sacuvanja energije i Planckovom hipotezom o kvantima energije,
dakle relacijom

Wy = Ep — Epy . (5.5)

Atom moze inverznim procesom apsorbirati kvant energije odgo-
varajuce frekvencije i tako iz nekog stanja nize energije prije¢i u
neko stanje vise energije.

(Iako ovdje nije apsolutno nuzno, prirodno je reéi da se prilikom kvantnih
skokova emitiraju i apsorbiraju fotoni. Spomenuli smo da se Bohr protivio
takvoj modifikaciji elektrodinamike, ali primijetite da je jedna njena dras-
ti¢na modifikacija takoder prisutna u njegovom prvom postulatu!)

Glavni uspjeh Bohrovog modela je reproduciranje spektra vodikovog atoma
— dakle, klasi¢no neobjasnjive Balmerove formule i njene generalizacije
(1.3) za frekvencije elektromagnetskog zracenja vodikovih atoma. Bohrov
model naime omogucava teorijski izvod tocnog rezultata za diskretne energije
E,, stacionarnih stanja elektrona u atomu vodika. (Taj rezultat za energijski
spektar FE, ostaje egzaktno isti i u razvijenoj, modernoj kvantnoj teoriji,
gdje se dobiva rjesavanjem Schrédingerove jednadzbe.) Pokazat ¢emo da se
to postize postuliranjem jednog kvantnog uvjeta na impuls vrtnje elektrona,
ili, alternativno, na kruzne putanje elektrona. U naSem izlaganju naglasak
¢e biti na ovom drugom — na kvantizaciji putanja.

Rutherfordov planetarni model za atom opéenitog atomskog broja Z tezak
je za teorijsku analizu putanja elektrona, jer osim kulonskog privlacenja jez-
gre iz sredista atoma, elektroni osjecaju i nezanemarivo kulonsko odbijanje
drugih elektrona. Zato ¢emo Bohrove postulate primijeniti na jednoelek-
tronske sustave, prvenstveno atom vodika gdje Z = 1, ali i (Z — 1)-struko
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ionizirane atome proizvoljnog Z (He™, Li*", itd.). Tu otpadaju kompli-
kacije uslijed kulonskog odbijanja izmedu raznih elektrona. Jedina sila na
elektron koju moramo uzeti u obzir je elektrostaticko privlacenje iz sredista
jezgre. Zato, kad se prisjetimo da po prvom Bohrovom postulatu orbitirajuci
elektroni ne gube energiju klasi¢nim elektromagnetskim zrac¢enjem, mozemo
pokusati primijeniti dobro poznata rjesenja [32] Newtonovih jednadzbi za
Keplerov problem planetarnog gibanja pod utjecajem centralne sile. Ona bi,
pod uvjetom da su konzistentna s Bohrovim postulatima, morala vrijediti
egzaktno za staze elektrona u Bohrovom modelu jednoelektronskih sustava.
Po tim rjeSenjima, Cestica mase m koju privlaci centralna sila koja opada s
kvadratom udaljenosti r, dakle sila oblika

" ) (5.6)

zarobljena je tom silom i giba se po elipsi ako njena ukupna energija E
zadovoljava

1 K%m
- = < j . .
5 T2 <E<O0, (gdje L#0) (5.7)

Oznaka L = |L| je veli¢ina impulsa vrtnje

L=rxp, (5.8)

koji je sa¢uvan, konstantan vektor (i po veli¢ini i po smijeru) za slucaj gibanja
pod utjecajem centralne sile. Pritom je i energija sacuvana (tj. E je konstanta
gibanja jer se ne mijenja s vremenom, £ = 0) i data je izrazom

K

E=——
2a

(5.9)

gdje je a velika poluos elipse.

U najstarijem sluc¢aju Keplerovog problema, naime onog planetarnog giba-
nja, sila je gravitaciono privlacenje izmedu dvije mase m; i my. U tom bi
slucaju bilo K = Gmymy (G ~ 6.673 - 107" Nm? /kg?).

U problemu koji sada razmatramo, sila je Coulombova, izmedu elek-
trona naboja —e i jezgre naboja +Ze. Zato je tu pokrata K = k.Ze?, gdje
konstanta proporcionalnosti k. ovisi o sustavu jedinica. Na primjer, k. = 1 za
gaussovski (cgs) sustav jedinica, odnosno k. = 1/4mey ~ 8.988 - 109Nm?/C?
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za Sl sustav. Jo§ jedan zgodan nacin zapisa je K = Zahc, dakle preko
takozvane konstante fine strukture elektrodinamike o,
e? 1
ke— ~ —, 5.10
hc 137.036 ( )
koja je bezdimenzionalna, pa u svakom sustavu jedinica ima jednaku vrijed-
nost. Tu smo uveli zgodnu pokratu h = h/27, tzv. “reduciranu Planckovu
konstantu”, koja i u mnogo drugih sluc¢ajeva skracuje pisanje formula.

«

Kasnije ¢emo pokazati da je za odredeni iznos impulsa vrtnje L, energija E
minimalna upravo za specijalni sluc¢aj gibanja po kruznici. Naravno, spome-
nuta rjesenja Keplerovog problema kazu i da ista ta energija moze odgovarati
i gibanju cestice po elipsi proizvoljnog ekscentriciteta, ¢im je velika poluos te
elipse jednaka radijusu spomenute kruznice |vidi izraz (5.9)]. Medutim, to se
dogada za neki manji impuls vrtnje L' < L. Sto je impuls vrtnje L' manj,
ekscentricitet elipse je ve¢i. Drugim rije¢ima, limes nultog ekscentriciteta
elipse odgovara donjoj granici izraza .

Osnovno, apsolutno stabilno stanje atoma iz prvog Bohrovog postulata je
upravo stanje najmanje moguce energije pa barem ono sigurno ima kruznu
putanju (ako L # 0, §to se i pretpostavlja u planetarnom modelu). Zato su
kruzne orbite od posebnog fizikalnog interesa.

Ako se ograni¢imo na specijalni slu¢aj kruznih putanja, analiza gibanja
postaje laka. Na kruznici je r konstantan, » = 0 = ¥, pa kod gibanja po
kruznici radijalna sila uzrokuje samo centripetalnu akceleraciju —v?/r
poznatu iz elementarnog problema jednolikog kruznog gibanja:

ma, =——=—— = F.(r). (5.11)
Odatle slijede konstantna kineticka energija 7" i konstantna veli¢ina brzine v:

mv?: 1K K
2 2 r’ v mr ( )

Potencijalna energija V (r) koja odgovara sili (5.6) je

V(r)= /OO F.(r)dr =——, (5.13)
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Slika 5.2:

Slucaj kruznih staza u Bohr-Rutherfordovom modelu atoma vo-
dika (Z = 1) znadi da se elektron mase m,. i naboja —e giba
brzinom konstantne velicine v = y/k.e?/m.r na konstantnoj
udaljenosti r od protona naboja +e i mase m,. U prvoj aprok-
simaciji, zbog m, >> m,., moZzemo uzeti da se samo elektron
giba oko protona koji miruje. Tu aproksimaciju lako uklonimo
uvodenjem reducirane mase ((5.31)).

Kada se implementira kvantni uvjet da u stacionarnim sta-
njima vodikovog atoma, razni radijusi orbite elektrona mogu biti
samo 7, = n’ay, vidimo da za svaki n njima odgovaraju konzis-

tentno nerelativisticke brzine v, = \/ahc/meag /n = ca/n.
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pa kineticka energija za jednoliko gibanje po kruznici ([5.12) uvijek iznosi —%
potencijalne energije,

T=— % V(). (5.14)

Ukupna energija elektrona mase m = m, je

E=T+V = (5.15)

mov? K
2 r
Ona je za vezanu Cesticu negativna jer odabrana referentna nula energije
odgovara mirnoj, beskona¢no udaljenoj ¢estici: v =0, r = oco.

Ukupna energija (5.15)) u sluc¢aju gibanja po kruznici zbog (5.14) postaje

1 1 K 1. Ze?
Ecirc: -V =z — = __kc_, 5.16
(r) 2 r 2 r ( )
a to mozemo vidjeti i kao specijalni slucaj opcenitijeg izraza (5.9)), gdje u
slu¢aju gibanja po kruznici uvrstavamo a = r.

(Odavde nadalje ¢emo izlaganje specijalizirati iskljucivo na vodik, t.j. na
7 =1, a implikacije opéenitog atomskog broja Z na kvantizirane radijuse i
energije dajemo u zadacima 5.3. i 5.4.)

Kako je za datu silu (interakciju) (5.6) K nepromjenjiva prirodna kons-
tanta, jednadzba (5.16)) pokazuje da za jednoliko kruzno gibanje, ener-
gija Cestice ovisi samo o radijusu staze.

Diskretne vrijednosti energija stacionarnih stanja, FE,, koje su nam po-
trebne da objasnimo Balmerovu formulu |vidi postulat IT i jednadzbu ],
impliciraju kroz jednadzbu i diskretne vrijednosti radijusa odgovara-
jucih stacionarnih orbita. Kvantizacija jedne veli¢ine, dakle njena restrikcija
na odredene dozvoljene vrijednosti, povlaci kvantizaciju druge. Zato uz ener-
gije F, oznac¢imo i odgovarajucée radijuse r, cijelim brojevima n =1,2,3, ....
Dakle, energije stacionarnih stanja, F,, su naprosto Fgi. uz r = ry,.
Najnizu, dakle najnegativniju energiju ima stanje s najmanjim radijusom
orbite, dok s rastom r,, energije rastu prema nuli, £, — 0 za n — oo.

Po jednadzbi (5.5)) iz IT Bohrovog postulata, prijelazom iz stacionarnog
stanja viSe energije F, i veCeg radijusa r, u stanje nize energije F,, i manjeg
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radijusa r,, oslobodi se kvant energije

kee (11
Emn:hz/mn:h)\c = B, — B, = —<* (-—-). (5.17)

elektromagnetskim zracenjem frekvencije v,,, odnosno valne duljine A,,,.
Isto tako, apsorpcijom zracenja frekvencije v,,, dogadaju se prijelazi u sta-
nja viSe energije. Na primjer, vodikov atom u osnovnom stanju (m = 1)
dozivljava ionizaciju apsorpcijom energije Fjui, koja iznosi najmanje —F ,
jer toliko treba da se elektron udalji do beskona¢nog radijusa i tamo miruje,
Eioniz > Ex — By = —E; = R. Eksperimentalno, najmanja energija po-
trebna za ionizaciju atoma vodika u osnovnom stanju iznosi R = 13.6 eV .
Zbog E; = —k.e*/2r;, radijus u osnovnom stanju onda mora biti
k.e?

1
ag =11 = o = 0.529 1079 m ~ 5/&. (5.18)

Opcenito, eksperimentalno precizno izmjerene frekvencije elektromagnet-
skog zracenja vodikovog atoma (n-ta linija u m-toj seriji) date su generalizi-
ranom Balmerovom formulom u Runge-Rydbergovom obliku (|1.3)):

1 1
Vmn = ¢ Ry (— — —> (Ru=1,097 x 10"m™, m,n € N, n >m).

m2 TL2

(5.19)
Niels Bohr je navodno o tome rekao: “Cim su mi pokazali Balmerovu for-
mulu, sve mi je postalo jasno.” O¢ito, konzistentnost teorijskog re-
zultata s eksperimentalnom Balmerovom formulom (/5.19)
zahtijeva da se pretpostavi, odnosno dodatno postulira kvantni
uvjet koji daje energije stacionarnih stanja FE, u (5.17):
radijusi r, stacionarnih stanja vodikovog atoma su

rn = n’ag (n=1,2,3,...), (5.20)

gdje je tzv. Bohrov radijus r1 = ag radijus najmanje stacionarne
orbite i odgovara osnovnom stanju, dakle stanju najnize moguce
energije F, = —k.e?/2aq. Izraz (5.16) uz r = r, i kvantni uvjet (5.20))
daju sljedeci opéeniti izraz za kvantizirane energije stacionarnih stanja:

k. €2 1

E, = — - —F. 5.21
2 agn? n2 ! ( )

99



5.2. Bohrov model - plodan iako pogresan

Te diskretne dozvoljene energijske razine su dakle objasnjavale spektar vodi-
kovog atoma, pod uvjetom da je Bohrov radijus s eksperimentalno odredenom
Rydbergovom konstantom Ry iz Balmerovih formula (5.19)) povezan ovako:

k. e?

= — .22

Qo

Uvrstavanjem Ry iz (5.19) dobivamo opet ag = 0.529 x 107 m, kao u
6.13).

Medutim, Bohrov model postize i mnogo viSe: on moze teorijski
objasniti izmjerenu Rydbergovu konstantu Ry, jer primjenom principa
korespondencije na frekvencije emitiranog zracenja, daje teorijsku
predikciju za Bohrov radijus ag. I to ovako: iz jednadzbe i kvant-
nog uvjeta , energija emitirana prijelazom iz stanja n 4+ 1 u stanje n
je

h = By — E, = (5.23)

k., e? 1 1 _kC€2 2n + 1
2 \n2ap (n+1)%2ay) 2ap n2(n+1)2’

pa je odgovarajuca frekvencija u limesu vrlo visokog kvantnog broja n
priblizno
N kee? 2

~ T .24
v 2hag n? (5:24)

Predikcija klasi¢ne elektrodinamike za ovakav sustav (vidi Sliku je da
je frekvencija emitiranog zracenja jednaka orbitalnoj frekvenciji elektrona.
Period 7 potreban za jedan obilazak kruzne orbite radijusa r je 7 = 27r /v,
pa je klasi¢na frekvencija

1 v 1 k. €2
. T  2mr  2wr \| mer ( )

zbog brzine v ((5.12)) koju implicira uvjet kruzenja (5.11]).

Bududi da je za veliki n

n 1)?
Intl _ <”+2 ) a0 1, (5.26)
n n? ag
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Slika 5.3:

Poopéenu Balmerovu formulu i njene uspjehe teorijski
objasnjavamo zahvaljuju¢i to¢nim diskretnim energijskim razi-
nama F, elektrona vezanog u atomu vodika. U izvornom
Bohrovom modelu atoma vodika, svaka energija E,, odgovara samo
kruznoj stazi radijusa r,, = n?ag. (A u Sommerfeldovom poopée-
nju, jos i elipsama velike poluosi a = r,, 1 dodatnih n — 1 moguéih
malih poluosi b odredenima formulom — usporedi sa Slikom
) Izvor: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hydrogen _transitions.svg, uz prevedene nazive

serijé.

Balmerova serija

n =
n =
00, .
2, Paschenova serija
n=4
n=>5 n==6
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relativna promjena radijusa je mala, pa moZemo odabrati r = r, = n%ay.
Dakle, klasi¢na predikcija za frekvenciju u naSoj situaciji je

1 k. €2
o | 5.27
Y 2 n3 \| m, a? (5.27)

Princip korespondencije zahtjeva da se kvantni rezultati u limesu velikih
kvantnih brojeva moraju sloziti s klasi¢nim rezultatima. Tako i za frekvencije
i mora vrijediti ¥ = .. Odatle slijedi jo$ jedna teorijska
predikcija za Bohrov radijus, ali primijetite razliku u odnosu na njegovo
odredivanje u ili iza , gdje njegova vrijednost slijedi iz zahtjeva
da namjesti (“fita”) empiricku energiju ionizacije ili spektralne linije. No sada
iz principa korespondencije slijedi predikcija , koja Bohrov radijus daje
preko fundamentalnih fizikalnih veli¢ina, naime mase i naboja elektrona, m,
i e, te Planckove konstante h:

h? 1 A2 1 h Ao

= = — = — =2 =0529x107m. (5.28
o (2m)?k.e2m, ke mee?  amec « % m. )

(Ovo su dobri primjeri kako reducirana Planckova konstanta i = h/27 i bez-
dimenzionalna konstanta « ((5.10) omogucuju kompaktnije zapise formula.)

Preko (5.28)), ili pak jos§ dodatnim skrac¢ivanjem pomocu konstante « ((5.10)),
diskretne energijske razine vodikovog atoma ([5.21)) postaju

11{2 4 . 2 62 R
EBy=— o€ Me &M 7 (5.29)
n? 2h? 2n? n?

Ove rezultate za energije i odgovarajuce radijuse vodika generaliziramo u
Zadacima 5 na slucaj proizvoljnog atomskog broja Z.

Vazno je uociti da nezavisno odreden Bohrov radijus omogucuje da
obrnemo raniji postupak iz —: preko dolazimo do predikcije
za spektroskopsku Rydbergovu konstantu vodika Ry a time i do predikcija
za spektar vodika (uklju¢ujuéi energiju ionizacije R), koje se slazu s eks-
perimentalno izmjerenim spektrima. To je uvjerilo i Einsteina da “neceg tu
ima”, jer teorijski izvod Ry nije mogao biti samo sretna posljedica modelskog
namijeStanja.
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Pokratu R nazivamo Rydberg (energije), $to se ne smije brkati sa spek-
troskopskom Rydbergovom konstantom Ry iz formula kao ili .
Rydberg R se udomacio kao zgodna energijska jedinica/skala u atomskoj fi-
zici, jer kao Sto smo vidjeli iznad , on odgovara ionizacijskoj energiji
vodika, tj. energiji —F; potrebnoj da se elektron u osnovnom stanju izbaci
iz vodikovog atoma:

kZetm, a?m.c? kee?
2h? 2 2 ag

R =—F =218x107"J=13.6eV. (5.30)

Ta je vrijednost ionizacijske energije eksperimentalno potvrdena.

Sli¢no se kao karakteristi¢na duljina u atomskoj fizici udomacio Bohrov ra-
dijus ap = 7. Buduéi da iznosi oko pola Angstréma, Bohrov model daje
dobru ocjenu veli¢ine atoma jer je empiricki poznato da su one tipi¢no oko
jednog Angstréma. Medutim, najvece je odusevljenje Bohrov model izazvao
rjeSenjem zagonetke Balmerove formule, dakle uspjesnom teorijskom repro-
dukcijom cijelog spektra ([1.3) atoma vodika. O¢ito je naime da diskretne
energijske razine oblika uz drugi Bohrov postulat dovode do is-
tog oblika za frekvencije odnosno valne duljine spektralnih linija koji ima
eksperimentalno dobivena formula (1.3)), karakterizirana razlikom inverznih
kvadrata cijelih brojeva. Uz to se i vrijednost R/c h vrlo dobro slaze s vrijed-
noséu empiricke Rydbergove konstante Ry, pa kroz definitivno imamo
teorijsko objasnjenje za vodikov eksperimentalni spektar .

Slaganje bohrovskih teorijskih vodikovih spektara s empirickima ({1.3]) pos-
taje cak izvrsno kada uvazimo da se u problemu dva tijela, s masama m; i
mg, oba gibaju oko zajednickog tezista, dakle kad uklonimo aproksimaciju
da je jezgra nepomican centar sile pod ¢ijim se utjecajem elektron giba. Tu
je aproksimaciju vrlo lako ukloniti, jer se uvodenjem reducirane mase p pro-
blem gibanja dva tijela svodi na gibanje jednog tijela. Naime, po rjesenju
problema dva tijela, gibanje jednoga s tocke gledista drugoga izgleda kao da
je to drugo nepomicno, a prvo se oko njega giba kao da ima reduciranu masu
miyme My ma

i (5.31)

Ako su tijela jednake mase, p je polovica svake od njih. To je na primjer
slucaj pozitronija, vezanog stanja elektrona i njegove anticestice — pozitrona.
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5.2. Bohrov model - plodan iako pogresan

E

E=0
n
o0 /
4
3

/, <«— },,=0.365um
\
2
/ Balmerova serija
A,3=0.656um
A,="Lyman o=
=0.1216pm
A,,=0.091pm

E=-13.6 eV

| e AAAA
Lymanova serija
Slika 5.4:

Shema nastanka prve dvije serije (m = 1, Lymanove i
m = 2, Balmerove) spektralnih linija vodika zbog pre-
laska elektrona iz n-te u m-tu diskretnu energijsku ra-
zinu. Valne duljine A, su date u mikrometrima (1 pm

=107%m).
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5. Prvi uvidi u strukturu atoma i put od stare kvantne prema pravoj
kvantnoj teoriji

(Pozitronij je jos 1934. godine prvi teorijski predvidio i spektar mu upravo
pomocu Bohrovog modela obradio hrvatski fizicar Stjepan Mohorovicié, sin
slavnog Andrije Mohorovic¢ica.)

Ako je pak jedno tijelo mnogo teze od drugog, reducirana masa p je samo
malo manja od mase lakSeg tijela. To je slu¢aj u atomskoj fizici, gdje i
najlaksa jezgra, ona atoma vodika, naime proton, ima masu m, gotovo 2000
puta vec¢u od mase elektrona:

m, = 1.672622 x 107*" kg = 1836.153 m, = 938.2712MeV /c*.  (5.32)

Zato pretpostavka nepomic¢nog protona unosi netocnosti od samo malo vise
od pola promila, pa se o¢ito radi o vrlo dobroj aproksimaciji. [Na primjer,
uklanjanje te aproksimacije se ne bi vidjelo u zaokruZenim numerickim vri-
jednostima datim u formulama i ] Medutim, spektroskopska
mjerenja su dovoljno precizna da registriraju te male neto¢nosti, te da pokazu
prakticki savrseno slaganje s teorijskim spektrom kada se ta aproksi-
macija ukloni, dakle kad u svim formulama u ovom poglavlju zamijenimo m
i me reduciranom masom (5.31) u = mem,/(m. +m,).

Vratimo se sad na teoriju, ponajprije na impuls vrtnje . Za nas speci-
jalni slu¢aj gibanja, kada radij-vektor polozaja r(t) opisuje kruznicu, linearni
impuls p = mw je okomit na 7, pa se veli¢ina impulsa vrtnje L = |L| = |r X p|
svodi na

L=rp=nrmuv, (5.33)

pa uocavamo dvije stvari.
Prvo, impuls vrtnje (5.33)) i brzina ([5.12)) odredena uvjetom kruznog gibanja
(5.11)) daju radijus kruznice po kojoj se Cestica giba,

L2
Tcirc = K_m s (534)
pa ukupnu energiju ((5.16)) u sluc¢aju gibanja po kruznici izrazavamo kao

1 K?m
circ:_é L2 .

(5.35)
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5.2. Bohrov model - plodan iako pogresan

Taj izraz se poklapa s donjom granicom u uvjetu (5.7). Time smo dokazali
nasu raniju tvrdnju da je minimum energije za dati impuls vrtnje postignut
upravo u specijalnom slucaju kada se ¢estica giba po kruznici.

Drugo, i mnogo vaznije, jest to da sad jasno vidimo da je kvantizacija
radijusa ekvivalentna kvantizaciji impulsa vrtnje. Naime, (5.33) i (5.12)) daju

L=vrmK=n+vamK, n=1,23,4, .., (5.36)
gdje druga jednakost slijedi ako nametnemo uvjet kvantizacije radijusa ([5.20)).

Kada jos uvrstimo Bohrov radijus ag (5.28)) dobiven pomoéu principa ko-
respondencije, nuzno dobivamo izraz za kvantizirani impuls vrtnje

L=n % =nh, n=1,23,4, ... (Sto je zapravo pogresno!) (5.37)
Obi¢no se ta relacija postulira kao uvjet kvantizacije u kratkim prika-
zima Bohrovog modela, pa se iz nje izvode diskretne energije (5.29), ali i
radijusi . To je obrnut postupak od izlaganja ovdje, gdje nam kao
treé¢i postulat modela sluzi relacija (5.20) u ulozi uvjeta kvantizacije radi-
jusa dozvoljenih putanja. Dok se vjerovalo u punu ispravnost i daljnji razvoj
Bohrovog modela, relacija ima prednost kao postulat, jer omogucuje
Sommerfeldovo poopéenje Bohrovog modela s isklju¢ivo kruznih
putanja na elipticne.

Ukratko o Sommerfeldovom poopéenju Bohrovog modela*

Sommerfeld je uveo tzv. azimutalni kvantni broj ng koji, u analogiji s relacijom
(5.37), odreduje diskretne vrijednosti impulsa vrtnje,

L:n¢h, n¢:1,2,3,4, ceey (538)
te radijalni kvantni broj n,, koji taj L relacijom
L(%—l):mh, ny =0,1,2,3, ... (5.39)

povezuje s omjerom velike i male poluosi elipse, oznacene s a i b. Tada je (tzv.
glavni) kvantni broj n, koji odreduje diskretne energije (5.29)), njihov zbroj:

n=ng + ny, n=123,4, ... (5.40)
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n¢,=1

n=1® n=2

Slika 5.5: Prikazane su moguée orbite, do vrijednosti glavnog kvantnog broja
n = 3, u Sommerfeldovom poopéenju Bohrovog modela. Za svaki n postoji
n razlic¢itih staza, naime n elipsa koje sve imaju jednaku vrijednost velike
poluosi, a = n?ay, ali su razli¢itog ekscentriciteta ¢ = y/1 — (b/a)?. U sluéaju
n, = 0, dakle ny = n i a = b, orbita se poklapa s onom iz izvornog Bohrovog
modela — s kruznicom radijusa r,, = n2ay, tj., s elipsom nultog ekscentriciteta.
Zbog ovdje imamo € = /1 — (n4/n)2, pa je orbita to izduZenija elipsa
Sto je ny manje od n, odnosno, §to je n, vece od 0.

Za razliku od kruznih staza (koji slucaj je ve¢ ilustriran na Slici , na
elipsama s ¢ > 0 elektron nema konstantan iznos brzine ([5.12). Naime, na
tockama udaljenijim od izvora privlac¢ne sile (t.j. pozitivno nabijene jezgre),
potencijalna energija je ocito veca nego na blizim tockama, pa je s kinetickom
energijom obratno, zbog £ = T+ V = const. Jezgra se nalazi u zajedni¢kom
fokusu prikazanih elipsi. On je na ovoj slici oznacen krizi¢em i nalazi se na

udaljenosti f = ae = va? — b? = agn?® € od sredista elipse.
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5.2. Bohrov model - plodan iako pogresan

Za dati n, azimutalni i radijalni kvantni broj mogu imati ove respektivne vrijed-
nosti:

ng=12,3,..,n. n, =n—1, n—2, n—3, ..., 0.0Omjervelikeimalepoluosielipse,
a/b, datjeom jeromazimutalnogiglavnogkvantnogbroja : ¢ = 7:‘7) (5.42)Za n, =

0, tj. ng = n, elipsa postaje kruznica radijusa a, i sve se svodi na ono §to smo vec
detaljno razmatrali.

Iz rjesenja Keplerovog problema je poznato da je energija gibanja Cestice po
kruznici jednaka energiji gibanja po elipsi proizvoljnog ekscentriciteta, ¢im je
velika poluos te elipse jednaka radijusu spomenute kruznice. Prema tome, i kod
eliptickog gibanja uz kvantne uvjete i , dozvoljene diskretene energije
su odredjene glavnim kvantnim brojem n preko formule (5.29)), izvedene za gibanje
po kruznici. Iz istog je razloga velika poluos a u svakom kvantnom stanju koje ima
glavni kvantni broj n, jednaka n-tom Bohrovom radijusu , :

n? h? n? h n? Ao

- - = — = 5.43
ke mee? O MecC 2T« (5-43)

a=r, =n’ag

(Profinjenje opisa prelaskom na reduciranu masu, m, — @, moze se provesti na veé
opisani nacin.)

Slijedi da u Sommerfeldovom poopéenju Bohrovog modela, za svaku dozvoljenu
energiju FE, , tj. za svaku vrijednost glavnog kvantnog broja n, postoji n
dozvoljenih putanja. Ona s n, =0, tj. ng = ng*t =n, kruZna je staza razmatrana
u originalnom Bohrovom modelu, te ima maksimalni impuls vrtnje L™ = nh.
Ostale dozvoljene putanje, sa n, = 1,2, ...,n — 1, su elipse sve vec¢eg ekscentriciteta
V1=0¥/a? = /1 - né/n2 Sve dok je glavni kvantni broj n isti, energija je ista,
iako su moguce putanje vrlo razlic¢ite. Kazemo da su takva kvantna stanja energijski
degenerirana.

Drugi razlog da se relacija najcesce postulira kao uvjet kvantizacije
jest to Sto se, kre¢uci od nje, najlakse dode do diskretnih energija i
vodikovog spektra ((5.19)), jer (5.37)) preko uvjeta kruZenja odmah daje
uvjet kvantizacije radijusa (5.20f) koji u sebi ve¢ sadrzi i izraz za osnovni
Bohrov radijus ag . To je zato jer je oboje ugradeno u , kako smo

upravo pokazali.
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5. Prvi uvidi u strukturu atoma i put od stare kvantne prema pravoj
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Mi nismo postulirali relaciju (5.37)) jer, kao prvo, nije nam bio cilj do-
biti kvantizirane radijuse , i energije kao ¢udom. Upravo
obratno, htjeli smo pokazati kako to da se ova mjeSavina kvantnih i klasic-
nih ideja mogla podesiti da dade empiricke spektralne linije odnosno
energije potrebne za njih, te kakvu ulogu tu igra princip korespondencije iz
kojeg smo dobili klju¢nu skalu ag .

Kao drugo, kad se kvantna teorija razvila do stupnja Schrodingerove jed-
nadZzbe, njena rjesenja su jasno pokazala da je relacija pogresna, Sto
su kasnije potvrdili i eksperimenti. [Isto su tako pogresna i Sommerfeldova
poopéenja pocevsi od (5.38)-(5.39).] Zapravo, unato¢ empirickim upjesima,
jos puno toga se u Bohrovom modelu pokazalo pogresnim, samo se to kod re-
lacije ((5.37)) najlakse vidi. Zato ¢emo detaljnije prodiskutirati koji je zapravo
status Bohrovog modela u razvoju kvantne teorije.

5.3 Status Bohrovog modela u razvoju kvantne
teorije

Spektar vodika je dugo bio neobjasnjiv, pa su gore opisani uspjesi Bohrovog
modela izazvali oduSevljenje i mnogo Sire prihva¢anje kvantnih ideja nego
do tada. Osobito su se proslavile ideje diskretnih energijskih nivoa u ato-
mima, ali i Bohrova slika elektronskih putanja. Neko se vrijeme ¢inilo da
se kod Bohrovog modela atoma ne radi samo o modelu atomske strukture
s nekim elementima kvantne fizike, nego o fundamentalnoj kvantnoj teoriji,
pa je on postao osnova takozvane stare kvantne teorije. Ipak, kasniji ra-
zvoj je to demantirao na paradoksalan nacin. Zabiljezeni su jos neki njeni
uspjesi, kao na pr. Sommerfeldovo ukljucenje relativistickih efekata u atomu
vodika tako $to je uz kruzne razmatrao i elipti¢ne orbite iste energije. Tu
su bili i neuspjesi kod sustava s vise elektrona; na primjer, ve¢ kod sljedeceg
najjednostavnijeg atoma, helija, ta stara kvantna teorija je bila nemocna.
Ipak su se nastavljali pokusaji da se objasni Sto to stoji iza uspjeha Bohro-
vih postulata, “recepata’” za vodik. Konacno je de Broglie postavio hipotezu
da se valno—Cesti¢na dualnost ne odnosi samo na fotone, nego na sve mi-
krocestice. Dakle, i elektronu bi se pripisala valna svojstva. Veé¢ é¢emo u
sljede¢em poglavlju vidjeti da to na neki nacin objasnjava Bohrove uvjete

109



5.3. Status Bohrovog modela u razvoju kvantne teorije

kvantizacije. To je pobudilo veliku pozornost i potaklo Schrodingera da pos-
tavi i rijesi valnu jednadzbu za elektron u vodikovom atomu. Ovo zadnje je
(uz Heisenbergovu “matri¢nu mehaniku”) bilo kljuéno za formuliranje mo-
derne kvantne mehanike. Schrodingerovo rjesenje je dakle ono §to u ovoj
knjizi podrazumijevamo pod modernim kvantnomehanickim (nerelativistic-
kim) rjeSenjem vodikova atoma. Njegovu ispravnost potvrduju eksperimenti
glede svake ispitivane fizikalne velic¢ine, bila u pitanju energija, impuls vrtnje
ili bilo s§to drugo. To rjeSenje daje potpuno iste kvantizirane energije
kao i Bohrov model, ali ga, paradoksalno, ipak opovrgava. Naime, moderni
kvantnomehanicki ra¢un pokazuje da je Bohrova slika elektronskih putanja
neto¢na, a sam kvantni uvjet jos je netocniji. Na primjer, u osnov-
nom stanju vodikovog atoma (gdje n = 1) orbitalni impuls vrtnje uopée nije
dat s L; = 1h, nego mu je iznos nula! Dakle, iako su energije FE,, ispravno
date glavnim kvantnim brojem n, pridjeljivanje vrijednosti impulsa vrtnje
tim stacionarnim stanjima odredene energije je pogresno.

Naravno, klju¢no je da i eksperiment to potvrduje. Zaista, postoje mnogi
dokazi [31] koji proizilaze iz, na primjer, mjerenja atomskih spektara, da je
u osnovnom stanju atoma impuls vrtnje elektrona jednak nuli, L; = 0. (To
ne vrijedi za tzv. spin, koji je neSto drugo jer se odnosi na “intrinzi¢nu vrt-
nju” elektrona (o ¢emu ¢emo pri kraju knjige), ali vrijedi za ovaj “obi¢ni”
orbitalns impuls vrtnje L, koji Cestica ima zbog svog kretanja, orbitiranja
po prostoru.) Opéenitije, za svaku energiju FE, (odnosno za svaku
vrijednost glavnog kvantnog broja n) eksperiment nalazi n mogucih iznosa
impulsa vrtnje L, ali ne u skladu sa Sommerfeldovim formulama i
(.42). Najocitija razlika je da te vrijednosti ne pocinju od najmanje vri-
jednosti L = 1A, nego je najmanja vrijednost L = 0, Vn, kao i u slucaju
osnovnog stanja.

Pogresno pridjeljivanje vrijednosti impulsa vrtnje stacionarnim stanjima
odredene energije ¢e nam posluziti kao primjer kako ostro odredene puta-
nje Cestica, iako su susStina i bit klasicne mehanike, vode na kontradikcije u
podrucju kvantne fizike.
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Model koji ukljué¢uje putanjus L =0: Coulombov oscilator*

Doduse, pogre$no pripisivanje iznosa impulsa vrtnje u Bohrovom modelu,
odnosno u Sommerfeldovom poopéenju, moglo bi se ispraviti pomoc¢u Buc-
herove [33] modifikacije tih modela, ali, vidjet ¢emo — ne na konzistentan i zado-
voljavajuéi na¢in. NajvaZnija njegova modifikacija je dodavanje putanjes L =0, i
ovdje ¢e nam biti dovoljno da razmotrimo samo nju.

Moramo primijetiti da dodavanje staze s L = 0 ide uz izbacivanje kruZne staze
(dakle, elipse nultog ekscentriciteta) jer ona, zbog n = ng, ima najveéi impuls
vrtnje za datu energiju. Da se nikako ne moze dobiti L = 0 ako bi se dozvolila
kruzna putanja, najocitije je u osnovnom stanju gdje imamo samo jednu putanju,
jer po i , {n =1 = ng, n, = 0} predstavlja jedinu moguénost. Zato
Bucher kruznu stazu zamjenjuje onom klasi¢nom stazom za koju impuls vrtnje L =
rxp=0,jersu r i p=mv kolinearni. Dakle, staza je ravna linija koja prolazi
kroz jezgru, odnosno kroz ishodiste/centar Coulombovog potencijala. Takva orbita
nije razmatrana u astronomskoj verziji Keplerovog problema, jer planet ne moze
proc¢i kroz Sunce. Medutim, to nije opravdan razlog da se odmah u startu iskljuci
mogucnost da elektron prode kroz pozitivan naboj jezgre. (Kod Rutherfordovog
rasprienja razmatrali smo ¢ak prolazak pozitivnog naboja kroz pozitivnu jezgru.)

Radi uklapanja u skup ostalih orbita s L # 0, koje su elipse, tu pravocrtnu orbitu
s L = 0 formalno mozemo gledati kao potpuno zgnjecenu elipsu, s malom poluosi
b = 0. Koordinatni sustav je pogodno odabrati tako da to pravocrtno gibanje ide
duz jedne od koordinatnih osi, konkretno z. Stanje elektrona koji se u vodikovom
ili vodikastom atomu tako giba moZzemo zvati i Coulombovim oscilatorom, jer se od
jedne do druge tocke okreta z = % 2°%" kreée pod utjecajem Coulombove sile kroz
srediste Coulombovog potencijala u z = 0.

Bucher [33] koristi nerelativisti¢ku kinematiku, tako da elektron u stanju s
L = 0 ima ukupnu energiju

2 Z2 Z2
E:T+V:m§” ~ ke ‘e| - k2
z

(5.44)

Zokr .

Ta energija poprima ispravne vrijednosti F, (b.57) ako je, Vn, udaljenost toc¢aka
okreta s osnovnim Bohrovim radijusom 1 = ag/Z povezana ovako [33]:

2ok — 9 Q—ZO n?. (5.45)



5.3. Status Bohrovog modela u razvoju kvantne teorije

Ovdje ve¢ mozemo ukazati na izvjesnu nekonzistentnost Bucherovog modela. Iz

(5.44) slijedi da je u stanju s L = 0, brzina duz z-osi

27 1 1
o (5.46)

me \ 2| R

To vrijedi ¥n. No razne vrijednosti n utje¢u samo na 295" . Njegov &lan —1/20K

je vazan samo kad nije |z| << 22", dok je problemati¢no upravo podruéje malenog
|z|, tj. u blizini ishodista, gdje Coulombov potencijal ima singularitet 1/|z| koji
se prenio i u vy, . Doduse, samo formalno: beskona¢nu brzinu, tj. v — 400
kada |z| — 0, moZzemo izbjeéi tako da se pozovemo na realnu fizikalnu situaciju
koju smo veé¢ upoznali kod Rutherfordovog rasprienja: pozitivan naboj zapravo nije
tockast, nego razmazan u jezgri radijusa R ~ 10714 m. Cak i u slu¢aju najmanje
jezgre, a to je proton u slucaju obi¢nog vodika, radijus R nije bitno manji od oko
10715 m.

Medutim, lako se vidi (Zadatak 5.7.) da na L = 0, pravocrtnoj putanji, veé
na z ~ 0.5 x 1071 m (§to je udaljenost od oko tisué¢nine Bohrovog radijusa,
ali jo§ uvijek znatno veca i od tegkih jezgara), brzina dostize vrijednosti
vp =45V Zae~0.3VZ c. (éak i za atom vodika, gdje Z = 1, to je ve¢ red veli¢ine
brzine svjetlosti ¢, dok za usporedbu, u Bohrovom modelu v, = ca/n << ¢ — vidi

opis Slike[5.2])

Unato¢ tome, Bucher svoj model atoma formulira [33] u okviru nerelativisticke
kinematike. Zbog te kontradikcije ve¢ u samoj formulaciji, on se ne moze prihvatiti
kao dokaz da koncept ostro odredenih orbitd ne stvara probleme u opisu mikro-
objekata kao §to su atomi.

Bohrov model, nasuprot Bucherovom, ne pati od gore izlozenih problema
nego je bar formuliran konzistentno nerelativisticki, a njegovo Bohr-Sommerfeldovo
poopcenje se Stovise moze dodatno poopditi i u smislu relativisticke kinema-
tike. Zato ¢emo Bohrov (odnosno Bohr-Sommerfeldov) model upotrijebiti za
ilustraciju kako ostro odredene klasi¢ne putanje (kakve su i njegove, iako uz
dodatne Bohr-Sommerfeldove kvantne uvjete) vode na proturijecja u opisu
atoma, tj. u podru¢ju kvantne fizike. To nam ukazuje da prava kvantna
teorija mora izgledati drugacije.

Nekoliko poglavlja kasnije, izlozit ¢emo kako za atom vodika moderni kvant-
nomehanicki opis (potvrden eksperimentom) zaista pokazuje da za opceniti
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glavni kvantni broj n, iznos impulsa vrtnje L zapravo moze imati n diskret-
nih vrijednosti, od kojih je najmanja nula, a najveca je data formulom

L™ =y/nn—1) h. (5.47)

To je uvijek manje od vrijednosti n A koju za L zahtijeva Bohrov model u
relaciji (5.37). Tek u limesu vrlo velikih kvantnih brojeva, tj. priblizenjem
klasi¢noj granici, maksimalni iznos impulsa vrtnje (5.47)) tezi u relaciju (5.37)
zbog n >> 1.

To dovodi do naizgled nerjesive kontradikcije, jer relacija (5.37)) nuzno sljedi
iz gibanja po orbitama Bohrovih radijusa , , pa ako je ona po-
gre$na, nije moguce da se elektron giba po tim putanjama. Ali, to su jedine
putanje koje daju ispravne kvantizirane energije . [Rekli smo dovoljno
o Sommerfeldovom poopcenju na elipti¢ne orbite da bi bilo jasno da ono ne
daje izlaz iz tog proturijec¢ja. Naime, iako to poopcéenje omogucuje vise dis-
kretnih vrijednosti L za istu energiju, to jest za isti glavni kvantni broj n,
pokazuje se da te vrijednosti nisu to¢ne. Na primjer, relacije i
su takoder u neskladu s , pa su pogresne su kao i ] Ipak, zbog
dobrih predikcija za energijske razine (5.29)), ne mozemo olako odbaciti Bo-
hrov model. Jer, kako je istakao Einstein, neceg tu ima, inace tesko da bi
se dobila jos i savreno to¢na teorijska predikcija R/ch = Ry za precizno
izmjerenu Rydbergovu spektroskopsku konstantu.

[zlaz iz kontradiktorne situacije daje tek napustanje (kod opisa
kvantnih mikro-objekata) takvih ostro odredenih putanja kao $to
su keplerovske orbite kakve se pretpostavljaju u Bohrovom modelu
i Sommerfeldovom poopcenju istoga. Naravno, ne samo tamo; opéenito
se u klasi¢noj mehanici racunaju takve to¢no odredene putanje rjeSavanjem
klasi¢nih jednadzbi gibanja, ako su poznati pocetni uvjeti u odredenom casu.
Na primjer, odredenu klasi¢nu putanju 7(¢) materijalne tocke mase m na koju
djeluje neka sila F'(t), mozemo dobiti rjesavanjem Newtonove jednadzbe

d?r
= m —
dt?

ako znamo polozaj 7(ty) i brzinu v(tg) = dr/dt(ty) u po¢etnom Casu t = t.
(Jedan jednostavan, a vazan primjer za to, je klasi¢no rjeSenje za pu-
tanju jednodimenzionalnog harmonickog oscilatora, koje potpuno odreduje
polozaj z(t) i brzinu &(t) = dz/dt(t) u svakom ¢asu ¢ ako su poznati x(tg)

(1), (5.48)
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5.3. Status Bohrovog modela u razvoju kvantne teorije

i #(tp) u nekom ¢asu t = ty,. Nasuprot tome, kao $to ¢emo vidjeti kasnije,
jednadzbe kvantne teorije daju predvidanja samo za vjerojatnosti, iako to na
kraju dovodi do vrlo to¢nih predvidanja za mjerljive fizikalne veli¢ine.)

Da ostro odredene putanje nisu potrebne za objasnjenje ispravnih kvanti-
ziranih energija (5.29), uvidamo zahvaljujuéi tzv. virijalnom teoremu [34]
koji je statisticke naravi jer se odnosi na vremenske prosjeke raznih mehanic-
kih veli¢ina. Za jednu cesticu koja se giba pod utjecajem centralne sile koja
o radijusu ovisi kao F'(r) oc r* tako da je ovisnost potencijalne energije

V(r)=Krett, (5.49)
virijalni teorem daje ovu vezu izmedu prosjecne kineticke energije
(T') i prosjecne potencijalne energije (V):

_a+1
2

gdje uglate zagrade (...) oznacavaju prosjek preko jednog kompletnog perioda
gibanja.

(T) vV, (5.50)

U slucaju sila koje ovise o inverznom kvadratu radijusa, kao gravitacijska

ili ovdje relevantna Coulombova sila, imamo a = —2, pa slijedi
1
(T) = —5 (V). (5.51)

Ovo je ocigledno statisticka verzija relacije (5.14)), ali za razliku od nje, vrijedi
ne samo za gibanje po kruznici, nego vrijedi za bilo kakvo periodicko gibanje
¢estice zarobljene centralnom silom koja o 7 ovisi kao 1/r?%.

Do kvantnog skoka [poput ((5.5))] u neko drugo stacionarno stanje, energija
stacionarnog stanja se ne mijenja (tj. sacuvana je, £ = konstanta), pa
(E) = E. Zato uvijek vrijedi ne samo £ =T + V|, nego i

E=T)+(V)=—-(T)==(V). (5.52)

Kako je tu potencijalna energija Coulombova [usporedite s jednadzbom (5.16])],

V) = -2

), (5.53)

r
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5. Prvi uvidi u strukturu atoma i put od stare kvantne prema pravoj
kvantnoj teoriji

za reproduciranje tocnih energijskih razina nije potrebno specificirati
neku odredenu stazu elektrona, nego je dovoljno da raspodjela polozaja elek-
trona u vodikovom atomu statistick: bude takva da mu prosjek reciprocnog
radijusa u stanju s n-tom dozvoljenom energijom (tj. u n-tom “stacionarnom
stanju”) iznosi

<%> = n%ao (odakle slijedi £ = E,, = —% ). (5.54)
Moderni kvantnomehanicki ra¢un daje upravo taj rezultat, a ne relaciju
5.20)). Doduse, neke slicnosti ima, a i relacija potvrduje da skala ag
5.28) ima fundamentalnu ulogu. Sto je to, sto je u Bohrovom modelu ipak
dobro, postaje jos jasnije kad se pokaze da rjesenja Schrodingerove jednadzbe
daju takve raspodjele vjerojatnosti nalazenja elektrona da je u stanjima s
maksimalnim impulsom vrtnje za dati n, najvjerojatniji' radijus r dat
sa r, = n%ag, a prosjecni radijus sa (r) = n?ag [1+1/(2n)]. Dakle, u limesu
vrlo visokih kvantnih brojeva, tj. vrlo visokih energija i vrlo visokih impulsa
vrtnje, relacija je dobra barem u smislu prosjeka. Zato je, preko prin-
cipa korespodencije i relacije , dovela do ispravnog rezulata ([5.28]) za
skalu ag.

5.4 Bilanca zastoja pred prekretnicom

Bohrova pretpostavka da je dovoljno klasi¢éne fizikalne zakone do-
puniti nekim kvantnim uvjetima pokazala se neto¢nom; odnosno,
takva mjesavina je imala vrlo ograni¢enu primjenjivost.

Ipak, visegodisnji rad koji je u velikoj mjeri bio inspiriran i mo-
tiviran Bohrovim modelom, konac¢no je doveo do moderne formu-

lacije kvantne mehanike.

Bohrov se model usporeduje s krhkim mostom preko provalije
koji se raspao ¢im se preko njega preslo na tlo moderne kvantne

TPodsjetite se §to o rjeSenjima Schrodingerove jednadzbe za vodikov atom kaZze vad
udzbenik iz kolegija “Osnove fizike”, Young and Freedman, University Physics.
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5.5. Zadaci 5

mehanike. Dakle, njegov paradoks je u tome da iako je u mnogo
¢emu pogresan, ipak ima nezobilaznu ulogu u razvoju kvantne te-
orije. Naime, neki njegovi elementi, odnosno pojmovi koje je uveo,
jesu tocni: pojam stacionarnih stanja (tj. dio prvog postulata),
drugi postulat u cjelini, princip korespondencije, opéi koncept
kvantizacije impulsa vrtnje (iako je relacija netocna), te
pojam kvantiziranih energija vezane cestice — sve je to prisutno i
igra kljuénu ulogu u kvantnoj mehanici.

5.5 Zadaci 5

5.1.) Po klasi¢noj elektrodinamici, akcelerirani naboji moraju zraciti.

2 e2q?
3 3

je klasi¢ni nerelativisticki rezultat (ali koji ima i relativisticko poopéenje) za
snagu P koju zra¢i naboj e koji trpi ubrzanje a. Ako pretpostavimo da u

casu t = 0 vodikov atom ima radijus od 1A, te da se elektron u njemu giba
po kruznoj stazi,

Slavna Larmorova formula P =k

(5.55)

a) Kolika je akceleracija a u ¢asu t = 07
b) Kolika je pocetna frekvencija kojom atom zraci?

c¢) Koliko vremena treba da se radijus smanji od 1A do 0.1A? (Radi jednos-
tavnosti pretpostavimo da je ubrzanje a konstantno.)

d) Kolika je frekvencija elektromagnetskog zra¢enja atoma na radijusu od 1
A, 05A10.1 A pod tim pretpostavkama?

5.2.) Nadite najmanju udaljenost na koju se projektil naboja ze i mase

tPrincip korespondencije je naravno opéenitiji od Bohrovog modela. Zelimo medutim
naglasiti da u limesu velikih kvantnih brojeva, Bohrov model daje korektan klasi¢ni limes
u skladu s principom korespondencije.
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5. Prvi uvidi u strukturu atoma i put od stare kvantne prema pravoj
kvantnoj teoriji

M moze pribliziti centru fiksiranog Coulombovog potencijala naboja Ze
ako je projektil: a) proton, b) deuteron, c¢) triton, d) a-Cestica.

Kako se medusobno odnose udaljenosti u slu¢ajevima a)-d) ako su ulazna
brzina projektila i atomski broj Z uvijek isti?

Provedite numericki ra¢un za konkretne vrijednosti Z = 79 (atomski broj
zlata) i ulazne, asimptotske brzine vy, =2 - 107 m/s.

5.3.) a) Pokazite da su za jednoelektronske sustave proizvoljnog atomskog
broja Z (dakle ione Het, Li*™* itd.) kvantizirani radijusi stacionarnih orbita
Bohrovog modela dani izrazom

Th=Nn"———s—= —mn" =n"r, (n=1,2,3,...). (5.56)

b) Nadite formulu koja povezuje Bohrov radijus ay s Comptonovom valnom
duljinom elektrona A¢.

5.4.) Pokazite da su za jednoelektronske sustave proizvoljnog atomskog
broja Z, diskretne vrijednosti energija elektrona u stacionarnim stanjima

7o 1k2Zz%e*m.  Z*R
" on2 2R2 2

. (n=1,2,3,..). (5.57)

5.5.) Ako je energija pobudenog atoma vodika jednaka —3.4 eV, koliki je
iznos impulsa vrtnje L po Bohrovom modelu (tj. po “staroj kvantnoj teoriji”)?

Usporedite taj L s moguéim iznosima pravog impulsa vrtnje, za koje to¢na
kvantna teorija nalazi da moraju biti oblika L = h/I(l + 1), gdje je [ bilo
koji cijeli broj izmedu [y, = 0 1 [hax. Iskoristite da ¢emo za atom vodika
kasnije na¢i da je njegovom elektronu [y, ogranicen, i to izrazom [y, = n—1,
gdje je n glavni kvantni broj.

5.6.) Neka je atom vodika u stanju s velikim glavnim kvantnim brojem
(tzv. Rydbergov atom), recimo n = 100. Koliki je onda iznos impulsa vrtnje
L po Bohrovom modelu, a kolika su, redom, tri najmanja, te tri najveca
moguca iznosa veli¢ine orbitalnog impulsa vrtnje po to¢noj kvantnoj teoriji?
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5.5. Zadaci 5

Usporedite dobivene rezultate, te komentirajte slaganje s Bohrovim princi-
pom korespondencije izmedu stare i prave kvantne teorije, te klasicne fizike.
Priblizavamo li se limesu klasi¢ne fizike ako n raste ali [ ostaje mali?

5.7.) Izvrijedni izraz za brzinu (5.46) elektrona u stanju Coulombovog os-
cilatora za nekoliko karakteristi¢nih udaljenosti od jezgre (odnosno protona,
ako Z = 1): 2 = 0.752°, ay, 0.1ag, ap/100, ap/1000, 10~ *m, 10~ m.
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Poglavlje 6

De Broglieovi valovi 1
Schrodingerova jednadzba

Do pocetka dvadesetih godina postalo je jasno da je napredak teorijskog
razumijevanja kvantnih fenomena u ozbiljnom zastoju. Ne samo da nakon
Sommerfeldovog poopéenja Bohrovog modela i ukljucenja relativistickih efe-
kata u takav opis atoma vodika nije bilo novih uspjeha, nego se nikako nije
uspijevalo doé¢i do objasnjenja za Bohrove kvantne postulate.

6.1 Kraj pocetka: de Broglieva hipoteza o
valovima materije

Zmnanstveni je proboj konac¢no doSao 1923. na neocekivan nacin i iz neoce-
kivanog smjera. Francuski princ Louis de Broglie, tada doktorski student
fizike, predlozio je da kvantna dualnost bude simetri¢na: kako su Einsteinovi
kvanti elektromagnetskih valova (fotoni) pokazivali ¢esti¢na svojstva, tako
i Cestice mora da imaju valna svojstva, smatrao je de Broglie. Konkretno,
kako su kod fotona njegovi Cesti¢ni parametri, energija i impuls, Planckovom
konstantom povezani s frekvencijom i valnom duljinom odgovarajuceg vala,

E=hv =hw, te p=—=h— = —-=hk, (6.1)



6.1. Kraj pocetka: de Broglieva hipoteza o valovima materije

trebalo bi da te relacije vrijede i za masivne mikro-objekte poput elektrona i
protona, predlozio je de Broglie. Drugim su se fizicarima oni dotad ¢inili kao
obic¢ne klasi¢ne cestice, dakle kao nekakva elektricno nabijena zrnca sacme,
samo jako malena. Njihova masa m > 0 zaista ¢ini drasti¢nu razliku, jer zbog
nje mogu mirovati; to jest, postoji referentni sustav u kojem im je brzina nula,
a nikako ne mogu egzaktno dosegnuti brzinu svjetosti c. Nasuprot tome masa
fotona je nula, pa se (u vakuumu) uvijek, u svakom referentnom sustavu,
kre¢u brzinom svjetlosti ¢ = vA. Odatle hv = E, = ¢p, = ch/\ = chk,
pa u izrazi za energiju i impuls konzistentno slijede jedni iz drugih u
slu¢aju fotona. Veéina je medutim tesko uvidala da relacije ipak mogu
i za masivne Cestice konzistentno funkcionirati i u relativistickoj i u nerela-
tivistickoj granici. (Vidi na pr. rijeSeni Zadatak 6.3.) Zato je de Broglieva
hipoteza docekivana ne samo sa sumnjom, nego ¢esto i s podsmijehom, sve
dok ju Davisson i Germer, te nezavisno G.P. Thomson, nisu eksperimentalno
potvrili 1927. No brzo se procula, te stekla i mnogo pristasa, jer je konac¢no
dala objasnjenje za misteriju Bohrovog postulata formuliranog preko kvanti-
zacije impulsa vrtnje (5.37)):

n—=nh=L=rp=r = nA=2mr. (6.2)

2

> >

Tako zapravo veoma pogresna, relacija L = nh se tada jo$ smatrala
neizbjeznom za objasnjenje spektra diskretnih energija atoma vodika u do-
zvoljenim stanjima, ali do tada je bilo posve neobjasnjivo od kuda potjece.
De Broglievom se hipotezom medutim svela na 277 =nA, n € N, tj. na
uvjet postojanja stojnih valova na kruznici radijusa r, gdje cijeli broj valnih
duljina mora biti jednak opsegu kruznice, kao $to se vidi na Slici [6.1}

Veé¢ nakon nekoliko godina, daljim razvojem teorije na osnovi de Broglieve
hipoteze, a osobito rjesavanjem Schrédingerove jednadzbe za vodikov atom,
postalo je jasno da je stacionarnost kvantnih stanja zaista povezana sa stoj-
nim kvantnomehanic¢kim valovima, ali i da su Slika i formula (6.2)) tek
naivna ilustracija toga. Takoder se pokazalo da Bohrova relacija daje
pogresne veli¢ine impulsa vrtnje L. Medutim, mozemo odmah lako pokazati
i jednu primjenu de Broglieve valne duljine A = h/p od vrlo velike trajne
vrijednosti. To je rjeSenje zagonetke stabilnosti atoma. Usput ¢emo
doé¢i do boljeg razumijevanja zasto je Bohrov radijus dobra procjena
veli¢ine atoma.
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6. De Broglieovi valovi i Schrodingerova jednadzba

Slika 6.1: Lijevo je ilustracija stanja gdje po kruznici ide val valne
duljine koja nema poseban odnos prema opsegu orbite. Tako ne
zadovoljava ni uvjet stacionarnosti, nego ¢e se brzo ponistiti des-
truktivnom interferencijom. Desno je pak ilustracija stanja kada
na kruznici moze postojati stojni val, jer opseg kruznice odgovara
cijelom broju valnih duljina. Upravo je to uvjet stacionarnosti,
dat relacijom nA = 27r. Ovdje je konkretno opseg jednak Sest
valnih duljina. Ako su to de Broglieve valne duljine, onda desna
slika ilustrira stojni de Brogliev val koji bi odgovarao stacionarnom
stanju vodikovog atoma u Bohrovom modelu s kvantnim brojem
n = 6; dakle, stojni val na kruznici Bohrova radijusa rg = 36 ay.
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6.1. Kraj pocetka: de Broglieva hipoteza o valovima materije

6.1.1 De Broglieva valna duljina i stabilnost
kvantnih sustava

Nerelativisticku energiju cestice (FEnye1) mozemo pisati kao zbroj njene nere-
lativisticke kineticke energije T' = p?/2m i njene potencijalne energije V. U
sluc¢aju elektrona zarobljenog u vodikovom atomu, V' = V(r) je Coulombov
privla¢ni potencijal izmedu elektrona i jezgre u ishodistu (r = 0), pa

P o2 2 2 B2 o2

Frxww =T+V = 2 . & = ke = k.S (63
Nrel + 2m T 2m A2 T 2m b2 r2 r (6.3)

Druga jednakost u je relacija radi koje smo se pitali zasto elektron ne
padne na jezgru gubedi energiju elektromagnetskim zracenjem, kad ta relacija
naizgled nema konac¢nog potencijalnog minimuma. Ali sada je uvedena pros-
torna skala, de Broglieva valna duljina A, koja karakterizira sam elektron, pa
je za ocekivati da postoji mehanizam koji se protivi lokalizaciji elektrona na
radijuse r koji su drasticno manji od njegove vlastite valne duljine. Buduci
da je iznos impulsa obrnuto proporcionalan toj valnoj duljini, p = h/\, taj
mehanizam je ocito kineticka energija 7', koja je to veca Sto je A manji, pa
¢e dati efektivni odbojni potencijal. Iz dimenzionalnih razloga mozemo pi-
sati A = br, gdje je b nekakva pozitivna bezdimenzionalna veli¢ina, pa slijedi
zadnja jednakost u (6.3). Budué¢i da pozitivan doprinos kineticke energije
T o 1/r* nadjac¢ava privla¢nu, negativnu potencijalnu energiju V oc 1/r za
dovoljno mali r, dok je za dovoljno velike r obratno, de Broglieva hipoteza
dovodi do ukupne energije s minimumom na r > 0. (Sve to ilustrira Slika
6.21) Stoga nema pada elektrona na jezgru, nego je atom stabilan, s rav-
noteznom udaljenosti elektron-jezgra iznosa r = rymy na kojoj energija

(6.3) ima minimum.

Uvjet minimuma energije je da derivacija energije (6.3)) po r iS¢ezava:

aE re - . h2 1 2w 2
81; ! =0 Sto daje TMIN — kce—zmb_2 = Qo (?) y (64)

gdje smo prepoznali osnovni Bohrov radijus r = ag (5.28)).

Dakle, pokazali smo stabilnost atoma u opéem smislu, razmatra-
njem balansa energije kvantnih Cestica (kvantona) koje imaju valnu duljinu
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6. De Broglieovi valovi i Schrodingerova jednadzba

Slika 6.2: Prikaz kineticke, potencijalne 1 ukupne energije

6.3]) masivnog elektricno nabijenog kvantona vezanog

privlacnim Coulombovim potencijalom. Zbog A = br,
veza impulsa i de Broglieve valne duljine p = h/A
pretvara kineticku energiju masivnog kvantona u efek-
tivni odbojni potencijal koji stabilizira to vezano stanje
(atom), jer s Coulombovim potencijalom daje ukupnu
energiju s minimumom na konacno velikom radijusu
6.4), r = rum = h?/(kee2mb?).
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6.2. Valne funkcije de Broglievih valova zadovoljavaju Schrodingerovu
jednadzbu

A = h/p. Medutim, za konkretniju sliku strukture atoma naravno trebamo
konkretniju specifikaciju bezdimenzionalne veli¢ine b.

Ako na primjer pretpostavimo da su stacionarna stanja vodikovog atoma
moguca samo kada na kruznim orbitama njegovog elektrona postoji stojni
val, time zahtijevamo da de Broglieva valna duljina vezanog elektrona mora
zadovoljavati uvjet postojanja stojnih valova na kruznici (6.2). U tom slu-
¢aju bezdimenzionalni faktor b iznosi totno b = 27 /n. Radijusi koji
minimiziraju energiju su tada odgovarajuc¢i Bohrovi radijusi r,,, a odgovara-
juce stacionarne energije za sukcesive slucajeve n = 1,2, 3... upravo energije
E,, potrebne za reproduciranje generalizirane Balmerove formule ([5.19)):

2
Twin = Tn = Gon° E, = ke _B___a mc? (6.5)
MIN — — = — = — = — . .
" ’ " 2 agn? n? 2n?

Apsolutno stabilno stacionarno stanje je naravno osnovno stanje s n = 1 i
najnizom moguéom energijom F; = —amc?/2 = —R = —13.6 V.

Naravno, ovo ne znac¢i potvrdu temeljne ispravnosti Bohrovih kvantnih
uvjeta, jer ostaju problemi poput neispravno date kvantizacije impulsa vrtnje
i s tim povezana nekonzistentnost opisa kvantnih sustava preko ostro
definiranih radijusa u stacionarnim stanjima. To se prevladalo, i ispravne
kvantnomehanicke rezultate (poput prosje¢nih vrijednosti i (5.54)) do-
bilo racunima pomocu valnih funkcija, do kojih se pak doslo teorijskom
nadogradnjom prvobitne de Broglieve hipoteze.

6.2 Valne funkcije de Broglievih valova zadovo-
ljavaju Schrodingerovu jednadzbu

Naime, ako se kvantnim Cesticama (kvantonima) pridruzuju frekvencije i
valne duljine, to znadi da osciliraju u vremenu (¢) i prostoru (r). Te vre-
menske i prostorne oscilacije kvantnih cestica, koje je de Broglie smatrao
“valovima materije”, treba da su, kao i ostali valovi, matematicki opisane
valnim funkcijama W(r,t) koje su rjeSenja odgovarajué¢ih kvantnih valnih
jednadzbi. Medutim, te jednadzbe su se za masivne kvantne Cestice pocele
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6. De Broglieovi valovi i Schrodingerova jednadzba

otkrivati, pocevsi sa Schrodingerovom jednadzbom, tek koju godinu
nakon de Broglieve hipoteze 1923. On je i bez njih, pa dakle i bez njihovog
rjeSavanja, na osnovi teorije relativnosti spekulirao da “valovi materije” slo-
bodnih masivnih kvantnih ¢estica imaju prostorno-vremensku ovisnost ana-
lognu onoj slobodnih (tj. bezizvornih) elektromagnetskih valova, poput pu-
tujucih ravnih valova . To jest, pretpostavio je da za slobodne Cestice
te valne funkcije mogu biti sinusne (i kosinusne) funkcije relativisticki inva-

rijantnih faza ¢(z,t) = ka F wt (vidi Sekciju [6.3)).

Zmnaci, de Broglieu su inspirativan primjer bili elektromagnetski valovi u
vakuumu. Oni se za svaku frekvenciju odnosno valnu duljinu, Sire istom (i
to maksimalnom moguéom) brzinom ¢ = \/7 = vA = w/k. Zato na primjer
¢lanove u , tj. kosinusne valove, mozemo ovako napisati kao manifestno
putujuce brzinom ¢ prema +oo ili —oo:

cos p(x,t) = cos[27r(f F E)] = cos [Q—W (xq:ct)} = cos|k(zFct) .

AT A
(6.6)
(Tu smo, radi koncentracije na aspekte bitne ovdje, ispustili vektore polari-
zacije ey, buduéi da ih ionako nema u tom obliku kod de Broglievih valova
masivnih kvantnih ¢estica).

No i onda kada iznos brzine w/k = v(w) nije konstanta nego ovisi o frekven-
ciji, to je svejedno brzina monokromatskog vala, a ¢(z, t) svejedno predstavlja
fazu putujuceg vala. De Broglie je ne samo za fotone, nego za sve mikro-
Cestice pretpostavio Planck-Einstein-de Broglieove kvantne veze izmedu
vrijednosti ¢esticnih parametara F i p, te vrijednosti valnih parametara w i A,
koji su naravno tada jo$ bili sasvim hipotetski. Na primjer, faza hipotetskog
monokromatskog vala masivne cestice, koji rastom vremena ¢ putuje prema
veéim x, bila bi

(Et—pux),
(6.7)

onle,t) = 27 (vt =) = —h(z—v(@)t) = wt—kz =

St =

kao i kod fotona, dakle relativisticki invarijantna (vidi Sekciju [6.3)).

Kada se o tim hipotetskim de Broglievim valovima raspravljalo na sve-
ucilistu u Baselu, Schrodingeru je njegov Sef Debye istakao da je neozbiljno
raspravljati o nekakvim valovima ako ne znamo njihovu valnu jednadzbu.
Zato ju je Schrodinger odlucio nac¢i. To mu je i uspjelo.
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Schrédingerova originalna diskusija izlazi iz okvira ovog kolegija. lonako
treba uociti da je i on svoju jednadzbu viSe “napipao” nego “izveo” u strogom
smislu, jer to i nije moguce s klasi¢ne razine, buduéi da je ta nova, kvantna
jednadzba gibanja fundamentalnija od onih na klasi¢noj razini. Mi ¢emo
se zadovoljiti time da, pocevsi od najjednostavnijeg primjera valne funkcije
oblika ravnog vala, postepeno “pogadamo i provjeravamo” njene sve slozenije
verzije. Od najjednostavnijeg sluc¢aja slobodne Cestice prije¢i éemo na nesto
slozenije slucajeve usput se pomazuci plauzibilnim heuristickim pretpostav-
kama.

Sad ¢emo si jako pomoéi tako Sto ¢emo unaprijed preuzeti saznanje da
su kvantne valne funkcije kompleksne. Zato se trenutno neé¢emo baviti pu-
tuju¢im valovima oblika sinusnih ili kosinusnih funkcija (6.6)), nego s njima
povezanim kompleksnim eksponencijalama, ili krace — faznim faktorima (“fa-
zorima”) € = cos ¢ + i sin ¢, poput putujuéeg vala u jednoj dimenziji,

¢k($at) x e—i({)k(m,t) _ ei(km—wt) _ e%(pac—Et)' (68)

Ravni val je monokromatski, jer sadrzi samo jednu frekvenciju w = 27
i samo jedan valni broj k = 27/\. Zbog Planckove relacije £ = hw odnosno
de Broglieve relacije p = h/\ = hk = h/X koje vrijede za sluc¢aj kvantnih
objekata, ravnom valu odgovara samo jedna, to¢no odredena energija
E i samo jedan, to¢no odreden iznos p linearnog impulsa.

Takvi jednostavni sluc¢ajevi ¢e nam pomoci da postepeno “pogodimo” kako
izgleda Schrodingerova jednadzba, i to najprije za slobodnu Cesticu. Naime,
ako potencijalna energija Cestice ovisi o polozaju, V = V(z), na nju djeluje
neiscezavajuca sila F(z) = —0V(x)/0x # 0, a ona mijenja impuls Cestice:

ov

B B d*z(t) _dp
—%—F(x)—ma(x)—m —

iz dt’

(6.9)

Tada ne bismo imali konstantan impuls kakav je u ravnom valu (6.8), nego
bi ovisio o vremenu i polozaju. Ni de Broglievu valnu duljinu A = h/p ne
bismo mogli precizno definirati, a eventualna valna funkcija bi morala biti

sloZenija od ravnog vala (6.8).

Zato ¢emo se za pocetak problem pojednostaviti tako Sto ¢emo se ogra-
nic¢iti na slucajeve kada V = konstanta, pa i linearni impuls p mora biti
konstantan. Maksimalno ¢emo pojednostaviti ako se ograni¢imo na slucaj
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slobodnih ¢estica, potpuno bez interakcije; to jest V = 0 svagdje. Prirodno
je tako poceti i zato Sto smo ravne valove uzeli po analogiji s elektromag-
netskim ravnim valovima koji su rjesenja slobodne valne jednadzbe,
one bez izvord (tj. bez naboja i struja). Kada su ti izvori prisutni, rjese-
nja Maxwellowih jednadzbi za promjenljiva polja odnosno putujuce valove,
znatno su kompliciranija. Ravni elektromagnetski valovi su ono sto u valnoj
optici odgovara Sirenju ravne zrake svjetla u optici zraka. Analognu situaciju
mozemo ocekivati i za de Broglieve kvantne valove, tzv. “valove materije”:
ravni valovi masivnih kvantona, kvantnih cCestica, trebalo bi da odgovaraju
pravocrtnom gibanju slobodne klasi¢ne cestice konacne mase, m > 0.

Slucaj nerelativisticke slobodne (V' = 0) kvantne Cestice znaci

2 2 1.2
ho = E o By = T= 2 = I°F (6.10)

2m 2m

i u ravnom “valu materije” . No tada i valna jednadzba koju on za-
dovoljava mora reproducirati relaciju izmedu impulsa p i nerelativis-
ticke kineticke energije, tj. energije slobodne masivne nerelativisticke cCestice,
E =T = p*/2m = H,. Ovaj zadnji simbol smo uveli zato §to se funkcija
energije izrazena preko impulsa (umjesto brzine) naziva Hamiltonova funk-
cija ili Hamiltonijan, oznaka H. Supskript ¢ na H oznacava da se radi o
slobodnom Hamiltonijanu, gdje V' = 0.

Da bi se to postiglo, oc¢ito je da na mora djelovati jedna parcijalna
derivacija po vremenu i dvije parcijalne derivacije po prostornoj koordinati,
uz odgovaraju¢u kombinaciju konstantnih faktora: mase cestice, Planckove
konstante i imaginarne jedinice i. Tako vidimo da ravni val ¢y(x,t) (6.8)
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu gibanja, tzv. slobodnu vremenski ovisnu
Schrodingerovu jednadzbu u jednoj dimenziji,

0 h? 92
th—V(r,t) = — — — ¥(x,t 6.11
g L@t) = — o o5 Uiz, t) (6.11)
za slu¢aj Gestice mase m, impulsa p i njima odgovarajuce energije E = p?/2m,
jer kada W(z,t) = ¢y(x,t), jednadzba (6.11) daje

2
E gz, t) = 2p_m Ur(x,t) , Yk, pakracenje ¢y reproducira £ =T = H.

(6.12)
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Matematika nas medutim uc¢i da je skup rjeSsenja jednadzbe ([6.11)) mnogo
veéi od {¢(x,t)}, Vk: buduéi da je ta jednadzba linearna, rjeSenje joj je i
svaka superpozicija ravnih valova ¢y (x,t),

= Z be Yr(x,t)  (by = proizvoljna konstanta Vk) , (6.13)

iako za razliku od ravnih valova vy (z,t), takva superpozicija ne odgovara
nekom odredenom impulsu p i energiji - Medutlm zbog ({6 od-
nosno w = w(k) = hk?*/2m @‘, jednadzbu (6 zasebno zadovoljava
svaki pribrojnik u superpoziciji (]@

No budud¢i da slobodna cestica ima kontinuirane mogucée vrijednosti im-
pulsa p, pa dakle i valnog broja k, superpozicija ravnih valova treba uklju-
¢ivati moguénost ne samo diskretne sume kakva je naznacena u (6.13)), nego
i kontinuirane. Kontinuirana suma je integral, pa opcenitu superpoziciju
valova datog k pisemo

(z,t) = /_ h b(k) Yi(z,t) dk = \/_ ) eke=iw®t g (6.14)

gdje koeficijente by zamjenuje kontinuirana funkcija b(k). Ovime koristimo
metodu tzv. Fourierove transformacije. To ¢emo dodatno pojasniti u po-
glavljima [9] i [I0] gdje detaljnije prou¢avamo opéenita rjesenja slobodne Sc-
hrédingerove jednadzbe. Ovdje je dovoljno prihvatiti da je integral suma
kontinuiranih infinitezimalnih doprinosa, te da derivacije po vremenu i pros-
toru mogu uéi pod integral. Tada, kao i za malo prije, uvrStavanjem
u provjerimo da i kontinuirana superpozicija zadovoljava slo-
bodnu Schréodingerovu jednadzZbu:

0 h2 ]C2 . hk2
—_— = (k 2m )
ih T U(z,t) \/ﬁ/ — dk
h? 02
S . 1
2m Ox? (z,1). (6.15)

buduci da djelovanje i ihd/0t s lijeve, kao 1 —(h?*/2m) 0*/dz* s desne strane
jednadzbe (6.11)), daju istu podintegralnu funkciju za svaki k, zbog (6.10)).
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6.2.1 Schrodingerove jednadzZbe s raznim potencijalnim
energijama V

Primijetimo da ako neiSc¢ezavajuca potencijalna energija Cestice ne ovisi o
polozaju, dakle ako V' = konstanta # 0, sila jos uvijek is¢ezava jer OV /0x =
0, pa impuls p ostaje konstantan, kao i valni broj k. Naravno, za datu
energiju £ je p manji, jer onda F nije cijela kineticka kao u (6.10)), nego je
diou V:

2 21.2
ho=E=T+V =2 4+v = YV =Ho+V =H. (6.16)
2m 2m
To sugerira da se Schrodingerova jednadzba treba iz (6.11)) promijeniti u
ih 0 U(z,t) e + V| U(z,t) (6.17)
1h — x — _—_— X . .
ot ’ 2m Ox? ’

Lako se vidi da tu jednadzbu zadovoljavaju opet ravni valovi , to jest
U(z,t) = Yr(x,t); naravno, sa smanjenim ali i dalje konstantnim vrijednos-
tima p odnosno k, reproducirajuéi relaciju za energiju s konstantnom
potencijalnom energijom V. Opet, tu jednadzbu zadovoljavaju i njihove op-

¢enite superporzicije (6.13) odnosno (6.14]). Naravno, pritom superpozicijama
(“mjeSavinama”) s raznim iznosima impulsa ni sada ne pripadaju odredene

vrijednosti energije (6.16]).

Jednadzba prirodno sugerira da vremenski ovisna Schrodingerova
jednadzba zadrzava isti oblik, linearan u valnoj funkeiji ¥(z,t), i onda kada
potencijalna energija nije konstantna, V = V(z), pa se impuls p = hk
mijenja. StoviSe, moguca je i ovisnost o vremenu, V = V(x,t), kada sustav
energiju gubi (emitira) ili ju prima (apsorbira). I zaista, kada se jednadzba
tako poopéi, dolazi se do ispravnih rezultata.

Medutim, takvim problemima, kada V # konstanta, pozabavit ¢emo se
tek nekoliko poglavlja kasnije, jer tada rjesenja W(z,t) moraju biti sloZenija
i na Zzalost teze dokuciva od ravnih valova 1y (z,t) i njihovih superpo-
zicija . Koliko je Schrodingerova jednadzba ((6.18) tada lakse ili teze
rjeSiva, ovisi za svaki konkretan problem o potencijalnoj energiji V(x,t).
Njoj zbog potpune opcenitosti ovdje dozvoljavamo jos i ovisnost o vremenu
t, pa vremenski ovisna Schrédingerova jednadzba glasi

0 n* 0?
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u najopcenitijem sluc¢aju u jednoj prostornoj dimenziji.

6.2.2 Poopcéenje na tri prostorne dimenzije

Dosad smo se zbog jednostavnosti ogranicili na funkcije samo jedne prostorne
varijable, 7 — x. I inaCe ¢emo tako cesto raditi, posebno onda kada se time
nista bitno ne gubi.

Medutim, sam zapis jednadzbi lako se poop¢i i na vise dimenzija. Umjesto
samo jedne koordinate z, u tri dimenzije imamo vektor polozajar = (z,y, 2)T,
kao i druge vektore, poput vektora impulsa p = (p,, py, p;)" 1 valnog vektora
k = p/h. U Kartezijevom koordinatnom sustavu, raspisujemo ih po kompo-
nentama pomocu jedini¢nih osnih vektora baze {e,,e,,e.}:

r=e,r+eyte,z, p=hk="nh(e,k,+e k,+e.k.), (6.19)
dok je valni broj k = |k| = \/kZ + k2 + k2 = p/h, a kineticka energija je

p2 B h2k2 B h2k2

T = Hy = Hyy = 6.20
0 K 2m 2m 2m ( )

Ravni val u tri dimenzije pisemo sli¢no kao , naime
wk(,’,7t) o e*icbk(ﬂt) _ 6i(k-r7wt) _ 6%(p-rfEt) ’ (621)

tako da je ovdje k-r <> kz (a za kvantne Cestice to ujedno znaéi p-r <> px)
jednostavan recept prelaska izmedu dimenzija 3 <> 1.

Na taj na¢in mozemo vidjeti da je jednodimenzionalnu slobodnu Schrédin-
gerovu jednadzbu lako poopéiti na trodimenzionalnu slobodnu Sc-
hrédingerovu jednadzbu . Naime, zbog px — p-7 = p,x+p,y+p.z u
fazi-argumentu ravnih valova, u Schrodingerovoj jednadzbi oc¢ito samo
trebamo prosiriti dvostruke parcijalne derivacije po z istim takvim dvostru-
kim parcijalnim derivacijama po y i z, pa dobivamo

n* [ 0* N 0? N 0?
ox?  Oy?> 022

— hQ 2
>wk(T,t) = —%V wk(r,t).

(6.22)

. 0
171@%(7",15) =

2m
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Tu jednadzbu trodimenzionalni ravni valovi (6.21]) oc¢ito zadovoljavaju, jer
reproduciraju E = p?/2m = Hy sve dok je energija u njima fiw = E =T
(6.20)), to jest, sve dok E oznacava energiju slobodne nerelativisticke cestice.

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, ako slobodnu trodimenzionalnu Sc-
hrédingerovu jednadzbu modificiramo neigéezavajuéom, ali konstant-
nom potencijalnom energijom V', opet ¢ée ravni valovi, ali trodimenzionalni
Y (r,t) , biti rjesenja koja ¢e konzistentno reproducirati nerelativis-
ticku energijsku relaciju

2 h2k2
hw=E=T+V =2 4y —
2m 2m

+V = Hy+V =H. (6.23)

Zbog linearnosti slobodne Schrédingerove jednadzbe ([6.22)) i njenog prosire-
nja s V = konstanta # 0, rjeSenja tih jednadzbi su ocito i superpozicije rav-
nih valova, dakle oblici (6.13)). (Jasno, uz supstituciju ¥x(z,t) — ¥g(r,t).)

Ako se ne ograni¢imo na slucajeve sa slobodnim rjesenjima (6.21), tj. ako
nemamo slucaj bez sile na kvanton, nego V' # konstanta, onda, kao i u jed-
noj dimenziji, uspjesna primjena u praksi pokazuje da se opéenita vremenski
ovisna Schridingerova jednadzba dobiva dodavanjem nekonstantne po-
tencijalne energije V' (r,t) u slobodnu jednadzbu ([6.22):

0 R,
1h§\11(r,t)— —%V +V(r,t)| ¥(r,t). (6.24)

To je kvantna jednadzba gibanja i u mikrosvijetu ima ulogu koju
u makrosvijetu imaju nerelativisticke jednadzbe gibanja klasi¢ne
mehanike, F = md?r(t)/dt>.

Kod veéine relevantnih problema, potencijalna energija nije ovisna o vre-
menu ¢. Tada mozemo pojednostaviti ovako: V(r,t) — V(7).

Koliko je Schrodingerovu jednadzbu tesko rijesiti, ovisi o tome kakav
je potencijal V(7). To naravno varira od problema do problema. Evo, mi smo
ju vec¢ rijesili ravnim valovima i njihovim superpozicijama i u jednoj
i u tri dimenzije u slobodnom slucaju, za V' = 0, pa i malo opcenitije, za
V' = konstanta. Schrodinger ju je rijesio i za Coulombov potencijal V(r) =
V(r) = —k.e*/r, te tako dobio prvi pravi kvantnomehanicki opis vodikovog
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atoma (u nerelativistickoj aproksimaciji i uz aproksimativnu pretpostavku
da je elektrostatski Coulombov potencijal tu jedina interakcija).

Naravno, rjeSenja W(r, t) uz takve V' (7) neusporedivo su sloZenija od ravnih
valova 1k (r,t) i njihovih superpozicija , te ¢emo se morati joS puno
potruditi da dodemo do razine da ih dobijemo, a preko njih i rezultate poput
(5-54), kojeg smo u prethodnom poglavlju prilikom diskusije samo naveli
kao ilustrativan primjer rezultata kakvi ¢e nam biti nuzni za razumijevanje
atoma vodika. No kao i ravni val (6.21)), sva rjesenja ¥(r,¢) moraju biti
kompleksna, zbog prisustva imaginarne jedinice, i, uz derivaciju po vremenu
u Schrédingerovoj jednadzbi.

6.3 O de Broglievoj relativistickoj motivaciji

Obi¢no se iznoSenje de Broglieve hipoteze prikazuje kao ¢ista spekulacija
motivirana samo prijedlogom simetri¢nosti izmedu fotona i masivnih cestica,
izreCenim zapravo na filozofskoj razini, a ovdje kratko iznesenim na pocetku
Sekcije[6.1] Zaista se na prvi pogled moze ¢initi tako, jer su kod fotona relacije
izmedu energije i frekvencije o¢igledno konzistentne s relacijama izmedu
impulsa i valne duljine (odnosno valnog broja k = 27/)) jer im je masa
jednaka nuli, m, = 0. Zato se u svakom referentnom inercijalnom sustavu
(u vakuumu) krec¢u brzinom svjetlosti ¢ = v\, pa hv = E, = c¢p, = ch/A =
chk. Dakle, foton je poseban jer ima masu nula i energiju mirovanja nula, a
njegova energija E. je bezmasena granica (m — 0) opcenitog relativistickog
izraza za energiju

E =FEq=cy(mec)?+p?, (6.25)

kao $to smo ve¢ istakli kod razmatranja Comptonovog efekta.

S druge pak strane, standardni nerelativisticki izraz za kineticku energiju,
tj. energiju nerelativistitke slobodne ¢estice, T = p?/2m = mwv?/2 mo-
zemo dobiti samo uz uvjet m > 0, tj. samo za masivnu cesticu. Naime,
relativisticku energiju razvijamo u potencije p?/(mc)? odnosno v?/c? :

2 1 2 1 4
_ - 2 p . 2 b D
E = E.q = mcy\/1+ aa mc (1 + 3 2.2 + 3 mid + > ,
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pa oduzimanjem energije mirovanja mc? = E; slijedi

2 2 2 2

mov muv (%
(%), (6.26)

p
Eyin = Era — 2oL 4 = 4=
k 1 — mc 2m+ 2( _U_Q)-i— 5

c2

2
N 2/.2
visih redova. Sve one nestaju u strogom nerelativistickom limesu v*/¢* — 0.

gdje mv?/2 = T, dok O(%) predstavlja relativisticke korekcije reda v?/c? i

Na prvi pogled osobito bode o¢i to da kad masena ¢estica miruje, pa zbog
p = 0 ima beskona¢nu de Broglievu valnu duljinu, zbog energije mirovanja
FEy = mc? ipak na neki nac¢in oscilira de Broglievom frekvencijom wg = mc?/h.
Nasuprot tome, fotonu prirodno is¢ezavaju i energija i impuls kada A — oo
odnosno (sasvim ekvivalentno) v — 0, u kojem sluc¢aju foton niti ne postoji.

Ipak, svi se ti prigovori ispostavljaju kao povrsni, jer de Broglieva hipoteza
ima snazno uporiste u ¢injenici da je karakteristi¢ni oblik faze — 0 kojoj
ovise putujuéi valovi i u elektromagnetskom i u de Broglijevom slucaju —
relativisticki invarijantan, bez obzira je li u relaciji izmedu energije i
impulsa m =0 ili m > 0.

Naime, inercijalne referentne sustave {x,t}, te {a’, '} koji se giba konstant-
nom brzinom u relativno prema prvom, povezuju relativisticke Lorentzove
transformacije (tzv. “potisci”) prostorno-vremenskih koordinata, ali i ener-
gije 1 impulsa (ili ekvivalentno, frekvencije w = F/h i valnog broja odnosno
inverzne valne duljine k = p/h = 1/X):

/

u
=t = Z2), o' =y (e —ut)  B' =5 (B —up) . ¥ =lp = ZE)
(

6.27)
gdje v, = 1/+/1 —u?/c2.

Faza (6.7)), tj. argument i ravnih “valova materije” i elektromagnetskih
valova poput (2.11)), simetri¢na je na Lorentzove transformacije (6.27) jer se
pod njima ne mijenja (invarijantna je):

Et — p/ i
h

Et—
=Wt Ko = wt—kr =~ T _ o(x,t),

(6.28)
bez obzira radi li se o masivnom ili bezmasenom kvantonu, to jest, bez obzira
ima li m u (6.25)) vrijednost nula ili ne.

¢/(l_/7 t/) —
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To ¢e nam pruziti simetrijski argument u prilog de Broglieve hipoteze, koju
smo u prethodnim sekcijama uzimali kao nesto sto je prihvaceno jer su ju
potvrdili eksperimenti, ali koja je prije toga bila iznesena kao intuitivna spe-
kulacija bez pravih fizikalnih argumenata. Medutim, de Brogliea je najvise
motivirala simetrija invarijantnosti oblika na relativisticke transformacije, sto
¢emo skicirati u sljede¢im odlomcima (naravno, pro¢iséeno od de Broglieve
zablude da i foton ima masu, iako tako malenu da ju (bar tadasnji) pokusi
nisu mogli detektirati).

Za bezmaseni kvanton, naime foton, ve¢ znamo da je Lorentz-simetri¢na
(“Lorentz-invarijantna”) prostorno-vremenska kombinacija energije i impulsa
Et — px kljuéna za Sirenje, kroz prostor i vrijeme, elektromagnetskih va-
lova poput (2.11)), jer eto predstavlja fazu ravnog vala upravo zbog Planck-
Einsteinovih veza F = hw i p = hk, koje smo prihvatili ve¢ u prva cetiri
poglavlja.

No vidimo da je ista ta kombinacija Et — pz potpuno jednako simetri¢na
(invarijantna) na Lorentzove transformacije i onda, kada su F i p energija i
linearni impuls masivnih cestica. Ta simetrija snazno sugerira da kombinacija
Et — px igra ulogu u Sirenju kroz prostor i vrijeme tih masivnih kvantona,
koja je analogna njenoj ulozi u Sirenju fotona. To jest, ta simetrija sugerira
da bude faza (i) nekakvih valova asociranih s masivnim kvantnim ¢es-
ticama, kao $to to i jesmo stavili u ravnom valu (6.8)), ili pak u ako

radimo u tri prostorne dimentije.

Medutim, za to je potrebno da i za masivne Cestice vri-
jede relacije £ = hw 1 p = hk, $to i jest de Broglieva
hipoteza.

Dakle, vidimo da za de Broglievu hipotezu postoji uvjerljiva motivacija ako
se zahtijeva simetrija na Lorentzove transformacije specijalne teorije relativ-
nosti. A jasno je da je taj zahtjev utemeljen, jer znamo da je ta simetrija
fundamentalna; u odnosu na nju je simetrija na “obi¢ne” Galileieve transfor-
macije samo aproksimativna, te primjenjiva u granici malih brzina, v/c &~ 0.
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6. De Broglieovi valovi i Schrodingerova jednadzba

6.4 Zadaci 6

6.1.) Izvedite izraz za rymy u (6.4)).

6.2.) Pomocu izraza za ryy u (6.4) i koriste¢i uvjet za postojanje stojnog
vala na kruZnici, pokazite da E, = —mc*a/(2n?) .

6.3) Poc¢ni od to¢ne, opcenite relativisticke veze izmedu energije E = FE,q,
impulsa i mase, pa nadi izraze za de Broglievu valu duljinu A\ = h/p u
op¢enitom slucaju, te u ultrarelativistickoj i u nerelativistickoj granici.

Rjesenje:

Opcenito je energija Cestice relativisticka, naime (4.4)):

E = Eg =cy(mce)? +p?, (6.29)
pa poseban slu¢aj m = 0 kao kod fotona () lako daje poznate relacije
E,=cp=ch/A=hv=h,te \=cTt=c/v=h/p <= X=c/w=1/k.

To jest, u bezmasenom slucaju, de Broglieva valna duljina jednaka je uobi-
¢ajenoj valnoj duljini elektromagnetskog zracenja.

U opéenitom slucaju (6.29) F = E, daje
Apl=ctpP=F — (mc?)? = (B —mc?) (B +mc?) (6.30)

rel

zbog Cega

1 h
p=1lpl = =VEa—mce Eaq+md = 3 - (6.31)
C

Odatle je opceniti izraz za de Broglievu valnu duljinu dat preko mase i op-
éenite energije Cestice

B hc
 VEa—-—mEVEq+ma

A (6.32)

U ultrarelativistickom limesu je energija mirovanja nula ili zanemariva u
odnosu na ostatak, Ey = mc®> ~ 0, pa gornji izraz postaje \ = hc/Ey. To
je opet isto Sto i gornji slucaj fotona, $to vidimo kad uvrstimo F,, = F = hv.
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6.4. Zadaci 6

Ako m > 0, moZemo izluciti energiju mirovanja mc?, te ju izdvojiti iz
ukupne energije:

2
E = E.q = cy/(mc)? + p? :mc2\/1—|— p2 5 = mc*+ Egn . (6.33)
m2c

2

Ono Sto ostane nakon izdvajanja energije mirovanja mc® = FEj, nazivamo
kinetickom energijom Fj;,. Ona se moze jako razlikovati od nerelativisticke
kineticke energije T" ako je impuls p velik, p 2 mec. Medutim, nas zanima bas
obratni rezim, p << mec. Tada je dovoljno korijen razviti do par najnizih
potencija:

1 p* 1 p
— 2 _ 2 2
Exin = Ere —mc® = mc (1—}— 3 e + S i + ... ) —mc*.  (6.34)

Zbog m > 0, moZemo pisati p = mwv//1 —v?/c?> (= mv u nerelativistic-
kom limesu), pa uvrstavanjem i oduzimanjem energije mirovanja mc? slijedi

2 2 2 2
P muv muv v
EBip=—4+..= ——+ .. = O(—=)=T 6.35
b 2m+ 2 ( —“—)+ 2 (02> ( )

c2

2
y 2/ .2
one nestaju u strogom nerelativistickom limesu v*/c* — 0.

gdje O(%) predstavlja relativistitke korekcije reda v?/c? i visih redova. Sve

Opéeniti izraz (6.32)) se zbog razdvajanja u (6.33)) najprije pise
B he N h
VExin V2mc? + By V2m Exin

a potom smo u zadnjoj aproksimaciji Fy;, ostavili kao faktor, ali kao pribroj-
nik zanemarili u odnosu na 2 mc?.

A

(6.36)

U strogom nerelativistickom limesu, gdje sve korekcije O(v?/c?) is¢ezavaju,
Eyn =T = p?/2m = mv?/2 egzaktno. Gornja relacija time postaje
h h h

A = = = —. (6.37)
2mT muv p

Taj izraz za de Broglievu valnu duljinu je potpuno konzistentan s njenom
definicijom (6.31]) preko iznosa impulsa u opéenitom relativistickom rezimu.
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6. De Broglieovi valovi i Schrodingerova jednadzba

Zaklju¢ujemo da se taj koncept i formula A = h/p moze koristiti konzis-
tentno u svim kinematickim rezimima, to jest i u relativistickoj i u nerelati-
vistickoj kvantnoj mehanici.

6.4.) Pokazite da ako kineticku energiju T u (6.37)) izraZavamo u elekton-
voltima (eV), onda je de Broglieva valna duljina elektrona u Angstrémima

priblizno data formulom
150
A=/ A,
T

Kako bi glasila formula koja bi A izrazavala u nanometrima?

6.5.) Razmotrite granicu u/c — 0 i obrazlozite kako se iz transformacije
Lorentzovih potisaka (6.27]) iz jednog u drugi inercijalni sustav u relativnom
gibanju, izvode odgovarajuce Galileijeve transformacije.

6.6.) Nadite de Broglieve valne duljine: (a) a-Cestica u Rutherfordovom
rasprsenju, uz tipi¢ne nerelativisticke kineticke energije od 4 MeV do 6 MeV,
te (b) elektrona u osnovnom stanju vodikovog atoma.

Obrazlozite zasto su se u opisu i objasnjenju Rutherfordovog eksperimenta
mogle uspjesno koristiti ostro odredene klasi¢ne staze a-cestica, dok su se
pokazale promasSenima njima analogne ostro odredene staze elektrona u Bo-
hrovom modelu.

Rjesenje:

(a) Nerelativisticki izraz daje de Broglievu valnu duljinu A ~ 7.2 fm
= 7.2-1071% m za a-Gesticu kineticke energije 4 MeV, a oko 5.9 fm za a-cesticu
kineticke energije 6 MeV. Znaci, obje su de Broglieve valne duljine reda ve-
li¢ine jezgre zlata, a nekoliko desetaka tisuca puta manje od veli¢ine atoma.
Dakle, u usporedbi s veli¢inom atoma ¢ija se struktura istrazivala Rutherfor-
dovim rasprsenjem, kretanje a-cCestica tako malih de Broglievih valnih duljina
dobro je opisano kretanjem po ostro odredenim (klasi¢nim) stazama.

(b) Elektron je u vodikovom atomu nerelativisticki ¢ak i u najdublje veza-
nom, osnovnom stanju, jer je kineticka energija T = p*/2m, = —FE; = 13.6

eV << mec? Tzraz (6.37) tada daje de Broglievu valnu duljinu elektrona
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6.4. Zadaci 6

A~ 3.3 A. To je ¢ak veée od vodikovog atoma (promjera oko 1 A) Zato je
valna priroda tu bitna, a oStro odredena putanja kao $to je Bohrova orbita
je oc¢ito neadekvatna.

6.7.) Iz klasi¢ne fizike, na primjer iz klasi¢nog elektromagnetizma, dobro
je poznato da kra¢im valnim duljinama postizemo preciznije razlucivanje. 1
obratno, moc¢ razluc¢ivanja pada pove¢anjem valnih duljina elektromagnetskih
(a i drugih, primjerice ultrazvuénih) valova koje mozemo koristiti za proma-
tranje objekata. Razmotrite kako bi se analogna razmatranja primijenila na

de Broglieve valove, te pokazite da tako mozemo dobiti grubu (ranu) verziju
tzv. Heisenbergovih relacija neodredenosti ((9.57)).

Rjesenje:

Polozaj ¢estice oznac¢imo Kartezijevom koordinatom z, jer nam je za poce-
tak dovoljno ograniciti se na jednu dimenziju. Tada i vektor impulsa cestice
ima samo komponentu p, duz osi x. Dolje simbol “ ~” znaci “procjena po
redu veli¢ine”.

Vec¢ je iz klasi¢nih razmatranja jasno da ne mozemo razluciti polozaj kla-
si¢nog objekta preciznije od, otprilike, valne duljine A valova (na pr. vidljive
svjetlost) kojima promatramo (lociramo) taj objekt, na pr. klasi¢nu cesticu,
tj. materijalnu tocku na polozaju x. Dakle, postoji neodredenost Ax ~ A u
odredivanju tog polozaja x. Zato tu neodredenost oc¢ito mozemo smanjiti jed-
nostavno tako da smanjimo valnu duljinu A, jer time postizemo bolje razluci-
vanje. Kod klasi¢nih, makroskopskih objekata takva odredivanja (mjerenja)
njihovog polozaja ne utje¢u na impuls objekta p, = muv,. Dakle, u principu
ga mozemo ga mjeriti s proizvoljnom to¢noséu, pa su samo prakti¢ni ekspe-
rimentalni problemi prepreka smanjenju na nulu neodredenosti impulsa Ap,.
Zmaci, tocnost istovremenog odredivanje polozaja i impulsa klasicne cestice
nije ogranicena.

Drugacija je situacija kod kvantnih cCestica, jer su to mikro-cestice pa im je
masa dovoljno mala da mjerenje polozaja utjece na njihov impuls p, = muv,.
Vidjet ¢emo da zato ne mozemo niti u principu istovremeno odrediti polozaj
i impuls do proizvoljne to¢nosti, tj. smanjiti istovremeno i Az i Ap, bez
ogranicenja.
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6. De Broglieovi valovi i Schrodingerova jednadzba

Recimo da taj masivni kvanton, primjerice elektron, Zelimo “gledati” tj.
odrediti mu polozaj = tako sto ¢emo na njemu rasprSivati elektromagnet-
ske valove — dakle, u kvantnom kontekstu, fotone. Ako im smanjimo valnu
duljinu A, da bismo smanjili neodredenost Ax izmjerenog polozaja masivne
kvantne Cestice, povecéat ¢emo impuls fotona h/\,. On se rasprienjem moze
u cjelosti prenijeti na masivnu ¢esticu. Stoga je njena neodredenost impulsa
data s Ap, ~ h/\,. Dakle, Ap, se povecava kada smanjenjem valne duljine
fotona A, smanjujemo neodredenost polozaja elektrona Az, pa umnoZak te
dvije neodredenosti ostaje procijenjen Planckovom konstantom:

Ax Ap, ~ h. (6.38)

(Dakle, produkt neodredenosti polozaja i impulsa moZe se neograni¢eno sma-
njivati samo u klasi¢énoj granici h — 0.)

Isto nalazimo ako pokusamo upotrijebiti neku drugu metodu. Primjerice,
elektronima mozemo mjeriti polozaje i tako da registriramo njihove udare u
raznim tockama nekog detektora (recimo scintilacijskog zaslona od cinkovog
sulfida). Sada de Broglieva valna duljina elektrona daje procjenu njegove
neodredenosti polozaja Az: elektroni koji imaju de Broglievu valnu duljinu
A bit ¢e detektirani u raznim tockama rasutim po intervalu Sirine Az ~ .
No i njihov je impuls dat tom valnom duljinom: p, = h/\. Prilikom sudara
sa zaslonom, mogucée je njegova promjena; moze se izgubiti ili ¢ak obrnuti
smjer, p, — —p,. U svakom slucaju, procjena neodredenosti impulsa je
Ap, ~ h/\, te promjena A djeluje na Ap, to¢no obratno nego na Az, tako
da opet dobivamo “grubi oblik” Heisenbergove relacije neodredenosti
(koja u preciznijem obliku glasi Az Ap, > h/2 = h/(47)).

Naravno, u tri dimenzije sve to mozemo ponoviti i za ostale nezavisne
smjerove, te dobiti analogno

Ay Ap, ~ h i AzAp, ~ h. (6.39)

(Kada budemo dulje raspravljali samo u jednoj dimenziji, pojednostavnit
¢emo notaciju ispustanjem oznake komponente, p, = p, Ap, = Ap.)

6.8.) Da biste dopunili uvid iz Zadatka 6.6, usporedite Sto Heisenbergove
relacije neodredenosti kazu o neodredenosti impulsa, neodredenosti brzine
Av = Ap/m, te kineticke energije u sluc¢aju elektrona i u slucaju a-cestice

139



6.4. Zadaci 6

ako im je polozaj izmjeren do na toénost od 0.1 A i 0.01 A(dakle, oko desetine
i oko stotnine promjera atoma vodika).

a) UCinite to za “grubu” relaciju neodredenosti (/6.38)), te

b) za relaciju neodredenosti (9.57) gdje ne samo da je desna strana h/2 =
h/(47) umjesto h, nego relacija Az Ap s njom nije “procjena po redu veli-
¢ine”, ~, nego >. Usporedite s dijelom a).

6.9.) Pokazite da iz Heisenbergovih relacija neodredenosti nuzno slijedi sta-
bilnost atoma.

(Uputa: Radite po analogiji s podsekcijom de Broglieva valna
duljina i stabilnost kvantnih sustava, gdje se zahvaljuju¢i postojanju
prostorne skale A elektrona i njene veze s impulsom cestice, njegova ukupna
energija (/6.3 minimizirala na kona¢noj udaljenosti od jezgre.)
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Poglavlje 7

Eksperimenti kazu: kvantni valovi
su valovi vjerojatnosti, a njihove
jednadZbe su linearne

7.1 Eksperimenti s kvantnim cesticama poka-
zuju interferenciju valova s de Broglieovim
valnim duljinama

Kao $to smo izlozili u Poglavlju [6] godine 1923. je de Broglie iznio hipo-
tezu (i njome doktorirao 1924.) da ne samo fotoni nego sve kvantne Cestice
(“kvantoni”, “mikro-cestice”) imaju (i) valnu prirodu. Ona se kvantitativno
izrazava preko njihove frekvencije v i valne duljine A\, odnosno preko kruzne
frekvencije w i valnog broja k. Sve su te veli¢ine povezane s energijom E i s
linearnim impulsom p istim formulama kao i kod fotona:
h 27 h
E =hv=hw, p=hk, te ]p|—)\—h)\ X—h!k!,(?.l)
gdje je Planckova konstanta h = 6.62607015 x 1073* Js, a tzv. reducirana
Planckova konstanta i = h/(27) = 1.054571817 x 1073* Js = 6.582119569 x
10722 MeV's, i gdje smo (u ovom slu¢aju) pedantno oznadili apsolutne vri-
jednosti (module) kod linearnog impulsa p i valnog broja k, jer oni imaju i
smjer, a ne samo iznos kao energija, frekvencija i valna duljina.
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7.1. Eksperimenti s kvantnim ¢esticama pokazuju interferenciju valova s de
Broglieovim valnim duljinama

n=2
n=1
n=0_
monochromatic
lanar wave
e.g. alaser)
screen with optical optical screen
two slits sCcreen front view)

Slika 7.1: Je li neka pojava valna ili nije, kaze nam prisutnost odnosno odsut-
nost interferencije kod nje. Youngov pokus s interferencijom vidljive svjetlosti
je tako jos pocetkom XIX stolje¢a pokazao da je svjetlost valna pojava. Ovdje
je prikazan u modernoj verziji gdje svjetlost interferira nakon prolaska kroz
dva proreza (toliko uska da se moze zanemariti ogib na svakom od njih). To

znaci da interferentni ¢lan (7.11) G # 0, pa ukupni intenzitet G (7.10)

fer
nije zbroj pojedinac¢nih intenzitet& porijeklom iz proreza 112: G # G+
Izvor: inductiveload - Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1663904

® 0e0 0% 0" n.-.ﬂgzzgz,z

:o: o:.:O::. i m

particles

screen with optical optical screen
two slits screen front view)

Slika 7.2: Klasi¢ne cestice ne pokazuju interferenciju. U svakoj tocki detek-
torskog zaslona, broj Cestica je zbroj ¢estica pristiglih iz proreza 1 i iz proreza
2. Tome je proporcionalan i intenzitet (gusto¢a) G, pa je i on obi¢an zbroj

onog $to potjece iz proreza 1 i proreza 2: G = Gy + Gs.
Izvor: inductiveload - Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1663917
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7. Eksperimenti kazu: kvantni valovi su valovi vjerojatnosti, a njihove
jednadzbe su linearne

Naravno, kod masivnih kvantona, veza izmedu frekvencije i valne duljine
nije A\ = h¢/E = ¢/v kao kod fotona (osim priblizno u sluéaju da su im
brzine v bliske brzini svjetlosti, v &~ ¢, pa £ >> mc? toliko damc?/E ~0).
Nego, zbog E* = p*c* + (mc?)? (8.59), m >0 u A = h/|p| daje

\ = he B he N h

VE-—mAVE+mca  EgV2me+ B, V2m Eyy
gdje smo pretpostavili slobodne ¢estice, bez interakcije, pa E = Fin + mc?.
Zadnja aproksimacija u ([7.2]) je nerelativisticka, jer pretpostavlja kineticku
energiju Fy, znatno manju od energije mirovanja, Fy, << 2mc?.

, (7.2)

Mase mirovanja m > 0 jako skrac¢uju de Broglieve valne duljine u
odnosu na one bezmasenih ¢estica (konkretno, fotona). Doduse, kada im je
m > 0, Cestice mogu i mirovati, tj. imati brzinu i impuls nula, a v =0 =p
daje A = 0o, no ta je granica varljiva. Jer, ve¢ kod relativno malenih brzina,
v/c << 1, kada u dobroj aproksimaciji pretpostavljamo striktno nerelativis-
ticku kineticku energiju FEy, ,

p? mu? h h

Eyw =T = — = , A= — = —, 7.3
) 2m 2 b | muv (7.3)

cak i elektron, tj. kvanton s najmanjom poznatom masom m > 0, ima
znatno manju de Broglievu valnu duljinu od valova (odnosno fotona)
vidljive svjetlosti. Zato je kod njih znatno teze ustanoviti interferenciju nego
kod klasi¢nih valova, poput interferencije vidljive svjetlosti u Youngovom
eksperimentu, shematski prikazanom na Slici Naime, buduéi da su valne
duljine vidljive svjetlosti (A € [0.4,0.8] - 107% m) oko 10000 puta vece od
de Broglievih valnih duljina elektrona kineticke energije Fyy, ~ 1 keV,
veli¢ina proreza i njihovih razmaka za pokus interferencije elektrona (kao i
elektromagnetskih X-zraka) mora biti mnogo manja nego za vidljivu svjetlost.
Tako nesto je tesko naciniti umjetno, pa su se u Davisson-Germerovom, G.P.
Thomsonovom i sli¢nim pokusima (20ih i 30ih godina XX stolje¢a) koristili
kristali kao prirodne ogibne resetke, dok se pokusi s interferencijom kvantnih
Cestica tako malih (sada doduse jo$ i nekoliko redova veli¢ina manjih) valnih
duljina na dva proreza izvode tek od zadnje treé¢ine XX stolje¢a. Medutim,
interferentni uzorci kao na Slikama i[7.4 i to uvijek u skladu s
odgovarajuéim de Broglievim valnim duljinama, sada se tako dobivaju
ne samo za fotone i elektrone, te protone, neutrone, jezgre i atome, nego i
za molekule — pa cak i za molekule s viSe tisu¢a atoma, dakle za objekte Cije
veli¢ine iz mikro-skala pomalo prelaze u mezo-skale.
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7.2. Kvantone detektiramo kao pojedinacne cCestice, pa je nuzna Bornova
interpretacija

7.2 Kvantone detektiramo kao pojedinacne cCes-
tice, pa je nuzna Bornova interpretacija

U drugoj polovici XX stoljeca uspjeli su se naciniti i izvori fotona, elektrona
i drugih kvantnih ¢estica (kvantona), tako niskog intenziteta da su se one
mogle detektirati pojedina¢no. To je dovelo do eksperimentalnih opazanja
kao na Slikama [7.3]1[7.4F svaki kvanton je detektiran kao Cestica, ali kad ih
ima mnogo, stvaraju interferentnu sliku kao val de Broglieve valne duljine
(7.2) u skladu s impulsom (odnosno masom i energijom) cestice.

Govoreci kvantitativno, intenzitet na interferentnim slikama dat je apso-
lutnim kvadratom, |¥(r,t)|?, kompleksne valne funkcije ¥(r,t) dobivene
rjeSavanjem odgovarajuce Schrodingerove jednadzbe, koju smo predlozili u
prethodnom poglavlju. Moguca stanja kvantnog objekta data su rjesenjima
U(r,t), koja se zato nazivaju i funkcije stanja. No to nisu valovi gustoce
mase, a ni gusto¢e naboja (kao $to je u pocetku smatrao Schrédinger), jer
izdvojeno detektiranje svake pojedine kvantne Gestice (kao na Slici|7.4]) pruza
direktnu potvrdu za Bornovu vjerojatnosnu, statisticku interpretaciju valne
funkcije W(r,t) kao amplitude vjerojatnosti.

Naime, za sve te kvantne cCestice se ustanovilo da u detektore dolaze pojedi-
nac¢no, kao individualni i cjeloviti predstavnici svake pojedine vrste, s cijelom
masom i nabojem kakvi karakteriziraju datu vrstu cestica, te s energijom i
impulsom s kakvom su napustili izvor. Uvijek su u nekoj tocki detektirane
cijele kvantne cestice, ili nisu detektirane uopcée. Zato se ne moze raditi
o valovima po prostoru raspodijeljene, ‘“razmazane” gusto¢e mase ili naboja.
Medutim, interferentna se slika pojavljuje ili kad je mnogo kvantona prisutno
odjednom ili kad se tokom vremena akumuliraju podaci o mnogo kvantona.
Dakle, valna funkcija kvantona odnosi se na njihovo statisticko ponasanje.

U skladu s eksperimentalnim podacima tog tipa, iako nesto indirektnijim,
Max Born je jo§ 1927. predlozio da je |¥(r,t)|* gusto¢a vjerojatnosti
G(r,t) za nalazenje na polozaju r, u ¢asu t, one kvantne Cestice ¢ije stanje
je opisano valnom funkcijom W(r,t):

G(r,t) = |¥(r,t)* = U(r,t)* U(r,t). (7.4)

Naime, diferencijal vjerojatnosti dP(r,t) za nalazenje tog kvantona u infini-
tezimalnom inkrementu volumena dV = d3r = dx dydz oko poloZzaja/tocke
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Slika 7.3: Suvremene eksperimentalne tehnike sada omoguéuju opazanje in-
terferentne slike kod pokusa s dva proreza i za mikro-¢estice mnogo masivnije

(te s mnogo kracom de Broglievom valnom duljinom) od elektrona.
Izvor: inductiveload - Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1663908

Interferentni uzorak nastao detekcijom 100 kvantona

Slika 7.4: Da u kvantnoj fizici imamo valove vjerojatnosti, osobito jasno poka-
zuje varijanta pokusa s dva proreza gdje je izvor mikro-cCestica, tj. “kvantona”,
tako niskog intenziteta, da mozemo pratiti i evidentirati detekciju svakog od
njih pojedina¢no. Tada svaki put vidimo jedan lokalizirani bljesak na de-
tektorskom zaslonu. Tu uvijek dolazi cijeli kvanton (elektron, proton, foton,
neka jezgra, itd.) sa cijelom svojom energijom, masom, eventualno nabojem,
itd. Medutim, kad ih se s vremenom akumulira mnogo, stvore interferentni
uzorak u skladu s odgovaraju¢om de Broglievom valnom duljinom; a takav se
isti (u statistickom smislu isti) interferentni uzorak stvara odmah ako odjed-
nom pustimo mnogo takvih kvantona, iz izvora veceg intenziteta.
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7.2. Kvantone detektiramo kao pojedinacne cCestice, pa je nuzna Bornova
interpretacija

r = (z,y,2), treba da je proporcionalan i tom volumenu, i “intenzitetu”
|U(r,t)]* funkcije stanja kvantona u toj tocki. Zato dP(r,t) = |V (r,t)|*>dV.
No s druge strane,

dP(r,t)
dP(r,t) = ———=
(r,1) T
tako da zaista slijedi relacija (7.4) za gustocu vjerojatnosti G(r,t), koja
je veli¢ina neovisna o volumenu, data apsolutnim kvadratom valne funkcije
U(r,t), koja pak ima ulogu amplitude vjerojatnosti.

dV = G(r,t)dV, (7.5)

Uoc¢imo bitnu razliku izmedu gustoce vjerojatnosti nalazenja kvantne ces-
tice G(r,t) i gustoce naboja p(r,t). Medutim, ako kvantna Cestica nosi naboj
q (na pr. ¢ = —e za elektron) i ako imamo ansambl od mnogo takvih ¢estica
koje sve opisuje valna funkcija W(r,t) s gusto¢om vjerojatnosti normiranom
(7.13) na 1, u statistickom smislu imamo efektivnu gusto¢u naboja

pes(r,t) = q|¥(r,t)* = qG(rt). (7.6)
To nam ilustrira donji dio Slike [7.4] gdje imamo mnostvo kvantnih Cestica.

Bornovom se interpretacijom mogu objasniti, uza sve ostale dosadasnje
kvantne eksperimente, i pokusi s interferencijom kroz dva proreza, izlozeni
na Slikama [7.I}H7.4, Tu lako objasnimo detektiranu interferentnu sliku. Ona
ukazuje da se radi o valnoj pojavi, jer kod valova se zbrajaju amplitude.
Naravno, konfiguracija s dva proreza, koji daju samo dvije superponirajuce
amplitude ¥, i Wy, samo su najjednostavniji primjer. Ukupna amplituda
U moze biti rezultat superpozicije doprinosa iz proizvoljnog broja izvora
(proreza ili neceg drugog),

U(r,t) = Ui(r,t) + Va(r,t) + Us(r,t) + ...+ U (r,t) + ..., (7.7)

pa ¢ak i kontinuiranog mnostva doprinosa (kada suma (7.7]) postaje integral
- vidi (10.7)). Ako ukupnu amplitudu ¥ ([7.7)) apsolutno kvadriramo (7.4)),

[W[* = [U]* + [Ws* + ... + |¥, > + ... + ... + KRIZNI CLANOVI, (7.8)

uz apsolutne kvadrate pojedinih doprinosa dobivamo i sve moguée njihove
KRIZNE CLANOVE oblika W*W,, + ¥, U*, n # n’. Oni daju valni fenomen
interferencije. On se oc¢ito vrlo brzo komplicira s pove¢anjem broja do-
prinosa, pa ¢emo ga detaljno prouciti na najjednostavnijem primjeru, naime
upravo na konfiguraciji sa samo dva proreza.
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Tada se ukupna amplituda/valna funkcija (7.7)) svodi na zbroj amplitude /valne
funkcije koja je dosla iz proreza 1 i one koja je dosla iz proreza 2:

qj('l”, t) = \Ifl(’l", t) + \Ijg(’l", t) s (79)

pa u tockama gdje Wy(r,t) = —Wy(r,t) imamo maksimalno destruktivnu
interferenciju, ¥(r,¢) = 0, te naravno intenzitet/gustocu (7.4)) nula. Tome
je suprotnost Wy(r,t) = Uy(r,t), pa gdje god je tako, imamo maksimalno
konstruktivnu interferenciju, W(r,t) =2V (r,t), te G(r,t) =4G(r,1).

Pretpostavljamo da ([7.9)) vrijedi u svakoj toc¢ki 7 i ¢asu t, pa tu ovisnost
do daljnega ne pisemo eksplicite u sljede¢em, opcenitijem rac¢unu ukupnog
intenziteta (gustoce vjerojatnosti) superpozicije dva vala:

G = WP = Uy Wol® = (V) + Wo)(Vy + V)’
= U+ [T + Uj0, + T, 05 (7.10)
= G +G2+29ﬁ{2(\111\112) = G+ Gy + inter

fer

Kod klasi¢nih Gesticé, obi¢no zbrajanje Cestica iz izvor (prorezéa) 112 daje da
je u svakoj tocki njihov ukupni broj/intenzitet/gustoc¢a naprosto G = G; +
Go. No kod valova, zbrajanje amplituda (7.9)) daje i dodatni, interferentni
¢lan G2ter w ukupnom intenzitetu/ gustoéi.

Osim valne prirode, eksperimentalne potvrde interferencije (tj. u¢inke in-
terferentnog ¢lana) u ukupnom intenzitetu pokazuju i to, da valna
jednadzba za amplitude W, ¥; i Wy mora biti linearna (kao $to su na pr. i
Maxwellove jednadzbe linearne). Naime, da bi se dobila relacija ([7.10)), nuzno
je najprije relacijom zbrojiti amplitude ¥y i ¥4 u ukupnu amplitudu V.
No, relacija vrijedi za rjeSenja linearne jednadzbe (Sto Schrodingerova
jednadzba naravno jest).

Interferentni ¢lan izrazavamo jasnije ako kompleksne valne funkcije prika-
zemo kao produkt apsolutne vrijednosti i faznog faktora, ¥; = |[¥;] el =
v/G; €% (j =1,2). Tu treba imati na umu da ne samo |¥;| nego i faze 4;
ovise o razlici polozaja r i polozaja j-tog proreza. Stoga promjenom polozaja
detekcije r, zadnji ¢lan u , naime interferentni ¢lan

Giter = | Wy | |Wy| (O7%) 4 710 2)) = 21/Gy Gy cos(d — ), (7.11)

fer

postaje +2v/G1 Gy te daje maksimalnu konstruktivnu interferenciju na mjes-
tima gdje cos(d; — d2) = +1, tj. gdje je razlika faza nula ili parni cijeli broj,

147



7.3. O normi valnih funkcija kvantnih stanja

01— 09 = 2nm, n € Z. Mjesta maksimalne destruktivne interferencije su pak

tamo gdje Gt = —2,/G| G, zbog cos(d; — §y) = —1, tj. gdje je razlika

fer
faza neparni cijeli broj, & — s = 2(n + 3)m.

Ovo razmatranje objasnjava ne samo interferentnu sliku kod Youngovog
pokusa s valovima koje mozemo smatrati klasicnim, nego i Slike i[7.4
kod pokusa s kvantnim ¢esticama gdje vidimo ne samo interferenciju nego i
zrnatost slike. Naravno, ako podrazumijevamo Bornovu interpretaciju da je
(obi¢no glatka) valna funkcija ¥ amplituda/val raspodjele vjerojatnosti. Ako
je N(z) broj kvantona detektiranih u toc¢ki x na zaslonu, a Nygupni ukupni
broj kvantona pristiglih na cijeli detektorski zaslon tokom eksperimenta, i
ako W ne ovisi o vremenu ¢ (tj. ne mijenja se tokom eksperimenta),

N 9@ = ) kada N(2) d = Nyupns = 00 (7.12)

N, ukupni zaslon

Naime, po teoriji vjerojatnosti, slu¢ajni dolasci u pojedinu tocku z ¢e se u
granici Nygupni — 00 potpuno pokoriti prostorno glatkoj statistickoj raspo-
djeli vjerojatnosti |¥(z)|*> na zaslonu, ako je eksperiment pripremljen tako da
je U funkcija stanja svake kvantne Cestice (na pr. elektrona ili protona) u tom
eksperimentu. Za razliku od Slika i[7.4] u idealnoj granici Nyjupni —+ 00
nestala bi i zrnatost uzorka detektiranih kvantnih cestica, kao u sluc¢aju Yo-
ungovog pokusa s klasi¢nim elektromagnetskim valovima na Slici . (No
vrijedi i obratno: kad bi se vrijeme ekspozicije ili/i intenzitet izvora elektro-
magnetskih valova dovoljno smanjio, Slika bi pocela bivati zrnata jer bi
se mogao opazati dolazak pojedina¢nih fotona. Dakle, izgubio bi se klasi¢ni
karakter elektromagnetskih valova.)

7.3 O normi valnih funkcija kvantnih stanja

Bornova vjerojatnosna interpretacija rjesava i pitanje konstanti proporcional-
nosti. Schrodingerove jednadzba, predlozena u prethodnom poglavlju, homo-
gena je i linearna. Zato, ako joj je W(r,t) rjeSenje, onda joj je rjeSenje i
KU(r, t), gdje je K bilo koja konstanta. No bududi da je totalna vjerojatnost
(suma svih moguéih vjerojatnosti) jednaka 1 (“sigurnost”’), Bornova inter-
pretacija (7.4), osim irelevantne faze e’*o"tana fiksira K na vrijednost .4~
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koju nazivamo konstantom normiranja. Za tu vrijednost konstantnog fak-
tora u funkciji ¥(r,t), integral gustoée vjerojatnosti |¥(r,¢)|> po cijelom
beskona¢nom prostoru Vo, (tj. norma ||V|| na kvadrat) je normiran na 1:

ptot :/ dP(r,t) :/ Gr,t)dV = | [W(r,t)?d*r = ||V|]*? =1. (7.13)

alna
(e o) VOO

Ovo nazivamo uvjetom normalizacije kvantnomehanicke valne funkcije, jer
se Cestica, ako postoji, sigurno nalazi negdje u V., pa totalna vjerojatnost
Ptot = 1.

alna

Jasno je da se ovisnost funkcije W(r,t) o koordinati r gubi u izrazu ,
jer se tu preko r prointegrira. No kako se izgubi ovisnost ¥ o vremenu ¢,
preko kojega se ne integrira? Radi se o tome da Schrédingerova jednadzba
vodi do takvog vremenskog razvoja funkcije stanja ¥ koji ¢uva konstantnost
izraza u vremenu. Medutim, na ovom stupnju znanja to ne mozemo
pokazati matematickim izvodom. Tek u idu¢em poglavlju, naroc¢ito od Sek-
cije[8.5na dalje, dobit ¢emo dovoljan uvid u vremenski razvoj valnih funkcija,
gustoca vjerojatnosti i stacionarnost nekih veli¢ina poput norme. Sada mo-
Zemo samo uocCiti da ako je Bornova vjerojatnosna interpretacija ispravna,
onda se vremenska ovisnost amplitude vjerojatnosti ¥ mora izgubiti u izrazu
(7.13), jer totalna vierojatnost P mora biti konstantna.

alna

Medutim, vjerojatnost nalazenja kvantne ¢estice u nekom ograni¢enom di-
jelu prostora kona¢nog volumena Vignaeni = AV, opéenito ovisi i o prostoru
AV i o vremenu t, jer ovisi o tome kako se funkcija stanja W(r,t¢) tamo
ponasa i razvija:

P(AV,t) = /

G dV:/ U (r, )2 dr. (7.14)

AV

Vremenska se ovisnost u ([7.14]) gubi samo za poseban slucaj takozvanih sta-
cionarnih stanja. Jedan primjer takve valne funkcije je u Zadatku [7]1.

Buduéi da je vjerojatnost bezdimenzionalna, lako se vidi, na primjer iz
([7.4)-(7.5) ili iz (7.13), da W(r,¢) ima dimenziju [(duljina)*?]. Medutim, to
je ocito drugacije ako radimo u prostoru drugacije dimenzionalnosti. Opce-
nito, u prostoru dimenzionalnosti D, valna funkcija ¥ je dimenzije [(duljina)®/?).
Na primjer, valne funkcije u jednodimenzionalnom prostoru oc¢ito imaju di-
menziju [(duljina)'/?]. S takvim valnim funkcijama, ¥(z,¢), mnogo ¢emo
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7.3. O normi valnih funkcija kvantnih stanja

raditi jer se u jednodimenzionalnom prostoru lakse formuliraju jednostavne
primjene nego u visim dimenzijama. To ¢e nam koristiti ve¢ u nastavku
ovog poglavlja, jer su i formule za jednodimenzionalni prostor jednostavnije
i preglednije, a nista manje ilustrativne za objasnjenje bitnoga.

Primjerice, vjerojatnost nalazenja kvantne cestice u nekom ograni¢enom
dijelu jednodimenzionalnog prostora je lako predodciti i zapisati kao vjerojat-
nost da se Cestica nade u intervalu omedenom dvjema tockama, x = xy i
T = Ta:

P(ley, 22], 1) —/IQG(x,t) do —/m O (2, ) di (7.15)

1 1

Nekoliko karakteristi¢nih primjera ilustrira Zadatak [711) c).

7.3.1 Racunanje prosjec¢nih vrijednosti

Po teoriji vjerojatnosti, poznavanje vjerojatnosti nekih dogadaja omogucava
izra¢un prosje¢nih vrijednosti (odnosno oc¢ekivanih vrijednosti) odgovaraju-
¢ih velicina. U kontekstu kvantne valne mehanike, imamo funkcije stanja
U, gdje ¥(r,t) ima znacenje amplitude vjerojatnosti za nalazenje kvantne
Cestice na polozaju r u ¢as t. Gustoca vjerojatnosti za to je 7 pa je
|U(r,t)|?d®>r inkrementalna vjerojatnost za nalaZenje na nekom polozaju 7.
Dakle, ako nam je za neko kvantno stanje ¥ poznata njegova valna funkcija
u polozajnom prostoru, W(r, t), mozemo za to stanje izrac¢unati ocekivanu
vrijednost koordinate polozaja 7, to jest, njen prosjek po prostoru, $to ozna-
¢avamo kutnim zagradama:

(rhe(t) = / P U )2 dir = / Ui ) e (e, ) dr.  (7.16)
To vrijedi i za svaku funkciju f(7) te koordinate:

(f(r))e(t) = Vf(T)!‘P(T,t)IQdS"‘ —/ U(r, )" f(r) ¥(r,t)d*r. (7.17)

oo

Primjerice, u vodikovom atomu bi valne funkcije stacionarnih stanja (onih s

energijom F,, (5.29))) morale dati (1/r)y = (1/|7|)y = 1/(n?ag) zbog (5.54).
Ocite su verzije izraza ((7.16)-(7.17) za slucaj jedne dimenzije, r — .
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7.3.2 Modifikacije uvjeta normalizacije za nevezana
stanja

Matematicki gledano, uvjet da je norma funkcije ||¥[|> =1, je (do na
kona¢nu konstantu ) ekvivalentan zahtjevu da funkcija W(r,t) mora biti
kvadratno integrabilna. Znaci, integral u uvijek mora biti konacan, tj.
manji od oo, poput u jednoj dimenziji. Za integrale po beskona¢nom
prostoru je to moguce ako podintegralna funkcija dovoljno brzo trne u
prostoru u svakom casu ¢,

[U(r, t)]> = 0, r| — oo, (7.18)
odnosno u jednodimenzionalnom prostoru,
U (2, t)]> — 0, |z| — 00 (7.19)

Uvjeti i su o¢ito adekvatni za valne funkcije vezanih kvantond;
primjerice, za W elektrona zarobljenog u vodikovom atomu privlac¢nim elek-
trostatskim potencijalom protona. Jasno je da je elektron tada lokaliziran u
atomu, pa mu je i amplituda vjerojatnosti nalazenja prostorno ogranic¢ena,
te mora zadovoljavati rubni uvjet poput . (Schrodingerovu jednadzbu
za valnu funkciju najjednostavnijeg vezanog stanja — naime, kvantona u be-
skonac¢no dubokom pravokutnom potencijalu — rijesit ¢emo u Sekciji )

Medutim, u sluc¢ajevima kada kvantna Cestica nije vezana, lako je naci pri-
mjer kada njoj pripisana valna funkcija ne zadovoljava uvjet odnosno
(7.19). Upravo je takav i iznimno vazan sluc¢aj najjednostavnijeg neveza-
nog stanja — naime, slucaj slobodne ¢estice odredenog impulsa (a time i
odredene energije). Jer, u prethodnom smo poglavlju vidjeli da slobodnu Sc-
hrédingerovu jednadzbu najocitije zadovoljavaju monokromatski ravni valovi
u obliku “fazora”; tada W(xz,t) = y(x,t) u jednoj dimenziji, odnosno
U(r,t) = g(r,t) u tri dimenzije. Te kompleksne eksponencijale nisu
trnuce, nego oscilirajuce, jer su kosinusi i sinusi njihovi realni odnosno ima-
ginarni dijelovi: €'® = cos¢ +ising. Zbog |e*?| = 1, njihov je modul u
svakom ¢asu t proporcionalan jedinici, dakle konstantan:

(W (r, )2 oc |er (PT=ED2 = 1 |W(z,t)? o |erPT-FO2 = 1. (7.20)

Zato monokromatske slobodne cestice o¢ito ne mogu imati konacan inte-
gral preko beskona¢nog prostora u uvjetu normalizacije ([7.13). Isto tako,
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7.3. O normi valnih funkcija kvantnih stanja

u analognom jednodimenzionalnom slucaju nije zadovoljen uvjet kvadratne
integrabilnosti
+00
0|2 = / 0 (2, ) d < o0 (7.21)

za valne funkcije (6.8) monokromatskih slobodnih ¢estica.

Ipak, zbog periodi¢nosti trigonometrijskih funkcija sinus i kosinus, pa prema
tome i kompleksnih eksponencijala, mozemo vidjeti da ima smisla nesto sla-
biji uvjet, da postoji konacan integral preko bilo kojeg konacnog dijela pros-
tora. Dakle, u jednoj dimenziji, za svaki kona¢ni interval (a,b) mora biti

b
/ U (z,t)|? do < oo, YV |b—al < oc. (7.22)

Naime, kada su funkcije periodi¢ne, sve informacije o njima mozemo dati
pomocu njihovih vrijednosti na nekom konacnom intervalu, koji se moze
ponavljati do u beskonac¢nost ako treba. Zato (7.22) moze posluziti da se
normalizacija za nevezana stanja definira integralom preko tog relevantnog
konac¢nog intervala izmedu a i b. Na primjer, za funkcije sin ¢, cos ¢, te €i¢,
to je interval duljine njihove periodi¢nosti, to jest 27, primjerice od —m do 7
— vidi rijeSeni Zadatak [7]2).

Naravno, za vezana stanja imamo (7.2I), a to je kao da se pusta a —
—00, b — +0o u (7.22). Analogno u 3 dimenzije: beskonac¢ni volumen V,,
koji imamo u kao relevantan za vezana stanja, zamjenio bi se nekim
kona¢nim relevantnim volumenom Vignaeni.

U sljedecoj podsekciji podrazumijeva se da bi integrali bili definirani preko
intervala odnosno volumené koji bi bili relevantni za dati fizikalni slucaj.
Zato ispustamo oznake za njih na integralima u sljedecoj podsekciji.

7.3.3 Norma funkcije je specijalan slucaj skalarnog
produkta funkcija

U matematici se pokazuje da su funkcije f, g, ¥, itd., neka vrsta poopce-
nih vektoré, a njihove vrijednosti u pojedinim to¢kama x ili » (dakle f(z),
g(r), ¥(r), ¥'(z), itd.) imaju ulogu kontinuiranih komponenti tih funkcij-
skih vektora, po kojima se sumira integriranjem. Zato, u analogiji s normom
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obi¢nih vektora u 3-dimenzionalnom prostoru (s komponentama n = 1,2, 3),
3
VIP=V=V. V=) V7 (7.23)

normu funkcije ||¥||* nazivamo i (poopcenim, funkcijskim) skalarnim pro-
duktom takvog poopcéenog, funkcijskog vektora sa samim sobom:

[|[W|]> = /|\I/(r,t)|2d3r = /\I/(r,t)*\ll(r,t) dr = (U|U).  (7.24)

No kao §to postoji i skalarni produkt dva razlic¢ita obi¢na vektora U i V',
3
U-V=> UV, (7.25)

postoji i funkeijski skalarni produkt izmedu razliéitih funkcija, (¢'|¥), (f|g).,
(¢|e), itd. On je poopéenje produkta s 3-dim. vektora na funkcije,
odnosno poopcéenje izraza za normu ) na dvije razlic¢ite funkcije:

(Ylp) = /@/) , (7.26)

odnosno, u jednodimenzionalnom prostoru,

($lo) = / () olz) dr. (7.27)

Analogija funkcija s obi¢nim vektorima nije time ni izdaleka iscrpljena. Na
primjer, kao $to kazemo da su vektori U i V' medusobno okomiti (ortogo-
nalni) ako U -V = 0, isto tako kazemo da su funkcije ¢ i ¢ medusobno
okomite ili ortogonalne ako njihov skalarni produkt is¢ezava, (1|p) = 0.

Primjerice, pomocu tabli¢nih integrala produkata razlicitih sinusnih i kosi-
nusnih funkcija sin(nx), sin(kx), cos(lx), i cos(mzx) vidite da dobivate nulu
ako integrirate preko njihovog osnovnog intervala periodi¢nosti duljine 27.
Zmadi, ako n # k il # m, svi njihovi skalarni produkti su nula. Zato
su te funkcije primjeri medusobno okomitih funkcija, Sto opcenito i cjelovito
dokazuje rijeseni Zadatak [7]2).

U iduéim poglavljima, na pr. veé¢ u podsekciji ima dosta konkretnih, a
jednostavnih primjera za ovdje iznesene pojmove.
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7.3. O normi valnih funkcija kvantnih stanja

7.3.4 Opaske o notaciji*

*Citanje ove podsekcije moze se odgoditi do podsekcija i

U izrazima za skalarne produkte i nema ovisnosti o koordi-
natama, jer je preko njih prointegrirano. Medutim, ponekad ¢e biti korisno
pisati u (...|...) tu ovisnost funkcija, ali ne da bi se (pogresno) naznacilo da
postoji ta ovisnost skalarnog produkta, nego bas da se ukaZze da se u njemu
prointegriralo preko simbola koji se ponavljaju (slicno Einsteinovoj
konvenciji da se sumira preko ponovljenih indeksa iako se suma ne pise eks-
plicite). I obratno, ne integrira se preko simbola koji se ne ponavljaju, pa
ostaje ovisnost o njima.

Najjasniju potrebu za tim ilustriraju skalarni produkti ravnih valova; to
jest, kompleksnih eksponencijala exp(ikz). Tu ovisnosti o koordinati x i o
valnom broju k ulaze simetri¢no, ravnopravno. Zbog primjena (pogotovo
onih gdje ¢e k ispasti diskretan, k — k,) zgodnija je konvencija da na toj
funkciji koordinatu (x) ozna¢avamo kao varijablu, a valni broj (k) kao para-
metar: exp(ikz) = £ (x). Ali ako je k kontinuirana varijabla kao i koordinata
x, onda skalarni produkt dvije takve funkcije mozemo naciniti u skladu s defi-
nicijom bilo integrirajuéi po koordinati x, bilo integrirajuc¢i po valnom
broju k (preko intervala koje ne trebamo specificirati u trenutnom kvalita-
tivnom razmatranju). U fizikalnim primjenama te dvije stvari naravno nisu
iste. Koju od njih radimo, pokazuje nam notacija gdje je ponovljeni simbol
onaj po kome se integrira, pa ovisnost o njemu nestaje, a ostaje ovisnost o
ostalom. Znaéi, ponovljeni z u (...|...) znaéi da se po njemu integrira, a ne
znaci ovisnost o x sljedeceg skalarnog produkta:

<€ikm|eik’a:> _ <fk<l')|fk/($)> = /dx(elka:)* eik’x _ /d$ ei(k"—k’)a:
= funkcija od (k' — k). (7.28)

Analogno tome, u donjem skalarnom produktu ponovljeni k£ u (...|...) znaci
da se tu integrira po k, a rezultat ovisi o x i 2’

<eikx|€ikx’> _ <fk($)|fk($,)> = /dk(elk‘x)* eika:’ _ /dk‘ ei(z’—:c)k
= funkcija od (2’ — ). (7.29)

No, i kod manje simetri¢nih odnosé izmedu x i k, na pr. kada je k diskretan
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7. Eksperimenti kazu: kvantni valovi su valovi vjerojatnosti, a njihove
jednadzbe su linearne

(k — k, xn € N), takva notacija (gdje dvostruko pisanje z-ovisnosti znaci
da bas ona integracijom otpada) propisuje formiranje skalarnog produkta pre-
cizno, osim intervala integracije. Na primjer, skalarni produkt realne funkcije
sin(k,x) i neke opcenite funkcije f(x) je:

(sin(k,z)|f(x)) = /sin(k‘nx) f(z)dx = rezultat ovisan o k, odnosno n,

(7.30)
vidi na primjer izraze (9.8), (9.7) i (9.6).

Naravno, na rezultat utjece i kako zadamo granice integracije. Na primjer,
interval od —oo do 400 u i daje 2w xDiracove delta-funkcije
(k' —k) odnosno &(z'—z), vidi (9.31)-(9.33)), gdje je k kontinuirana varijabla
kao i x. Ako je pak u integracija od donje do gornje granice samo
preko intervala konacne duljine periodicnosti A, rezultat je ta konacna
duljina integracije A puta Kroneckerov simbol &g (7.35)), gdje su k& i kK
diskretni, £k = n2r/A i k' = n'27/A, jer n,n’ € N. To ¢emo detaljno
pokazati za dva poglavlja, kod formule ((9.19)).

U svakom slu¢aju, notacija (1|p) se u fizicarskom zargonu ¢esto izgovara
“bra 1 ket ¢, zbog engleske rijeci za zagradu (...|...) —“bracket”. Zapamtimo
da se funkcija u prvom, “bra” dijelu kompleksno konjugira u podintegralnoj
funkciji. To se ne mora ¢initi kod skalarnog produkta obi¢nih vektora jer su
oni realni. Ali funkcije mogu biti kompleksne, pa bez kompleksne konjugacije
norma funkcije ne bi imala pozitivno definitan integrand, a norma to
mora imati. Medutim, norma funkcije je specijalan slucaj () = ¢) skalarnog
produkta funkcija ((7.26f), pa je i u njemu kompleksna konjugacija nuzna.

Za kraj, napomenimo da je u najrasirenijoj matematic¢arskoj notaciji za ska-
larni produkt funkcija, (¢, ¢), redosljed kompleksnog konjugiranja funkcija

suprotan fizicarskoj konvenciji u ([7.26))-(7.27)), pa tada (¢, p) = (¥|p)*.

7.4 Zadaci

[11) a) Nadite konstantu normalizacije N valne funkcije
2
- (z — z0)

U(r,t) = Nellke—wt) o da® (7.31)
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7.4. Zadaci

0.16

Slika 7.5: Apsolutni kvadrat valne funkcije ((7.31)) je Gaussova normalna
raspodjela standardne devijacije a. (Duljine na slici su samo instruktivne, a
ne precizne).

b) Sto mozemo reci o velicini amplituda vjerojatnosti, te gustoce vjerojat-
nosti, za nalazenje kvantne ¢estice u stanju ([7.31)) 7

c¢) Kolika je vjerojatnost da se ¢estica nade na polozajima x > x¢ + a ?

Pomo¢ za sve tri tocke: uocite vezu valne funkcije (7.31) s Gaussovom
normalnom raspodjelom! RjeSenje potom daje Slika [7.5]

d) Nadite prosje¢nu (o¢ekivanu) vrijednost koordinate z, kako izra¢unom
(x) kroz (7.16)) s konkretnom funkcijom ([7.31]), tako i opéenitije — pozivanjem

na simetriju.

[12) Dokazite da su razli¢iti sinusi i kosinusi medusobno ortogonalni, a da
kvadrati svih sinuséa i kosinusa imaju integral jednak 7 preko svakog intervala
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7. Eksperimenti kazu: kvantni valovi su valovi vjerojatnosti, a njihove
jednadzbe su linearne

duljine 27. To jest, dokazite relacije ortogonalnosti (7.32), (7.33) i (7.34):

d+2m
/ sin(ng) cos(me)dyp = 0 (7.32)
‘ d+27
/ sin(ng) sin(me)dé = 7 onum (1 — dno) (7.33)
d
/d+27r cos(ng) cos(mp)dp = 7 dum (1 + 0no), (7.34)
d

gdje su n i m cijeli brojevi, a §,,, oznacava Kroneckerov simbol,

1 akon=m
5nm:{ 0 akon£m (7.35)

Rjesenje: Za osobit slucaj n = 0 = m, kada je sinus jednak 0, a kosinus 1,
dokaz svake od tri relacije lako nacinimo posebno. Za ostale slucajeve, n # 0
ili/i m # 0, primijenimo poznate trigonometrijske formule koje povezuju
sinuse ili pak kosinuse zbroja i razlike kuteva s njihovim produktima.

Na primjer, za dokaz (7.32)) koristimo
sin(a+f) =sina cos f + cosa sin 3,
jer otud dobivamo

2 sina cos f = sin(a+f) + sin(a—f) .

Time integral (7.32)) postaje

d+27 1 d+2m
/ sin(ng) cos(me) do = B / [sin(n+m)¢ + sin(n—m)¢ | do
d d

=0.

2

1 [ B COZ(Z:L nz;)qﬁ co?;n__ nj;)(b ] p=d+2m

¢=d

U svakom slucaju tu dobivamo 0, jer su oba ¢lana naravno periodi¢na s 27.
(Naravno, ako n = m, u integrandu je drugi pribrojnik 0, pa tada postoji
samo prvi ¢lan u zadnjem redu.)
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7.4. Zadaci

Isto tako cos(aFf) =cosa cosf £ sina sinff daje
2 sin «v sin § = cos(a—f3) — cos(a+f),

pa je integral ((7.33)

d+2m 1 pd+em
/ sin(ng) sin(mae) do = 5/ [cos(n—m)¢p — cos(n+m)¢ | .
d d

Analogno prethodnom sluc¢aju, kada n # m, dobivamo nulu zbog periodic-
nosti sinusa koje dobivamo integracijom kosinusa u gornjem integralu. Isto
se dogodi s drugim ¢lanom u integrandu i onda, kada n = m. Tada medutim
prvi ¢lan u integrandu postaje cos(n—m)¢ = cos0 = 1, pa integral
daje 31[(d+2m)—d]=m.

Relaciju ([7.34]) o¢ito mozemo dokazati analogno, koristeci

2 cosa cos f = cos(a—f3) + cos(a+pf).

Ako u relacijama (7.32)), (7.33)) i (7.34) odaberemo d = —m, imat ¢emo
interval integracije simetri¢an oko ishodista.

3) Nadite konstantu normiranja .4#” valne funkcije

gpn(x):{ Wsin(n%x) O<zxz<L (7.36)

0 r<0iliz>L"

gdje je n prirodni broj. (Za primjenu, vidi podsekciju ) Sto mozete reci
o intervalu periodi¢nosti ovako zadate sinusne funkcije?

4) Pretpostavimo da pokus interferencije dva proreza radimo s izvorom
tako niskog intenziteta da kvantne ¢estice (na primjer elektroni) kroz proreze
stizu jedan po jedan; to jest, dovoljno rijetko da uspijevamo pratiti pojedi-
nacne detekcije na zaslonu, pa interferentni uzorak dobivamo akumulacijom
podataka tokom vremena. Dakle, kao na Slici[7.4 Medutim, pretpostavimo
jos 1 to, da smo taj pokus nacinili tako da mozemo ustanoviti koji je elektron
prosao kroz koji prorez; to jest, da znamo iz kojeg je proreza Cestica stigla
kad ju detektiramo u tocki x. To se moze naciniti primjerice tako da oba-
sjavamo proreze fotonima pa se oni rasprsuju na elektronima koji kroz njih
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7. Eksperimenti kazu: kvantni valovi su valovi vjerojatnosti, a njihove
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prolaze jedan po jedan, a mi to pratimo na drugom detektoru, fotonskom,
evidentiramo i povezujemo s odgovarajué¢im detekcijama elektrona.

Zadatak je da objasnite Sto ¢e se u tom sluc¢aju dogoditi s interferentnim
uzorkom ([7.10)).

RjeSenje: Detaljna rasprava data je ve¢ u Feynmanovim predavanjma I
[19] o opcoj sveuéilisnoj fizici, u poglavljima 37 i 38, a ponovljena je i u
Poglavlju 1. Feynmanovih predavanja III [35], koja su posveéena kvantnoj
mehanici. Ovdje sazeto recimo ovo: ako u svakoj tocki x detektora elektrona
mozemo reci koji elektron je dosao kroz prorez 1, a koji kroz prorez 2, onda
obi¢nim zbrajanjem nuzno mora biti

G(z) = Gy(z) + Golx) . (7.37)

Dakle, interferencija tada mora nestati. I zaista, ako se u pokusu interfe-
rencije dva proreza ukljuc¢i opisani mehanizam odredivanja koji je elektron
prosao kroz koji prorez, interferentni ¢lan GIr(z) u biva zbrisan, pa
ostaje samo (7.37)), isto kao na Slici [7.2] za klasi¢ne Cestice kojima moZzemo
pratiti putanju.

Heisenbergove relacije neodredenosti (6.38))-(6.39) objasnjavaju kako se to
dogada, te tako Stite kvantnu fiziku od proturjec¢nosti.

Naime, foton koji moze razluciti da je polozaj elektrona kod jednog proreza
a ne kod drugog, vrlo bliskog, mora imati dovoljno kratku valnu duljinu A,.
No onda mu je impuls p, = h/\, dovoljno velik da elektronu povec¢a neo-
dredenost impulsa Ap, toliko da de Broglieva valna duljina elektrona tako-
der postane tako neodredena (nemonokromatska, tj. razmazanih vrijednosti
preko A)) da se interferentni uzorak zbrise. Jo$ zorniji na¢in da se opise isto,
tj. brisanje interferentne slike, je to da je povecanje neodredenosti impulsa
Ap, dovoljno veliko da se se elektroni mogu skrenuti iz interferentnih maksi-
muma u interferentne minimume. Uvjet da se to ne dogodi iako fotoni mogu
razluciti kroz koji je prorez elektron proSao, je da istovremeno i Ap, bude
odgovarajuée ogranic¢en, i da Az bude znatno manja od polovice razmaka
izmedu prorezé. Zajedno, to dovodi do uvjeta Az Ap, < h/4. On je ocito
proturijecan Heisenbergovoj relaciji neodredenosti , pa ga je nemoguce
zadovoljiti. Detaljan izvod tog uvjeta je dat u Liboffovoj sekciji 2.9 [18], i
on predstavlja dokaz da interferentni ¢lan i interferentna slika moraju nestati
ako odredimo iz kojeg proreza dolazi koji elektron.
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7.4. Zadaci

Kvalitativno tu nemoguc¢nost shva¢amo ovako: ako pokusamo izbjeé¢i reme-
¢enje interferentne slike tako da smanjimo p,, tj. povecamo fotonsku valnu
duljinu A, toliko da se interferentni uzorak ponovo pojavi ( G{er(z) # 0),
razlucivanje vise nece biti dovoljno da odredimo iz kojeg proreza dolazi elek-

tron.

Naravno, ako potpuno “ugasimo” fotone, tj. ako prestanemo pokuSavati
odrediti gdje je elektron proSao, interferentni se uzorak potpuno vrati na

staro, kao na Slikama i[7.4
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Poglavlje 8

Najjednostavniji kvantni valovi
1 njihove jednadzbe

U prethodnom smo poglavlju zakljucili da de Broglieve valove u kvantnoj
fizici treba interpretirati kao valove vjerojatnosti.

Oni su dati valnom funkcijom polozaja i vremena, ¥ (r,t), koja predstavlja
tzv. amplitudu vjerojatnosti, pri ¢emu “intenzitet vala”,

U (r, 1)) = U(r,t)" U(r,t) = G(r,t), (8.1)

u kvantnoj mehanici predstavlja gustoéu vjerojatnosti nalazenja, u tocki

r i u Cas t, kvantne Cestice (“kvantona”) ¢ije stanje opisuje valna funkcija
U(r,t).

U ovom ¢emo poglavlju na najjednostavnijim primjerima razvijati teorijski
formalizam jednadzbi za kvantne valove vjerojatnosti.

8.1 Osnovno valno rjesenje — ravni val

U svakom fizikalnom kontekstu, najjednostavniji vremenski ovisan val je ta-
kozvani “putujuci ravni val” - dobro poznato monokromatsko rjesenje klasi¢ne
valne jednadzbe . Matematicki ga opisuje neka od funkcija koje zadovo-
ljavaju jednadzbu harmonickog oscilatora : kompleksna eksponencijala

161



8.1. Osnovno valno rjeSenje — ravni val

(8.3)), te njen realni (MRe) i imaginarni (Jm) dio iz Eulerove formule (8.2) —
dakle, kosinus odnosno sinus istog argumenta 6 :

€% = cosf +1isinf = putujuéi val ako 0 = ¢p(2,t) = ko —wt. (8.2)
(Tu naznac¢ujemo ovisnost o k, dok ovisnost o w ispustamo, jer w = w(k).)
Ta karakteristi¢na prostorno-vremenska kombinacija u fazi ¢x(x,t) je argu-
ment svim spomenutim putujucim harmonickim funkcijama [vidi tekst oko

(8.5)]. Konkretno, u sluc¢aju kompleksne eksponencijale (kojoj konstantnu
amplitudu A moZzemo odabrati realnom bez gubitka opéenitosti),

Uz, t) = At = gellko—wt) — geppr-p Bt (8.3)

[za zadnjeg znaka jednakosti uvrstili smo relacije (7.1)): Planckovu F = hw,
te Einstein-de Broglievu p = hk = h/\, koje vrijede za slucaj kvantnih
objekata (dok bi funkcije ispred toga mogle opisivati i klasi¢ne valove).

I za kvantne i za sve vrste klasi¢nih valova treba primijetiti ovu prednost
kompleksne eksponencijale za lakSe rac¢unanje: prostorna i vremenska ovis-
nost u njenom argumentu ¢y (x,t) mogu se faktorizirati,

Up(z,t) = Ar® e @t = o (2) T (t). (8.4)

Dakle, u kompleksnim eksponencijalama (8.3]) odnosno , prostornu ovis-
nost daje ¢n(z) = Ae** dok T,(t) = e'*! predstavlja vremensku osci-
laciju u svakoj odabranoj tocki x. Kasnije ¢emo vidjeti da za kvantne valne
funkcije vaznost tog pitanja — moze li se vremenska ovisnost tako odfaktori-
zirati, daleko nadilazi vaznost lakSeg rac¢unanja. (Vidjet ¢emo da to odlucuje
postoje li stacionarna stanja, ¢iju je vaznost uvidio ve¢ N. Bohr.)

Niti Repg(z,t) = Acos(kz — wt) niti Imyp,(x,t) = Asin(kx — wt) ne
mozemo tako faktorizirati. No i te funkcije, kao i kompleksna eksponenci-
jala ¥y (x,t), predstavljaju valove koji, dok putuju duz jedne kartezijanske
koordinatne osi (x), osciliraju harmonicki: u vremenu, periodom 7 odnosno
frekvencijom w = 27v = 27/7; u prostoru oni pak osciliraju valnom dulji-
nom A odnosno valnim brojem k, modula |k| = 27 /\. Pozitivan valni broj
znacCi da ravni val putuje u smjeru z — 400, dok negativan valni broj,
k = —|k|, znadi da val putuje u smjeru x — —oo, u oba slu¢aja brzinom
iznosa v(k) = w(k)/|k|. Sve je to zato Sto karakteristi¢ni argument
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8. Najjednostavniji kvantni valovi i njihove jednadzbe

putujuceg ravnog vala mozemo pisati

w(k
oulet) = k(x-S0 4y = s (0@ ) = I Cat). (85)
pa nakon povecanja vremena t za At, argument ¢(z,t) =k (1p(z,t) ima
istu vrijednost na koordinati x koja je promijenjena za Az = +v At.

Svi su ti valovi ¢isto monokromatski jer u prostoru osciliraju samo jednim
valnim brojem k, odnosno samo jednom valnom duljinom A = 27/|k|, dok
u vremenu osciliraju samo jednom frekvencijom w = w(k) = 27v()\), koja
odgovara tom valnom broju k odnosno valnoj duljini \.

(Opéenitije, ne-monokromatske valove tretirat ¢emo u Poglavlju @)

8.2 Najjednostavnije svojstvene diferencijalne
jednadzbe

Ako su monokromatski ravni valovi kvantni, onda im zbog Planck-
Einstein—de Broglievih relacija , odgovara samo jedna, tocno odredena
energija F i samo jedan, to¢no odreden linearni impuls p kvantnog objekta.
Takvi valovi dakle odgovaraju stanjima kvantona s odredenim FE' i p.

Do na faktore +i#, djelovanje (“operiranje”) parcijalnih derivacija po
prostoru i po vremenu na kompleksne eksponencijale 1)y, rezultira
samo mnoZenjem tih funkcija njihovim valnim brojevima & (tj., impulsima
p = hk € [—o0,+0o0]) odnosno njihovim frekvencijama w (tj., energijama
E = hw € [0, 4+00]), tako da

—ih%@bk(x,t) = pp(z,t) = hkYp(x,t) = pip(z,t) (8.6)

ih%wk(x,t) = Ewk(:v,t) = hwig(z,t) = Eg(x,t), (8.7)

ali bez ikakve promjene tih funkcija. Zato funkcije ¢ (z,t) = @r(2)7o(t)
(8.3) nazivamo svojstvenim funkcijama prostornih i vremenskih parcijal-
nih derivacija. Zahvaljujué¢i svom produktnom obliku, ¢ (z,t) je simultana
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svojstvena funkcija obje te derivacije. Naravno, zasebno je faktor ¢ () svoj-
stvena funkcija samo z-derivacije, a faktor 7,(t) svojstvena funkcija samo
t-derivacije.

Te pak derivacije, nakon mnozenja odgovaraju¢im faktorima +ih, nazi-
vamo (derivativnim ili diferencijalnim) operatorom p linearnog impulsa
i operatorom E energije. (Mi ¢emo sve operatore oznacavati simbolom "
nad odgovaraju¢om oznakom.) Objekti njihovog djelovanja (“operiranja”, tu
konkretno deriviranja) su sve funkcije prostornih i vremenskih varijabli, x i
t. Ako su te funkcije upravo ravni valovi ¢, (8.3)), tj. svojstvene funkcije tih
operatora (zvane i svojstvena stanja energije i impulsa), djelovanje p i E
daje to¢no odredene vrijednosti p i E, brojeve koje nazivamo svojstvenim
vrijednostima impulsa odnosno energije. Ako je kvantna ¢estica u stanju
opisanom svojstvenom funkcijom , rezultat (idealnog) mjerenja nje-
nog impulsa ili energije moze biti samo svojstvena vrijednost p odnosno F,
jer nikakvih drugih vrijednosti impulsa ili energije nema u svojstvenoj funkciji

Ui (8.3).

Jednadzbe i nazivamo svojstvenim jednadZbama impulsa
odnosno energije. Svi ti debelo otisnuti nazivi ispod nastali su po
uzoru na poznatije, ali matematicki usko povezane svojstvene vektore iz
linearne algebre, te njihove svojstvene vrijednosti i matri¢ne svojstvene jed-
nadzbe. Medutim, “operiranje” tada nije deriviranje nego mnozenje matri-
cama, a objekti-vektori na kojima one “operiraju”/djeluju su matrice-stupci
i matrice-redci. No matematicka struktura oba podrucja je tako bliska da
pojasnjava tvrdnju u podsekciji da matematika pokazuje da su funkcije
jedna vrsta vektora. Zato su i svojstvene funkcije - svojstveni vektori.

Za razliku od kompleksnih eksponencijala ¥y (x,t), odgovarajuci kosinusni
i sinusni valovi [tj. PRe i Jm dio od (8.3))], iako su i oni monokromatski,
nisu svojstvene funkcije gore navedenih operatora. Naime, mijenjaju se pod
njihovim djelovanjem. [Deriviranje mijenja funkciju cos u —sin, a sin u

cos, te oni oc¢ito ne zadovoljavaju svojstvene jednadzbe i (8.7)].
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8. Najjednostavniji kvantni valovi i njihove jednadzbe

8.3 Operator Hamiltonijana

Uoc¢imo da pomodéu najjednostavnijeg derivativnog operatora p , slo-
bodnu vremenski ovisnu Schrédingerovu jednadzbu (6.11]) moZzemo napisati
0 p?

A R 02 ]32
ih~ W(r,t) = L W(rt) = Hy ¥ jor —— 2__ P .
ih B (x,t) o (x,t) oV (z,t) <Jer 57 D 2m) , (8.8)

pri cemu H, nazivamo operatorom slobodnog Hamiltonijana.

Objasnimo te novosti u terminologiji i notaciji. Prisjetimo se da smo u pret-
hodnom poglavlju, u Sekeiji [6.2], uveli Hamiltonovu funkciju ili Hamiltonijan
(oznaka H), $to u klasi¢noj analitickoj mehanici oznacava energiju izrazenu
kao funkciju impulsd umjesto brzina; na primjer, E(x,2) = H(x,p). (Za
razliku od relacija (8.6)-(8.8)), tu nema oznake ", jer ovaj odlomak govori o

klasicnim funkcijama energije odnosno Hamiltonijana.)

Energiju slobodne masivne nerelativisticke ¢estice je pogodno izrazavati na
razne nacine; nekada pomocu brzine v, a sada pomoc¢u impulsa p:
2 2
muv P
E(v) = =T() =T(p) = E(p) = = Ho(p)- (8.9)
2 2m
Supskript ¢ i tu znac¢i da se radi o slobodnom Hamiltonijanu, tj. da je sva
energija kineticka, £ = T'. Ako pak potencijalna energija ¢estice (koja obi¢no
ovisi o koordinati) ne is¢ezava, V # 0, pa

2
E=T+V, te H=H+V =2 4v. (8.10)

2m

U prethodnoj smo sekciji preko svojstvene jednadzbe (8.7)) uvidjeli da je
energiji F pridruzen diferencijalni operator proporcionalan parcijalnoj deri-
vaciji po vremenu,

. 0 h 0O
F—-F=i1h— = ———. 8.11
ot 1 Ot (8.11)
Isto smo tako, zbog svojstvene jednadzbe , uvidjeli da je impulsu p
pridruzen diferencijalni operator p koji je, do na faktor —i A, dat parcijalnom
derivacijom po Kartezijevoj koordinati,
0 h 0
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8.3. Operator Hamiltonijana

Ako naznacenu zamjenu (8.12)) izvrsimo u klasicnom Hamiltonijanu H, od
njega ¢e nastati operator H, dakle jos jedan (uz l} diferencijalni opera-
tor energije, i to drugog reda u derivaciji po koordinati x.

Najjednostavniji sluc¢aj je naravno slobodna cCestica i njezina ¢isto kineticka
energija £/ = T odnosno slobodni Hamiltonijan Hy . Zamjena (8.12))
njima pridruzuje operator slobodnog Hamiltonijana H, odnosno operator
kineticke energije T,

A2 B2 92 .
VU (8.13)

Tom identifikacijom, na primjer, (6.11)) prelazi u hamiltonijanski oblik (8.8)).

Primijetimo da su svi operatori derivacija u formulama - na-
pisani samo formalno, simboli¢no, jer derivacije moraju djelovati na nesto.
Dakle, diferencijalni operatori dobro definirano znacenje nemaju kad stoje
sami, nego kad djeluju na neku funkciju, npr. valnu funkciju ¥(z,¢) u (8.8).

Zato mozemo rec¢i da E-p relacija (6.10)) ili (8.9)) (a u tri dimenzije (6.20))) za

slobodnu nerelativisticku ¢esticu preko operatorskih zamjena (8.11)) i (8.12)
reproducira slobodnu Schréodingerovu jednadzbu (6.11]) odnosno (8.8)).

Ako je valna funkcija upravo ona osnovna, to jest monokromatskl ravni val

, W(z,t) = Pi(z,t), djelovanje operatora Hy s desne strane (8.8) daje
energiju u obhku (slobodne) Hamiltonove funkcije Hy = p*/2m,

2

ihﬁwk(x,t) = Edp(a,t) = 2p—mz/zk(x,t) = Hotp(x,t), Yk (8.14)

Ocito su ravni valovi (8.3)) svojstvene funkcije i trec¢eg operatora, slobodnog
Hamiltonijana Hy, sa SVOJstvenom vrijednosti £ = Hy = p? /2m R2k?/2m
@D, isto kao $to su svojstvene funkcije operatora impulsa (8 i energije
ED, sa svojstvenim vrijednostima p odnosno E.

Stovise, razmatranja u podsekciji prethodnog poglavlja ovdje implici-
raju da su ravni valovi svojstvene funkcije i operatora Hamiltonijana s
konstantnim ¢lanom potencijalne energije V' = konstanta. Naravno, svoj-
stvena vrijednost energije tada je E = h*k*/2m + konstanta .

Medutim, valna funkcija W(z,t) koja je superpozicija ravnih valova, (6.13))
ili opcenito (6.14) (tzv. “valni paket”), nije svojstvena funkcija operatora

166



8. Najjednostavniji kvantni valovi i njihove jednadzbe

Hamiltonijana Hy, ali rjeSava slobodnu Schrodingerovu jednadzbu, pa i onu
s konstantnim potencijalom, jer ju zadovoljava svaki od ravnih valova koji
¢ine superpoziciju, vidi podsekciju [6.2.1}

Ocito su znatno slozenije situacije gdje potencijalna energija Cestice nije
konstanta, pa na nju djeluje sila F(x,t) = —0V(x,t)/0x. Ukupna energija
je tada

2
E:ﬂm+V@w:§—+w%wEH@wﬁ. (8.15)
m

Zamjene operatorima poput relacije (8.12)) ukazuje da u kvantnoj mehanici
Hamiltonijan postaje operator

~2
HoH=T+V=2L"+ V@1, (8.16)

2m
gdje smo uvazili da i polozajna koordinata x moze biti zamijenjena odgova-
rajuéim operatorom Z, pa i funkcije koordinata (poput potencijalne energije
V') postaju operatori. Medutim, ako operatori djeluju na funkcije koordinata,
operator polozajne koordinate & je naprosto sama ta koordinata. Dakle, ona

djeluje obi¢nim mnozenjem — kao mnoziteljski, multiplikativni operator:
TW(x,t) = V(z,t). (8.17)

Taylorov razvoj operatorskih funkcija kao sto je V(f, t) onda pokazuje da isto
mora vrijediti i za funkcije operatora polozajnih koordinata. Na primjer,

~

V(z,t)¥(z,t) = V(x,t)U(x,t). (8.18)
Prema tome, odgovarajuc¢a Schrédingerova jednadzba je

.0
1ha U(z,t) = |—— 92 + V(z,t)| Y(z,t). (8.19)

To je i jedini nacin kako smo operatoru kineticke energije mogli dodati ope-
rator potencijalne energije, a da Schrodingerova jednadzba ostane linearna u
U(z,t).

Hamiltonijan sadrzava i kineticku i potencijalnu energiju, pa prethodnu
vremenski ovisnu Schréodingerovu jednadzbu (vOSj) zapisujemo kompaktno:

ih%\ll(x,t) = HU(x,t). (8.20)
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8.4. Schrodingerova jednadzba u tri dimenzije

Primijetimo da u vOSj s jedne strane na ¥ (x, t) djeluje operator energije dat
parcijalnom derivacijom po vremenu ¢, a s druge strane H, dakle operator
energije (8.16]) koji od derivacija sadrzi samo one po koordinati, ali ne i po t.

Svaka funkcija ¥ koja rjesava Schrodingerovu jednadzbu predstavlja mo-
guce stanje sistema s datim Hamiltonijanom. Zato valnu funkciju ¥ nazivamo
i funkcija stanja, a VU(z,t) je, precizno govoreéi, njena vrijednost u tocki x u
cas t.

8.4 Schrodingerova jednadZba u tri dimenzije

Poopcéenje dosad izlozenog na tri dimenzije vrlo je lagano. Uostalom, ve¢ smo
u podsekciji [6.2.2] pred-prethodnog poglavlja ucinili skoro sve potrebno. Pre-
ostalo je samo uociti da se operatorska zamjena (8.12)) poopcava na vektorsku
verziju

0 0

0
p_>j,:_mvz_m(ex%Jreya—ereza), =T, (8.21)
Sto implicira i
X R B2
H(r,p) — H(#,p) = H(r, —ihV) = 5 VZ4+V(rt). (8.22)
m

To je sve konzistentno s tim da smo ve¢ u prethodnom poglavlju nasli da
u trodimenzionalnom prostoru opéenita vOSj (6.24)) glasi

0 R,
ih U 1) = | =0 V2 V()| U d)r. (8.23)

Kako relacija 1) daje H, i u tri dimenzije vOSj u kompaktnom hamilto-

nijanskom zapisu glasi

ih%kﬂ(r,t) — HU(r,t). (8.24)

Ona odreduje vremenski razvoj kvantnomehanicke valne funkcije ¥(r,t),
odnosno kvantnog stanja koje ona opisuje. To je inace jedan od postulata
kvantne mehanike kad ju formuliramo na aksiomatski nacin.
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8. Najjednostavniji kvantni valovi i njihove jednadzbe

8.5 Vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba
i stacionarna stanja

Ako je Hamiltonijan neovisan o vremenu, tj. ako je zadovoljeno V(r,t) =
V(r) za inace potpuno proizvoljan potencijal V', moZemo nadi rjeSenje Sc-
hrodingerove jednadzbe koje odgovara kvantnom stanju ¢ija energija
je tocno odredena i konstantna u vremenu — dakle, rjesenje koje je svojstveno
stanje energije.

8.5.1 Specijalni sluc¢aj ravnih valova

Za uvodnu ilustraciju primijetimo da smo neka od takvih rjeSenja ve¢ nasli
za specijalni sluc¢aj V' = konstanta svagdje. Bez bitnog gubitka opcéenitosti,
mozemo odabrati V' = 0. Ta “slobodna rjeSenja” su ravni valovi u obliku
kompleksnih eksponencijala, naime odnosno ({8.4)),

) . i h2k2
Yap(a,t) = AT e = (x) e (gdje B = 5
m

) (8.25)

kada smo u jednoj dimenziji. Veé¢ smo u podsekciji kao i malo prije u
podsekciji vidjeli da je poopc¢enje na vise dimenzija lagano. U svakom
slu¢aju, ravni valovi su svojstvene funkcije operatora energije (8.7)) zahva-

ljujuéi vremenski ovisnom faktoru u (8.4) i (8.25), kao i u (6.21)), naime

exp(—iwt) = exp(—itE/h). Taj je faktor isti bez obzira na dimenzionalnost
prostora. Sto se pak tic¢e superpozicija ravnih valova, znamo da one rjesavaju
slobodne vremenski ovisne Schrodingerove jednadzbe. Medutim, ako zelimo
da superpozicija ima to¢no odredenu energiju £ (pa da i ona bude svojstvena
funkcija energije), nju mogu sacinjavati samo ravni valovi iste veli¢ine im-
pulsa p odnosno valnog broja k, jer E ovisi o k. U jednoj dimenziji, to je

samo par dat simbolom 44 u (8.25). Zato
Up(x,t) = Cpiop(z,t) + Cpp_p(x,t) = pp(z) e tEM, (8.26)
gdje E = h%k?/2m i gdje

(pE(.T) = ék (,0k<1'> + CNLk (,ka(l’) = Ck 6“”6 + ka 67“63: (827)
= ay coskxr + by sinkz,  (8.28)
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8.5. Vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba i stacionarna stanja

uz odgovarajuce transformacije izmedu (opéenito kompleksnih) koeficijenata

Ciir, Cap i ag, by — vidi Zadatak [84.

Uz takvu funkciju stanja Vg(z,t) u vremenski ovisnoj slobodnoj
Schrédingerovoj jednadzbi , vremenska derivacija (puta ih) se potrosi
djelovanjem na t-ovisan faktor exp(—iwt) = exp(—itE/h), odakle samo
skine faktor E. Potom kracenje exp(—itE/h) daje najjednostavniju, slo-
bodnu vremenski neovisnu Schrédingerovu jednadzbu, za vremenski neovisni

dio () svojstvenog stanja energije (8.26)):
2 92 2
Hype() =~ op(a) = Bos() &+ on(r) = K gu(a).

(8.29)

Opcenito rjesenje ove svojstvene jednadzbe je o¢ito superpozicija dvije

konjugirane kompleksne eksponencijale exp(=£ik x), odnosno ekvivalentno,

odgovarajuc¢ih sinusa i kosinusa (8.28). Pritom su svojstvene vrijednosti

energije slobodne Cestice, E = h?k?/2m, pa zato i impulsa p = hk, konti-

nuirane, te mogu poprimiti bilo koju vrijednost, jer na njih nisu nametnuti

nikakvi rubni uvjeti. (Usporedi to sa slu¢ajem vezanog stanja u Sekciji [8.6])

8.5.2 Slucaj vremenski neovisne, ali inaCe proizvoljne
potencijalne energije V'

U tom slucaju, za bilo koji broj prostornih dimenzija, rjesenje trazimo me-
todom separacije varijabli; konkretno, separiramo vremensku varijablu ¢ od
prostornih varijabli. Dakle, za vOSj (8.24]) pretpostavljamo rjeSenje fakto-
riziranog oblika

U(r,t) =o(r)T(t). (8.30)
Naravno, takav oblik rjeSenja, s 7T (t) = exp(—iwt) = exp(—iEt/h), ve¢ smo
nasli kod ravnih valova zapisanih kompleksnom eksponencijalom, (8.3))-(8.4)
i , a na takva smo se rjesenja (8.25)-(8.26) podsjetili i u prethodnoj

podsekciji. No, to su bila rjeSenja samo za slobodnu cesticu gdje V= 0
(ili najvise V' = konstanta) svagdje, u cijelom prostoru. Nekonstantna po-
tencijalna energija V', ovisno o tome kakva je, dovodi do bitno drugacijeg
prostorno ovisnog faktora (7).

Uvrstenjem tog separiranog oblika (8.30) u vremenski ovisnu Schrédinge-
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8. Najjednostavniji kvantni valovi i njihove jednadzbe

rovu jednadzbu (8.24)), te dijeljenjem s istim oblikom ({8.30f), dobivamo

L1 oT@) 1 - :
ih T ot o) H(r,—ihV) o(r) . (8.31)

Lijeva strana ove jednadzbe je funkcija samo vremena ¢, a desna strana funk-
cija samo vektora polozaja r. Takva jednadzZba moZe biti zadovoljena samo
ako su obije strane jednake istoj konstanti (tzv. konstanti separacije). Ona
ima dimenziju energije pa ju nazovimo F, iako u ovom c¢asu u principu jos
ne znamo da ¢e se malo nize pokazati da je ta konstanta upravo energija.

Dakle, dobivamo dvije svojstvene jednadzbe: svojstvenu jednadzbu opera-
tora Hamiltonijana, R

Holr) = Bo(r), (8.32)

te onu za vremenski ovisnu funkciju 7 (¢), koja je toliko jednostavna da joj

je rjeSenje ocito:
o7 (t)
ot
To nam je rjesenje ve¢ poznato iz specijalnih slucajeva. Identicno je komplek-
snoj eksponencijali koja nosi vremensku ovisnost monokromatskog putujuceg

ravnog kvantnog vala, gdje w = E/h, u (8.3) odnosno ({8.4), kao i vremensku
ovisnost superpozicije (8.26) ravnih valova istog k u prethodnoj podsekciji.

_ _ihET(t) — T =Tat) = eFE = et (8.33)

Usporedba jednadzbe sa svojstvenom jednadzbom indicira da
je E ba$ energija, jer smo tamo ihd/0t identificirali s operatorom energije.
U jednadzbi @ pak figurira operator Hamiltonijana H, dakle opet opera-
tor energije (ali izrazen preko koordinata i njihovih derivacija), $to takoder
ukazuje da F valja interpretirati kao energiju. Da je E tocno svojstvena
vrijednost energije, vidi se iz limesa vrlo visokih vrijednosti F, gdje se mora
prijeéi u limes klasi¢ne fizike, jer tamo je Hamiltonijan bez daljnjega energija.

Jednadzba (8.32)) je takva da operator H djelujuéi na funkciju ¢(r) nema
drugog efekta osim mnoZenja funkcije ¢(r) brojem E. (Za razliku od slu-
cajeva i gdje je bilo V' = 0 pa je funkcija bila ravni val, sada
govorimo sasvim opcenito jer V, pa dakle ni H , a onda ni ¢, nisu speci-
ficirani.) Ako ¢(r) zadovoljava jednadzbu (8.32), to jest, ako joj je zaista
rjeSenje, kazemo da je ¢(r) svojstvena funkcija operatora H jer se ne mije-
nja pod njegovim djelovanjem. Jednadzba (8.32) je novi primjer onog Sto
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smo u Podsekciji nazvali svojstvenom jednadzbom, ili sada malo duze —
jednadzbom svojstvenih vrijednosti. Pritom je E svojstvena vrijednost opera-
tora Hamiltonijana H , odnosno svojstvena vrijednost energije koja odgovara
funkciji ¢(r), jer za neku drugu vrijednost energije, ©(7) ne bi bila rjese-
nje. Naravno, moZe se reéi i obratno: funkcija ¢(r) je svojstvena funkcija
Hamiltonijana H koja odgovara svojstvenoj vrijednosti energije E.

Hamiltonijansku svojstvenu jednadzbu (8.32]) nazivamo vremenski neovisna
Schrodingerova jednadzba (VINSJ), ili pak (iz razloga koji ¢e postati jasni vrlo
brzo), Schrodingerova jednadzba za stacionarna stanja.

Za ono sto se ponekad [I8| naziva prvi postulat kvantne mehanike, vINSj
pruZa najvazniji primjer: mjerljivoj (opazivoj, opservabilnoj) fizikalnoj
veli¢ini zvanoj energija, odgovara operator energije (kojeg iz povijesnih raz-
loga nazivamo operator Hamiltonijana, H ). Njegova svojstvena jednadzba
za rjeSenje ima svojstvenu funkciju energije (1) = @g(r) kada ener-
gija ima iznos FE, koji nazivamo svojstvena vrijednost energije. Mjerenja
energije daju samo te svojstvene vrijednosti E. Poopcenje na druge
fizikalne veli¢ine ovog upravo rec¢enog za energiju, daje spomenuti postulat.
(Primjer toga smo ve¢ upoznali u Sekciji operator impulsa p djelovanjem
na svojstvenu funkciju impulsa, ravni val ¢ (x), daje svojstvenu vrijednost
impulsa p = hk.)

Raspisivanjem operatora Hamiltonijana u potencijalni, multiplikativni dio
V(r), te u dio kineticke energije (“slobodni Hamiltonijan”) koja je derivativni
operator proporcionalan Laplaceovom, vINSj (8.32)) postaje

2
{—h— V2 + V(’I“):| o(r) = Eo(r), (8.34)
2m
te ju moZemo rijesiti kada specificiramo potencijalnu energiju V (r) za dati
problem. RjeSavanjem dobijemo spektar mogucih energija, to jest skup
vrijednosti F za koje postoje njima odgovarajucéa rjeSenja ¢p(r), a to su one
funkcije ¢(r) koje zadovoljavaju jednadzbu . Bududi da ju zadovolja-
vaju za odredene vrijednosti energije E, vremenski neovisnu Schrédingerovu
jednadzbu nazivamo svojstvenom jednadzbom energije (ili Hamiltoni-
jana), funkcije ¢(r) = @g(r) njenim svojstvenim rjeSenjima ili svojstvenim
funkcijama energije, a E svojstvenim vrijednostima energije (Hamiltonijana).

Dakle, priblizili smo se razini gdje se kvantna mehanika moze postaviti kao
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sistem nekoliko postulata. Neke nismo spomenuli u dosadasnjim razmatra-
njima, ali u primjenama ¢emo pojasniti §to treba na datoj razini. Sjetimo
se da smo vec¢ dosli do jednog od postulata i kada smo uocili da vremensk:
ovisna Schrodingerova jednadzba odreduje vremenski razvoj kvantno-
mehanicke valne funkcije U(r, t). Sada mozemo dati i jednostavnu ilustraciju
toga na primjeru stacionarnih stanja. Naime, vidjeli smo da jednadzba
ima jednostavno oscilatorno rjesenje

Te(t) = e nPt, (8.35)

Prema tome, rjeSenje (8.30) vremenski ovisne Schréodingerove jednadzbe (8.24)),
koje odgovara energiji F/, dato preko svojstvenog rjesenja vremenski neovisne

Schrodingerove jednadzbe ([8.32)) odnosno (8.34)), glasi:

Up(r,t) = op(r) € wF, (8.36)

Znagdi, rjeSsavanje vremenski neovisne Schrodingerove jednadzbe (8.34]) daje
nam svojstvene vrijednosti energije £ (tj. energetske razine/nivoe) i odgova-
rajuce svojstvene funkcije pg(r), a vremenska ovisnost (8.35]) stacionarnog

stanja (8.36]) je takva da
Gp(r,t) = [Ye(r, ) = |es(r)]* = Ge(r). (8.37)

Dakle, gustoca vjerojatnosti nalazenja cestice u tocki r» konstantna je u vre-
menu za stanje tipa (8.36)). To je jedan od razloga zasto se takva stanja zovu
stacionarna stanja.

Uocite da u stacionarna stanja spadaju i sluc¢ajevi koje smo ve¢ opsSirno
razmatrali, naime ravni valovi (koji su ujedno i svojstvena stanja operatora
linearnog impulsa, te slobodnog Hamiltonijana), kao i posebne superpozicije
oblika —. To su sve svojstvena stanja slobodnog Hamiltonijana
toc¢no odredene energije E = h?k?/2m. Dakle, to su primjeri za koje smo veé
rijesili Schrodingerove jednadzbe, i vremenski neovisnu i vremenski ovisnu.

Takoder smo pokazali da opceniti valni paket, to jest proizvoljna superpozi-
cija ravnih valova, zadovoljava slobodnu vremenski ovisnu Schrodinge-
rovu jednadzbu, ali naravno ne zadovoljava vremenski neovisnu Schrodinge-
rovu jednadzbu, jer nema odredenu svojstvenu energiju F i nije stacionarno
stanje.
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Onu svojstvenu funkciju ¢(r) kojoj odgovara odredena svojstvena vrijed-
nost E ozna¢imo simbolom ¢g(r) da bismo ju razlikovali od drugih svoj-
stvenih funkcija (¢ (1), per(r), ¢5(r), ...) koje odgovaraju nekim drugim
svojstvenim vrijednostima energije (E’, E”, E, )

Razne svojstvene vrijednosti mogu biti diskretne ili kontinuirane, ovisno
o tome moraju li (ili ne) zadovoljavati neke rubne uvjete, i kakve.

Dosad smo se sretali samo s kontinuiranim svojstvenim vrijednostima ener-
gije i impulsa. To je zato Sto smo upoznali samo rjesenja Schrédingerovih
jednadzbi za slobodnu kvantnu ¢esticu u jednoj ili tri dimenzije. Ta su rje-
Senja ujedno i svojstvene funkcije operatora linearnog impulsa p i operatora
slobodne, tj. isklju¢ivo kineticke energije Hamiltonijana Hy = p?/2m — ili
svojstvene funkcije bar samo Hamiltonijana Hy, kao @— koja je su-
perpozicija dodusSe razli¢itih svojstvenih stanja operatora impulsa , ali
s istim modulom impulsa. Dakle, to su ravni valovi @ u jednoj i u
tri dimenzije te posebne superpozicije poput — @D, pa buduéi da su
im moduli impulsa kontinuirani, kontinuirane su im i energije £ = p*/2m,
kako smo konstatirali na kraju Podsekcije [8.5.1]

Diskretne svojstvene vrijednosti energije javljaju se kod vezanih stanja
kvantnih cestica; to jest, kad je u Schrédingerovoj jednadzbi potencijal V'
takav da moze zarobiti, vezati kvantnu ¢esticu u ograni¢eni dio prostora.
Primjer toga je Coulombov potencijal, koji dovodi do toga da elektron vezan
u vodikovom atomu ima diskretan skup energija F, = —R/n?.

Medutim, na ovom stupnju znanja ne mozemo se upustati u rjeSavanje
Schrodingerove jednadzbe za vodikov atom, nego ¢emo pojavu diskretnog
spektra energija pokazati i objasniti na najjednostavnijem primjeru vezanog
stanja - a to je Cestica u beskonacno dubokoj pravokutnoj potencijalnoj jami.
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8. Najjednostavniji kvantni valovi i njihove jednadzbe

8.6 Najjednostavnije vezano stanje - u besko-
nacno dubokom pravokutnom potencijalu

Cestica u jednodimenzionalnom prostoru vezana je u beskona¢no dubokoj
pravokutnoj potencijalnoj jami Sirine L ako osje¢a potencijal

Viw) = { o(i) © §00<ifi<xL2 L (8.38)
Vremenski neovisna Schrédingerova jednadzba
Ao = 222D 4 yiyew) = o) (339)
2m Oz

nam je naravno najjednostavnija unutar potencijalne jame, gdje V(z) = 0,
jer se tu, za 0 < x < L, svodi na isti oblik kao i slobodna vINSj (8.29),

0? _2mkE

2 o(z) = — k* () gdje k? = o (8.40)
Zato i rjeSenje tu mora biti istog oblika kao (8.28)),
o(x) = Oy €8 + O_p €77 = a;, coskx + by, sin k. (8.41)

Medutim, za razliku od ¢g(z) (8.28) u Podsekeiji[8.5.1] ovdje (8.41) nije slo-
bodno rjeSenje, jer mora ispunjavati i rubne uvjete: ¢(x) mora iS¢ezavati
na rubovima jame, ¢(0) = ¢(L) = 0, jer je nuzno p(z) = 0 svagdje gdje je
V' (z) beskonacan. Inace bi takav potencijal preko ¢lana V' (z)p(x) dovodio do
nemoguceg stanja beskonacne energije, £ = 0o, ¢im valna funkcija p(z) # 0
bilo gdje u podru¢jima z < 0ix > L, gdje V() = 0.

Iz rubnog uvjeta ¢(0) = 0 slijedi ax = 0. Iz rubnog uvjeta (L) = 0
pak slijedi da kL = nm. Dakle, k mora biti diskretan, &k — k, = nn/L,
pa u rjesSenju o(z) — ¢p, o« sink,r. Time kona¢no funkcija
zadovoljava ne samo svojstvenu jednadzbu vINSj (8.39)) nego i rubne uvjete,
i to uz diskretne svojstvene vrijednosti energije, £ — E,, = h? k2 /2m:

T w2 h?
kn=n— = FE,=n?
L 2mL2
Odgovarajuée valne funkcije vezanog stanja ¢g, su svojstvene funkcije ener-

gije. One su, uz svoje svojstvene energije ([8.42)), rijesile vremenski neovisnu
Schrédingerovu jednadzbu za konkretan potencijal (8.38)) i rubne uvjete:

Hop () = E, pp, () . (8.43)

=n’FE, neN. (8.42)
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potencijalu

=]

V= V=
A A

V=00 V=0

V=0
- -
X

0 L

Slika 8.1: Pravokutna jama zidova neprobojnih za kvantnu ¢esticu mase m,
tj. potencijalna jama beskonacne dubine odnosno beskonac¢no visokih zidova.

(Izvor: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Infinite potential well.svg)
8.6.1 Svojstvene funkcije Hamiltonijana ove jame

Te svojstvene funkcije pg, , kao i njima odgovarajuce energije E,, (8.42)), ¢ine
beskonacan, ali prebrojiv, diskretan skup:

0 r<0ii z>1L

w@%ﬁwm@ﬁz%@%={vgﬁnm%@ O<w<l (g4

Tu je \/2/L = .4 konstanta normiranja. Ista je Vn € N u 1’ Time je
svaka svojstvena funkcija ¢, (x) normirana na jedinicu u skladu s ([7.13)), jer

+oo L
/_ dr o (x)P = / 0z |on()2 = (pulipn)

oo

= /Ode ‘Wsin(n%x)‘z = | %L = 1. (8.45)

Za n # | stanja su ortogonalna zbog ortogonalnosti sinusa razli¢itih harmo-
nickih indeksa n i

+oo L
{enlen) = /_ dx oy (z) pi(x) = /0 deoi(z)oi(z) =0, VYn#leN.
(8.46)
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Ay

n=1

Slika 8.2: Valne funkcije kvantona zarobljenog u pravokutnoj jami neproboj-
nih zidova, tj. u potencijalu beskonac¢ne visine. Prikazane su Cetiri najnize
svojstvene funkcije energije . Ocito su iste kao prva ¢etiri moda titranja
strune fiksiranih krajeva. Tako i mora biti, jer iste jednadzbe imaju ista rje-

éenja. (Izvor: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Particle in a box wavefunctions 2.svg)

Pomocu Kroneckerovog simbola §,,,

b4l "=l (8.47)
0 n#l ,

relaciju normiranosti (8.45)) i relaciju ortogonalnosti (8.46) mozemo zajedno

zapisati kao jedinstvenu relaciju ortonormalnosti

(el = [ :Ochso;(xml(x) - [trawat) = b, vn,ze(ié)

U skladu s (8.36)), vremenska ovisnost n-tog stacionarnog stanja data je s

Un(2,t) = pu(z) € 0BT, (8.49)

Prema tome, bududi da |e!?| = 1, za kvantnu &esticu u n-tom svojstvenom
stanju energije, gustoca vjerojatnosti za nalazenje u tocki z, G, (x) =
[t (2, )%, daje vremenski neovisan izraz |, (z)|>. Naravno, ovo je samo
jedna konkretna realizacija opcenite relacije za stacionarna stanja.
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8.6.2 Superpozicije svojstvenih funkcija Hamiltonijana

Svaka linearna superpozicija takvih svojstvenih stanja energije, tj., mjesavina
gdje koeficijenti b,, odrazavaju njihove relativne zastupljenosti i faze,

=Y by t(,1) Zb e Pty (x), (b, = konstanta,Vn),

(8.50)
takoder je rjeSenje vremenski ovisne Schrodingerove jednadzbe za besko-
nacno dubok pravokutni potencijal . Medutim, to nije svojstveno rjese-
nje vremenski neovisne Schrodingerove jednadzbe, nema odredenu (to jest -
svojstvenu) energiju, te nije stacionarno stanje, za razliku od odnosno
(8.44). Naime, ako superpoziciju dignemo na apsolutni kvadrat da
dobijemo njenu gustocu vjerojatnosti nalazenja u tocki x,

Gla.1) = (1) ZZb by eHE BN (1) (), (8.51)

tu vremenska ovisnost prezivljava u eksponencijalama jer dvostruka suma
sadrzi krizne clanove gdje E, # Ej.

Medutim, ovdje mozemo pojasniti pitanje iz proslog poglavlja: kako vre-
menska ovisnost nestane iz izraza (7.13|) za normu opéenite valne funkcije?
To jest, i za funkcije koje ne odgovaraju stacionarnim stanjima (8.36f), nego

poput (8.50) daju vremenski ovisne gustoce vjerojatnosti (8.51)).

Da bismo dobili normu superpozicijske funkcije W(z,t) (8.50)), integrirajmo
njenu t-ovisnu gustocu (8.51)):

w2 = (wlw) = / W) de = 33 by €REE ()
—00 n l

(8.52)
U ovom slu¢aju imamo na raspolaganju relaciju ortonormiranosti (8.48)), pa
{(pnl@r) = 0n ubija jednu sumu, a prezivi samo suma ¢lanova gdje n = I.

Zato su eksponencijale (od FE,, — F,, = 0) reducirane na 1, te vidimo kako
se izgubi vremenska ovisnost i u normama nestacionarnih stanja (8.50)). Na
koncu dobivamo

[W]* = (U|¥) = Z|bn > (=1 zbog normiranja). (8.53)

n
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Ovo je vazna relacija jer pokazuje da su apsolutne vrijednosti kompleksnih
koeficijenata razvoja b, ograni¢ene normiranjem funkcije — sjetimo se ([7.13]).

Buduéi da su koeficijenti b,, konstantni u vremenu, mozemo ih dobiti iz
valne funkcije (8.50)) u bilo kojem ¢asu ¢. Najmanje je pisanja za ¢ = 0, kada

0) = > bity(z,0) = > bpy(z) = V(). (8.54)

Zbog relacije ortonormalnosti , oc¢ito je koeficijent b,, dat skalarnim
produktom (7.27)) funkcija ¢, () i \If(;v 0):

b, = (on(2)|¥(z,0)) = \/ — /smn%x U(x,0)dr, Vn>1.

(8.55)

8.6.3 Postoje poopcéenja na realisticne vezane sustave

Rezultati ove sekcije su vazni jer se priliéno lako poopce na realisti¢ne sustave.
Na primjer, moze se vidjeti da diskusija u ovoj podsekciji vrijedi za svaki
vremenski neovisan potencijal bez obzira na broj prostornih dimenzija. Zbog
linearnosti vremenski ovisne Schrodingerove jednadzbe, superpozicija njenih
rjesenja W (r,t) , koja su stacionarna stanja sa svojstvenim energijama
iz skupa {E'} (tj. iz spektra svojstvenih energija, kao $to je primjerice (18.42))),

) =Y bpUp(rt) Z by pp(r) € (8.56)

takoder je njeno rjeSenje, ali nije stacionarno stanje, niti ima odredenu ener-
giju, za razliku od Vg(r,t) i pg(r).

Da bismo diskusiju iz prethodne podsekcije ponovili za svaki vremenski neo-
wvisan potencijal, i to bez obzira na broj prostornih dimenzija, nedostaje nam
samo dokaz relacije ortogonalnosti za opcenite svojstvene funkcije energije,

(¢elor) = dpp - (8.57)

Moze se pokazati da to doista vrijedi za sve realisticne Hamiltonijane.

Medutim, ovdje se ne¢emo upustati niti u dokazivanje te relacije, niti u
trazenje konkretnih rjesenja g i njihovih svojstvenih energija E za druge
potencijale V' osim najjednostavnijih: (8.38)), te V' = 0 za slobodne ¢estice.
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8.7 Uz Schrodingerovu, postoje i druge kvantne
valne jednadzbe

Sadrzaji sekcija [8.2] [8.3] 1 [8.4] sugeriraju da se kvantnomehanicke jednadzbe
dobivaju sistematski ako se relacije klasicne mehanike pretvaraju u operatore
koji djeluju na amplitude vjerojatnosti — i to na nac¢in da se linearni impuls
p ienergija F u klasi¢nim formulama ovako zamijene pripadnim operatorima
derivacija po prostoru i vremenu:

0 A 0
—p=—ih—, F—F=ih—. 8.58
p=p O ot (8.58)
Ovakvi diferencijalni operatori naravno nemaju dobro definirano znacenje
kad stoje sami, nego moraju djelovati na nesto. Oc¢ito, operatori iz , (8.7)
i (8.58]) svojim deriviranjem daju nesto razli¢ito od nule samo kad djeluju na
neke funkcije vremena i prostora W(x,t). Opet isticemo da to nisu nuzno

svojstvene funkcije, iako u i (8.7) jest tako.

Heuristicka argumentacija kojom se u Poglavlju [6] doslo do prijedloga ne-
relativisticke Schrédingerove jednadzbe za kvantnu Cesticu, time se svodi
na kompaktno pravilo zamjene u klasi¢nim relacijama koje povezuju
energiju i impuls Cestice mase m. Da to pravilo nije podeseno samo za Sc-
hrédingerovu jednadzbu, moze se vidjeti, na primjer, iz relativisticki to¢ne
veze izmedu kvadrata energije, linearnog impulsa i mase slobodne cestice,

E* = p*c® + (mc?)?. (8.59)

Odatle zamjenama (8.58) dobivamo relativisticku kvantnu, tzv. (slobodnu)
Klein-Gordonovu valnu jednadzbu:

0? 1 02 m2c? 5
— = = — — — | ¥Y(z,t) = —IV(x,t) =0, 8.60
((%2 & ot h2) (%) 0¥ (w,t) (8.60)
gdje je konstantni ¢lan (kvadrat reciprocne reducirane Comptonove valne
duljine X = h/mc Cestice mase m) naravno tretiran jednostavno kao mul-
tiplikativni operator.

Najjednostavnija rjeSenja jednadzbe (8.60]) su ravni valovi u obliku kom-
pleksne eksponencijale (8.3), dakle slucaj W(x,t) = ¢y (z,t), ali i njoj pri-
druzeni (kao njen PRe i Jm dio) realni kosinusni i sinusni valovi. Mozemo
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rec¢i da su to sve svojstvene funkcije operatora kvadarata energije sa svojstve-
nom vrijednoséu . Naime, uz primjenu Planck-Einstein—de Broglievih
relacija lako vidimo da za ta tri izbora W(x,t), Klein-Gordonova jed-
nadzba reproducira relativisticki toé¢nu vezu izmedu kvadrata energije,
linearnog impulsa i mase slobodne ¢estice (8.59)).

Takoder lako vidimo da u bezmasenoj granici, m = 0, iz (8.60) dobivamo
valnu jednadzbu dobro poznatu iz klasi¢ne elektrodinamike u vakuumu,

0? 1 0?

gdje ulogu funkcije W(z,t) moze igrati (i) bilo koja komponenta polja saci-
njenih (na temeljnoj, kvantnoj razini) od fotoné: elektri¢nog ili magnetskog,
ili njima odgovarajuc¢eg vektorskog potencijala A, (x,t). (Isti oblik valne jed-
nadzbe zadovoljavaju i mehanicki valovi kao $to su zvucni valovi u raznim
materijalima, transverzalna i longitudinalna titranja Stapova i napetih Zica,
membrana, itd. Medutim, frekvencije i valne duljine tih klasi¢nih mehanickih
valova nemaju nikakve veze s Planck—Einstein—de Broglievim relacijama, a
njihova brzina nije univerzalna konstanta prirode ¢, nego je odredena svoj-
stvima konkretnog medija koji titra, ¢ — v < ¢.)

Simbol [J; je pokrata za valni (ili - D’ Alembertov) diferencijalni operator
u jednoj dimenziji. Dodatkom konstante, naime masivnog ¢lana (mc/h)? do-
biva se (slobodni) Klein-Gordonov operator %, = O+ (me/h)?, u jednadzbi
takoder reduciran na jednu prostornu dimenziju.

Klein-Gordonova jednadzba (8.60)) vrijedi i za neke masivne vrste Cestica u
relativistickoj kvantnoj fizici. Medutim, ovdje nas prvenstveno zanima opis
kvantnih cCestica u nerelativistickom limesu, a on relativisticke jednadzbe po-
put Klein-Gordonove jednadzbe reducira na Schrodingerovu jednadzbu
(18.62). (Tko Zeli znati vise, neka u Zbirci rijeSenih zadataka pogleda kako nerela-
tivisticki limes Klein-Gordonove jednadzbe daje Schrédingerovu jednadzbu. Inace,
ona u nerelativistickom limesu slijedi i iz tzv. Diracove jednadzbe. To je jo§ jedna
relativisticka kvantna jednadzba, i to vaznija u primjenama od Klein-Gordonove,
jer opisuje relativisticke elektrone (i opc¢enito fermione) ali nam je konceptualno
nesto teze dohvatljiva s ove razine gradiva.)

Podsjetimo se da smo ve¢ u prethodnom poglavlju pokazali da ravni val
u obliku kompleksne eksponencijale (8.3) zadovoljava i diferencijalnu jed-
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nadzbu gibanja, tzv. slobodnu vremenski ovisnu Schrodingerovu jednadzbu

(6.11), odnosno (8.8). Ovdje prepisujemo (8.8) definirajuéi slobodni Sc-

hrédingerov operator %, preko operatora slobodnog Hamiltonijana H :

S (z,t) = (m% —ﬁ0> U(z,t) = (ihﬁ + ——) U(z,1) :(822)

Tu jednadzbu zadovoljava valna funkcija slobodne kvantne cestice mase m
koja se nerelativisticki giba u jednoj dimenziji. UvrStavanjem V(z,t) =
Yx(z,t) lako provjerimo da ta jednadzba reproducira nerelativisticki analog
veze , to jest relaciju £ =T = p?/2m izmedu nerelativisticke kineticke
energije i impulsa p slobodne (stoga E = T') masivne kvantne Cestice. Zato
je ravni val Yy (z,t) , koji ima odredeni linearni impuls p i odredenu
(slobodnu, tj. ¢istu kineticku) energiju p?/2m , osnovni val vjerojatnosti za
slobodne kvantne cestice. Medutim, jos u proslom poglavlju smo vidjeli da
slobodnu Schrédingerovu jednadzbu zadovoljavaju i sve njihove superpozicije

poput (6.13) odnosno ((6.14)).

Nasuprot tome, tu jednadzbu ne zadovoljavaju kosinusni i sinusni
valovi pridruzeni kompleksnoj eksponencijali , tj. ne zadovoljava ju ni
njen realni ni njen imaginarni dio svaki za sebe. Lako je vidjeti da samo
kompleksne funkcije mogu zadovoljiti jednadzbu , a realne funkcije,
kao ni imaginarne, to nikako ne mogu, jer operator vremenske derivacije na
lijevoj strani te jednadzbe mnozi imaginarna jedinica, i, a realni operator
prostornih derivacija na desnoj strani ju ne sadrzi. (Naravno, mozemo valnu
funkciju W(x,t) rastaviti na realni i imaginarni dio, $to se ¢esto i radi, osobito
u numerickim rac¢unima. No, tada se dobiju dvije realne funkcije, ReV(z, 1)
i JmW¥(xz,t), koje moraju biti rjeSenja ekvivalentnog sustava od dvije vezane
jednadzbe — vidi zadatak [83)

To ocigledno favorizira kompleksnu eksponencijalu kao oblik ravnog
vala relevantnog za kvantne valove vjerojatnosti slobodnih masivnih cestica.
(To tim prije, $to svojstvene jednadzbe i indiciraju da funkcije vy,
tocno opisuju stanje onih slobodnih kvantnih cestica koje imaju to¢no
odreden impuls, pa time i to¢no odredenu energiju.)

Nas medutim zanimaju ne samo ravni valovi, nego i opc¢enite valne funkcije
nerelativistickih kvantona. U proslom smo poglavlju, u biti samo na osnovi
linearnosti, samo provjerili da i superpozicije ravnih valova zadovoljavaju
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slobodnu Schrodingerovu jednadzbu. Zato ¢emo se u sljedec¢a dva poglavlja
upoznavati s nekim metodama matematike i teorijske fizike vaznima za de-
taljniji opis i prou¢avanje valova slozenijih od monokromatskih (8.3), a koji
se gibaju po diktatu slobodnih jednadzbi poput .

8.8 Zadaci

Bl1) a) Pokazite da su ravni val vy(x, ), kao i njegov vremenski neovisni dio
or(x), svojstvene funkcije i operatora slobodnog Hamiltonijana Hj.

b) Nabrojite sve do sada spomenute operatore kojima je 1y (x,t) svojstvena
funkcija, te one kojima je @i (z) svojstvena funkcija. Koje su im svojstvene
vrijednosti?

.2) Zamislite da slobodnu Schrédingerovu jednadzbu, odnosno slobodni

Schrodingerov operator S 1' modificirate dodatkom konstantne poten-
cijalne energije, V' = konstanta. Kako se rjeSenja Schrodingerove jednadzbe
promjene zbog toga, a kako odnos energije i linearnog impulsa?

Bl3) Nadite sustav vezanih jednadzbi za realne funkcije ReU(x,t) i ImW¥(z,t),
koji je ekvivalentan Schrodingerovoj jednadzbi za W(x,t).

.4) Nadite vezu izmedu koeficijenata C'y, Cor, te koeficijenata ag i by, u
jednadzbi (8.28]).

Bl5) Nadite prosje¢ne vrijednosti (o¢ekivane vrijednosti) koordinate x za
sva svojstvena stanja energije kvantne Cestice vezane u beskonac¢no dubokom

pravokutnom potencijalu (8.38)).

Rjesenje: Svojstvene funkcije su (8.44) odnosno (8.49)), pa 1-dimenzionalna
verzija izraza ([7.16]) daje

—+00

<l‘>wn = (Ynlz|thn) = VYn(z,t)" Ty (7, 1) do (8.63)

L , 9 L ,
= der = = i Z2)dr.
/0 z lpn(z)]* dx /0 x sin“(n —x) dz
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Slika 8.3: Kvadrati (8.44): |¢,(2)]> = (2/L)sin*(nma/L), to jest, gustoce
vjerojatnosti nalazenja kvantona zarobljenog u pravokutnoj jami Sirine L
a neprobojnih zidova, tj. u potencijalu beskona¢ne visine, za n = 1,2,3
i 15. Ocita je simetrija svih gustoc¢a s obzirom na srediste potencijala u
x = L/2. Istaknuti interval pokazuje, u skladu s principom korespondencije,
da s povecanjem kvantnog broja n, vjerojatnost u intervalu tezi vjerojatnosti
nalazenja klasi¢ne ¢estice (= Sirina intervala/L). (zvor: MikeRun - Own work, curve
taken from, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=101306335)

Upotrebom neodredenog tablicnog integrala

2?2 xsin(Quz)  cos(2ux)
T _ 64
4 du 8u? (8.:64)

/:5 sin?(u ) dr =

uz u = nn/L, te gornju granicu = L i donju granicu x = 0 dobivamo da u
svim svojstvenim stanjima (8.44]) Vn, prosjek odnosno oc¢ekivana vrijednost
polozaja je na sredini potencijalne jame:

: (8.65)

(aho, = &

Sto smo mogli i prije izracuna (8.63)) proreci zbog geometrijske simetrije, vidi
Sliku [8.3] i naravno formulu gustoce vjerojatnosti |, (2)[? o sin®(nma/L).
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Poglavlje 9

Neki osnovni aspekti valnog
formalizma

U prethodnim smo poglavljima vidjeli da su, uz monokromatske ravne valove,
i njihove linearne superpozicije rjesenja slobodne Schrodingerove jednadzbe.
U ovom i u sljede¢em poglavlju ¢emo detaljnije prouciti ta opéenita rjesenja,
takozvane slobodne valne pakete.

Ponovo isticemo da je slobodna Schrodingerova jednadzba linearna
i homogena diferencijalna jednadzba, pa je stoga svaka superpozicija njenih
rjeSenja takoder rjesenje. Zato ¢emo ta njena opcenita rjeSenja pomocu Fouri-
erove analize prikazivati u obliku raznih superpozicija (sumé) ravnih valova
Yr(z,t) (8.3). Oni su posebna rjeSenja koja, uz slobodnu Schrédingerovu
jednadzbu (8.62), zadovoljavaju i svojstvene jednadzbe linearnog impulsa
i energije, odnosno . Dakle, oni odgovaraju stanjima u kojima
kvantne cCestice imaju odredene linearne impulse p = hk i energije F = hw .
Zato imaju temeljno znacenje kao valovi vjerojatnosti za slobodne kvantne
Cestice.

S druge strane, valni paketi - dobiveni superponiranjem ravnih valova raz-
nth impulsa i energija - nemaju precizno odredene impulse i energije, pa i nisu
svojstvene funkcije tih operatora. Medutim, za razliku od monokromatskih
ravnih valova, valovi dobiveni njihovim superponiranjem mogu biti lokalizi-
rani na mala prostorna protegnuca. Odatle i potjece ime “valni paketi”.
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9.1. Prikaz opéenitih valova Fourierovim redovima i integralima

9.1 Prikaz opéenitih valova Fourierovim
redovima i integralima

Prikaz neke funkcije razvojem preko skupa nekih drugih pogodnih funkcija,
i to medusobno ortogonalnih, vrlo je korisna matematicka metoda. Najpoz-
natiji su Fourierovi redovi. To su diskretne sume preko valnih duljina A\,
odnosno valnih brojeva k,, sinusé i kosinusa (raznih ekvivalentnih oblika, po-
put (9.2)-(9.5), ali i (9.15))) koje prikazuju periodicke funkcije. Njihove osnove
izlazemo u matematickom Dodatku[A] Osnovno o Fourierovim redovima, dok
¢emo u ovom poglavlju dati samo one elemente koji su potrebni za ovdasnje
jednostavne primjene. Onome tko Zeli znati viSe, preporuc¢ujem razne tipove
specijalizirane literature od Kreysziga [36] do Sunka [37].

Funkcija f neke varijable, primjerice vremena ¢t ili koordinate x, je peri-
odicka ako je potpuno definirana samo jednim svojim dijelom na varijablinom
intervalu duljine A; znadi, dijelom izmedu f(z)i f(x + A), koji se ponavlja
beskona¢no mnogo puta - vidi na primjer Sliku [0.I] Dakle, svaki segment
duljine A sadrzi sve informacije o periodi¢noj funkciji. Vrijednost varija-
ble z koja sluzi da definiramo periodi¢ni segment funkcije izmedu f(z) i
f(x+ A) ocito se moze odabrati slobodno, proizvoljno. Duljinu A nazivamo
duljinom periodicnosti funkcije f, ili jednostavno njezinim periodom. Me-
dutim, tu duljinu periodi¢nosti A opcenite periodi¢ne funkcije f ne smijemo
mijeSati s valnim duljinama A,, i harmonic¢kim periodima 7,,. To jesu duljine
periodi¢nosti, ali osobitih periodicnih funkcija koje su rjesenja jednadzbe gi-
banja harmonickog oscilatora poput ili valne jednadzbe — dakle
sinusa i1 kosinusa poput , te odgovarajucéih kompleksnih eksponencijala
exp(+ip) = cos¢ £ ising. Samo te osobite funkcije su harmonicki mo-
dovi monokromatskih oscilacija s odredenim valnim duljinama A, odnosno
s valnim brojevima k, = 27k, = 27/\,; ili, ako je varijabla vrijeme ¢, s
harmonic¢kim periodima 7,, odnosno s frekvencijama w,, = 27, = 27/7,.

I opcenite, neperiodicke funkcije mozemo prikazati slicno kao u izrazima
—, no tada s diskretne sume moramo prijeé¢i na odgovarajucu konti-
nuiranu sumu;, dakle, na Fourierov integral preko kontinuiranih realnih vri-
jednosti valnih brojeva k, ili preko kontinuiranih frekvencija w ako Fourier-
analiziramo funkcije vremena t. To je metoda Fourierove transformacije

— vidi podsekciju i Sekciju [0.4]
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

9.1.1 Fourierovi redovi sinusa i kosinusa

Superpozicija tih harmoni¢kih modova (“harmonikd”), pomocu funkciji od-
govarajuc¢ih koeficijenata a,, i b,, daje prikaz proizvoljne periodicke funkcije
f(z) Fourierovim redom, kojeg dolje piSemo u Cetiri ekvivalentna oblika:
f. Tu sinusi i kosinusi ovise o raznim \,, odnosno o valnim broje-
vima k,, a sume preko njih su diskretne, jer valne duljine \,, ¢ine diskretan
skup, kao i k,. Naime, u duljinu periodi¢nosti A opéenite periodicke funkcije
f(z) koju zelimo raspisati u sinuse i kosinuse, treba upasati cijeli broj valnih
duljind \,, jer one su duljine periodi¢nosti sinusa i kosinusa:

A=n\,

%:ni—: edic n=0,1,2, ..,00. (9.1)
Valna duljina osnovnog harmonickog moda (“harmonika”) je A; = A, dok
n-ti harmonik ima n puta kra¢u valnu duljinu, odnosno n puta veéi valni
broj. Zato je superpozicija doprinosa raznih valnih duljind \,, odnosno
valnih brojeva k,, ekvivalentna zbrajanju po indeksu n harmonic¢kih mo-
dova (“harmonikd”). Slika ilustrira najjednostavniji netrivijalni primjer,
Fourierov red od samo dva c¢lana. Medutim, da bi mogao dati tocan pri-
kaz (skoro) svake periodicke funkcije, Fourierov je red u principu zbroj be-
skona¢no mnogo ¢lanova — harmonickih modova. Mozemo ga izraziti na
viSe nacina. Zbog cos(a— ) = cosa cos S + sina sinf, (9.3) je uz
A, cosb, =a,, A,sinb, =b,,te A, = /a2 +b> kada n >0, te Ay = ay,
dok povezuje s i (9.5):

flz) = i [an cos <27r n %) + b, sin (27rn %)} (9.2)
= Ay + g A, cos (27?71% - 0n> (9.3)
= nio% {an cos (i—: x) + by, sin (i—: x) } (9.4)
= i [ay, cos (k, x) + b, sin (k, z)]. (9.5)

Il
o

n

Kosinusi su parne, a sinusi neparne funkcije, pa ekvivalentni zapisi (9.2)),

(9.4) 1 (9.5)) funkciju f eksplicitno dijele na parni i neparni dio. Buduéi da
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9.1. Prikaz opcenitih valova Fourierovim redovima i integralima

. period funkcije A
|
| \/ A \/ 2

Va,lna duljina A; =

J/\/\
I A A

valna duljina Ay = A/2
|

COS(ZTI’E)‘?\ LN LN N\ /\‘;w
Ao ‘\/ NS

Slika 9.1: Funkcija f(x) bi na primjer mogla opisivati, u nekom fiksnom casu
t, transverzalne pomake zatitrane strune ¢iji je ravnotezni polozaj duz osi
x. U superpoziciji opisanoj Fourierovim redom, njenom titranju doprinose
titranja raznih harmonika, to jest raznih valnih duljind ), odnosno valnih
brojeva k,,, koji daju periodi¢nost harmonickih oscilacija u prostoru.
Duljina periodi¢nosti funkcije je A, pa A, =A/n , gdje n=0,1,2,...,00
Kao primjer Fourierovog reda , na ovoj je slici prikazan najjednostavniji
netrivijalni slu¢aj — red sa samo dva ¢lana. Konkretno, izabrali smo f(z) =
—2sin(2mx /A1) 4 cos(2mx/A2) , pa su svi koeficijenti nula, osim ay, = as = 1,
te b>\1 = bl = —

Naravno, to je posljedica ovog specijalnog izbora funkcije f(z). Za to¢no
reproduciranje opcenite periodicke funkcije, u nacelu je potreban red gdje
broj ¢lanova N — oo. Zaustavljanje na kona¢nom broju N clanova reda
znadi da (opcenitu) funkciju taj red reproducira samo priblizno.
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

je svaku funkciju zaista moguce zapisati kao zbroj f = f. + f_ njenog
parnog dijela f, i njenog neparnog dijela f_ (vidi rijeSeni zadatak @1),
veé to indicira da bi zapis funkcije u obliku Fourierovog reda mogao biti
jedno rjesenje matematickog problema kako proizvoljnu funkciju (jedne ili
vige varijabli) izraziti superpozicijom poznatih funkcija.

Naravno, presudno je pitanje mogu li se nac¢i takvi koeficijenti sinusa i
kosinusa za koje gornje jednakosti vrijede V x.

Fourierovi koeficijenti a,, = a;, i b, = by, su

1 A2 1
ag = — f(z)de = K(l\f} (uocite cos(0-x) =1), (9.6)
~A/2
A/2 -
“w = = /A/2 cos( %nm)dm _ %(cos(knccﬂf(x)) n>1,(07)
A/2 o 2
b, = X o f(z )Sln(an) de = X(s1n(k:nx)|f(x)> n>1.(9.8)

Te izraze samo trenutno dajemo bez izvoda, ali ve¢ u podsekeiji [0.1.3] izvo-
dimo koeficijente C}, za ekvivalentan Fourierov red kompleksnih eksponenci-

jala. Onda se (9.6)-(9.8) mogu dobiti iz izraza (9.20) za Cy i C_.

Kao drugo, inspekcijom rijesenog zadatka .2) lako se vidi da gornji izrazi
slijede iz relacija ortogonalnosti f za sinusne i kosinusne funkcije.
To se sistematski i detaljno ¢ini u matematickom Dodatku [A] Osnovno o
Fourierovim redovima — vidi izvod relacija (A.11)-(A.13).

Kao trece, ako se vratimo u prethodno poglavlje, i to na Sekciju[8.6/o besko-
na¢no dubokom pravokutnom potencijalu, uo¢avamo da je, do na konstantan
faktor, tamosnji izraz (8.55|) za koeficijente b, ekvivalentan izrazu za
koeficijente b,,.

9.1.2 Fourierova analiza i pravokutna potencijalna jama

U Sekeiji[8.6]smo dosli do izraza za opcenito rjesenje ¥ (8.50)), odnosno (8.54),

preko argumenta da je linearna superpozicija rjeSenja takoder rjesenje. Sada
trebamo razumjeti da su ti izrazi ujedno i Fourierov razvoj funkcije W.
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9.1. Prikaz opéenitih valova Fourierovim redovima i integralima

As(x)
/P_\/
0 x>
ASN(X) M Ii—m> @
= —»

Slika 9.2: Gornji dio prikazuje neperiodicku funkciju s(x) koja je definirana
samo na intervalu od 0 do P. Funkciju se moze Fourier-analizirati na tom
intervalu, i Fourierov red sy(z) koji iz toga proizilazi prikazan je na donjem
dijelu. On se, za razliku od pocetne funkcije s(x), periodi¢ki ponavlja od
—o00 do +00. Medutim, on reproducira funkciju s(z) na intervalu od 0 do P.
(Izvor: By Bob K - Own work, CCO, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=104007140)

No kako je to uopcée moguce, jer gdje je tamo periodi¢nost funkcije, kad je
valna funkcija (8.54)) ¥ # 0 samo unutar jame Sirine L?

— Taj fizikalni primjer, kao i matematicki ekvivalentan primjer transverzal-
nih titranja razapete strune duljine L, te Slika [9.2] ilustrira ¢injenicu da to
Sto je Fourierov red uvijek periodicka funkcija, nije prepreka da na ogranice-
nom intervalu bude koristan prikaz i za neperiodicke (aperiodicke) funkcije
definirane na ograni¢enom intervalu poput x € [0, L]. Funkciju naprosto
Fourier-analiziramo i dobivenim redom prikazujemo funkciju samo na tom
intervalu. Ne smeta §to se Fourierov red (koji je naravno uvijek periodicki)
ne podudara s nasom funkcijom ¥ izvan intervala [0, L], nego, primjerice, kao
Sto smo rjesenje za W napisali u Sekciji : U = ( izvan intervala = € [0, L].
Ali unutar tog intervala, prostorna ovisnost jest data superpozicijom sinusé
(18.44).

To nas medutim vodi do pitanja duljine periodi¢nosti A u tom problemu.
Naime, opcenito rjeSenje W smo tamo raspisali kao superpoziciju SVOj-
stvenih funkcija proporcionalnih sin(mnx/L) = sin(2rnz/2L). Os-
novni harmonik, n = 1, pokazuje da A = 2L. Fourierov razvoj oblika poput
(18.54) u Sekcijistoga se naziva “razvoj na pola intervala”, gdje je funk-
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

cija od fizikalnog interesa samo na pola intervala periodi¢nosti. (Za mnostvo
ilustrativnih primjera, vidi [36].)

Mozemo uvidjeti ekvivalentnost razvoja na pola intervala sa standardnim
oblicima — kad se prisjetimo da se je iza tih formula istakao zna-
¢aj izdvajanja parnih i neparnih dijelova. Buduéi da razvoj involvira
samo sinuse, u standardnom Fourierovom razvoju na punom intervalu od

—A/2=—L do A/2 = L, razvoj (8.54) bi predstavljao neparnu funkciju

B U(x) O<ax<L
o = W) OFEEE,

(To je zamisljeni, matematicki produzetak funkcije (8.54)), a ne fizikalan.)

(9.9)

Kako je umnozak svakog sinusa i neparne funkcije parna funkcija A(x)parna,

L L
/ dx h(x)parna = 2/ dx h(x)parna- (9.10)
~L 0

Stoga je koeficijent razvoja na pola intervala 2 puta veéi od izraza , koji
se odnosi na standardni razvoj na cijelom intervalu periodi¢nosti A = 2L.

S tim u vezi, uoc¢imo jos da je, za razliku od standardnog Fourierovog
razvoja, razvoj u svojstvene funkcije ¢, (z) (8.44) koje se od &istih
sinusa razlikuju za faktor normalizacije \/ 2/L = \/ 4/A . Time do kraja
objasnjavamo razliku izmedu koeficijenata b, i by, , Sto je bio
zadnji detalj potreban da do kraja razumijemo sli¢nosti i razlike izmedu
, tj. razvoja na pola intervala, i standardnog Fourierovog razvoja ((9.2)).

9.1.3 Fourierov red kompleksnih eksponencijala

U kvantnoj mehanici nam trebaju kompleksne valne funkcije. Naravno, i njih
mozemo razviti u realne funkcije, ovdje konkretno u sinuse i kosinuse, jer ko-
eficijenti Fourierovog reda mogu biti kompleksni. Medutim, za razvoj realnih
i kompleksnih funkcija u Fourierov red odnosno Fourierov integral, u kvant-
noj je fizici osobito pogodna kompleksna eksponencijala . Na primjer,
u prethodnom smo poglavlju vidjeli da exp(iFt/h) izrazava vremensku ovis-
nost svojstvenih stanja energije, a exp(ipz/h) je svojstveno stanje linearnog
impulsa.
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Toj kompleksnoj funkciji realni dio je kosinus, a imaginarni dio sinus:
0 — cosf+isinf, naprimjer €'** =cos(kx)+isin(kx), (9.11)
pa umjesto Fourierovog reda (9.2)-(9.5|) sa sinusima i kosinusima (jednostavan
konkretan primjer je na Slici [9.1), funkciju f(z) s duljinom periodi¢nosti
A mozemo prikazati Fourierovim redom preko kompleksnih eksponencijala
©.11)

€

eihe = el (9.12)
Medutim, korisno je protegnuti valni broj i na negativne vrijednosti. Na-
ravno, k je povezan s periodi¢nosti funkcije f(x) na isti nacin kao i prije, tj.
kA = A2r/X = 2mn gdje je n opet cijeli broj, ali sada od —oo do +o00.
Dakle, ukljucuje i negativne vrijednosti. Moramo uociti da to predstavlja
promjenu notacije u odnosu na k, u , jer sada

k:27r%527r/£ ide od —oo0 do +o0. (9.13)

Zato vezu valnog broja k s valnom duljinom A > 0 definiramo kao A = 27 /|k|.
Da istaknemo promjenu notacije, ispustamo sa k, supskript n, iako je k
naravno joS uvijek diskretan indeks. On se od n € Z razlikuje samo za
konstantan faktor 2w /A, pa bijekciju k <> n treba uvijek imati na umu
(sve dok se ne ode u kontinuiranu granicu, uz A — oo). Razlika/promjena
harmonickog indeksa n od jednog do drugog moda je naravno An = 1, pa
promjena valnog broja k od jednog harmonickog moda do sljedeéeg iznosi

An 27

Zbog parnosti kosinusd i neparnosti sinusa lako vidimo da i kosinusno-
sinusne sume i mozemo simetricno protegnuti na negativne vri-
jednosti indeksd n odnosno k. Zato je Fourierov red za f(z), zapisan kao
(19.2) ili (9.5]), moguce izraziti i pomoc¢u kompleksnih eksponencijala, ovdje u
dva ekvivalentna oblika:

+00 +oo
fl@) = > Coe T = f@) = Y Cpetr. (9.15)

n=-—o00 k=—00

Usporedbom Fourierovih redova ((9.15)) sa (9.2)-(9.5)), te upotrebom Eulerove
formule (9.11)), dolazimo do veze izmedu koeficijenata: Cy = ag,aza n >0,

1 1
o= Cp = 5(an—ib),  Cop=Cop = S(an+ib),  (916)
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odnosno

ap = C’n—i-C,n = Ck—FC,k, bn = 1(Cn—C,n) = 1(Ck—C,k) (917)

Kompleksne eksponencijale su medusobno ortogonalne. To znaci da je ska-
larni produkt (9.19) jedne takve funkcije s valnim brojem k i druge s &/,

. et - . : s . .
simboli¢ki napisan (e'*%|ei**) proporcionalan Kroneckerovom simbolu

tih valnih brojeva:
1 k=F
Opir = (9.18)
0 k#K .

Preciznije: integral druge kompleksne eksponencijale s prvom kompleksno
konjugiranom, daje Kroneckerov simbol njihovih valnih brojeva puta duljina
intervala integracije — znaci, puta duljina periodi¢nosti A:

. BN A+d H i L/ A+d 1 !
(eiho|eitsy = / da (€1he) e = / do ¢! ™77 = g AL (9.19)
d d

Zato su Fourierovi koeficijenti u Fourierovom redu ((9.15) dati sa

A+d
G =+ / dr e f(a) = £ (€f()) (9.20)

gdje d predstavlja izbor za donju granicu integracije, pa A + d mora biti
gornja granica. Naravno, najspretnije je duljinu periodi¢nosti A pokriti ili
intervalom integracije od ishodista + = 0 do x = A (tj. d = 0), ili pak
intervalom integracije smjeStenim simetri¢no oko ishodista x = 0 (tj. d =
—A/2). Mi ¢emo uglavnom birati ovo drugo — simetri¢no oko ishodista (osim
ako u nekom konkretnom problemu prva mogu¢nost ne bude tehnicki laksa).

U specijalnom slu¢aju kada je funkcija data redom (9.15)) realna, (9.20)
za koeficijente Cj naravno i dalje vrijedi, no onda zbog f(z) = f(x)* vrijedi
josi Cy = (%, , a koeficijenti a,, i b, su tada realni.

Primijetite da nalazenje i izracun koeficijenata ((9.20]), budué¢i da praksa
pokazuje da oni upotrebom u Fourierovom redu zaista reproduciraju
periodicke funkcije f(z), predstavlja prakti¢ni dokaz za Fourierov red .
Takoder, kroz relacije je iz tih koeficijenata moguce izracunati koefici-
jente a, i b, za ekvivalentne Fourierove “cos-sin” redove (9.2)-(9.5)) za f(z).
Time su i oni prakticki dokazani, iako sistemati¢no izlaganje njihovih osnova
odlazemo do Poglavlja [A]
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9.1.4 Normiranje kompleksnih eksponencijala na konac-
nom intervalu

Skalarni produkt kompleksnih eksponencijala pokazuje da one nisu
normirane na jedinicu, pa se time razlikuju do na konstantan faktor od ¢y (),
nase konvencije za vremenski neovisni dio ravnog vala, u kojeg smo u relaciji
ukljucili konstantu normiranja A. No u trenutnom sluc¢aju gdje pretpos-
tavljamo da radimo s periodic¢kim funkcijama duljine periodi¢nosti A,
implicira da je konstanta normiranja A = 4" = 1/v/A, tako da

|
plr) = — e'"7, 9.21
or(z) NI (9.21)
gdje je valni broj k diskretni indeks k = n27x /A, n € Z, pa su diskretne i
svojstvene vrijednosti impulsa p = hk. Tako i odgovarajuce svojstvene funk-
cije pk(z) (9.21)) ¢ine diskretan skup, pa njihovu ortonormiranost izrazavamo
Kroneckerovim simbolom:

AJ2
/A/2d95 or(®)" o () = (or(@)|ow (x)) = i - (9.22)

Ovakvo normiranje treba usporediti s onim u podsekciji 9.1.6] gdje ravni
valovi @y (z) Zive na beskona¢noj domeni, tj. na cijelom brojevnom pravcu
od —oo do +o0.

Tako se radi o slobodnim kvantnim cesticama, diskretnost je tu, i to zato
Sto je na funkcije nametnut uvjet periodic¢nosti s duljinom periodi¢nosti A.

Medutim, neperiodi¢na funkcija je isto Sto i periodi¢na s beskonacno ve-
likom duljinom periodicnosti, pa se uvjet koji dovodi do diskretnosti gasi u
limesu A — oo. Tada diskretna razlika Ak = 27/A = 27k izmedu val-
nih brojeva tezi u nulu, odnosno postaje beskonac¢no mali, infinitezimalni
diferencijal: Ak — dk = 2w dk. Zato valni brojevi k (i impulsi p) postaju
kontinuirani, kao i skup {yx(x)} svojstvenih funkcija impulsa. Fourierovi
redovi time prelaze iz diskretnih u kontinuirane sume, tj. u Fourierove
integrale i koje ¢emo u Sekeiji ((9.4]) primijeniti na kvantne valne
funkcije, tj. iskoristiti ih da formiramo opéenite valne funkcije slobod-
nih cestica — valne pakete.

Sada ucinimo pazljivo taj prijelaz skiciran gore, kojim Fourierov integral
dobijemo kao limes Fourierovog reda.
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

9.1.5 Fourierov transformat

Dakle, funkciju f(z), koja viSe nije nuzno periodi¢na, zelimo prikazati kao
grani¢ni slucaj periodi¢ne funkcije koja je jednaka f(z) unutar intervala pe-
riodicnosti [—A/2,+A/2]. To je “stara f(x)” koju smo prikazivali Fouri-
erovim redom , gdje suma ide preko jos uvijek diskretnih vrijednosti
k= n2r/A . Buduéi da je periodi¢na s periodom A, preimenujmo
tu “staru f(x)” u fa(z), ali onda tako trebamo i u izrazu za

Fourierove koeficijente Cj. U toj revidiranoj notaciji,

~+00o ) 1 A+d ) ,
fal@) = Y Cee*, gdie Cyp = X/ dr' e R ) (2'),  (9.23)
k=—o00 d

gdje smo nijemu varijablu integracije preimenovali, x — 2/, da se ne mijesa
s varijablom u fa(z) i e'*®.

Medutim, ako u izrazu za Cj u (9.23)) granice integracije uzmemo od —A /2
do +A/2, uvazimo da je unutar tog intervala fy(z) = f(x), pa je izraz za
k-ti Fourierov koeficijent (pomocu (9.14]) u drugoj jednakosti):

Cr = — de e F f(r) = — dr e F* f(x). (9.24)

1 +A/2 ALk A2
A/—A/2 21 J _np2

Integral u bi morao biti konvergentan da bi mogli postojati Fourierovi
koeficijenti, ali se onda taj izraz ¢ini osuden da nestane u limesu A — oo.
No sjetimo se da 1/A = An/A = Ak/(27) u limesu A — oo prelazi u doduse
infinitezimalno malene diferencijale dk/(27), ali preko beskona¢no mnogo
kojih ¢e se integrirati. Naime, budu¢i da k postaje kontinuiran, diskretna
suma u postaje integral, pa ¢e doprinos biti konacan.

Dakle, (9.24) u limesu A — oo postaje

Qe [ dk
lim G %/_m dret @) = b, (029
1 e —ikx
b(k) = \/ﬁ/_ dx e f(z). (9.26)

Kazemo da je (9.26]) Fourierova transformacija funkcije varijable z u funkciju
konjugirane varijable k; naime, u Fourierov transformat b(k).

195



9.1. Prikaz opéenitih valova Fourierovim redovima i integralima

Taj limes éelimo uzeti da bi periodi¢na funkcija fj(z) postala aperiodi¢na

funkcija f(x), pa (9.23)) postaje

fla) = lim fa(z) = lix ZCe”” S /+ooei“b(k)dk:
1m Ax) = 1m % m N .

(9.27)
Dakle, umjesto diskretnim Fourierovim redom kompleksnih eksponencijala
kojim se izrazavaju periodi¢ne funkcije, aperiodi¢nu funkciju koordinate izra-
Zzavamo kao superpoziciju kontinuiranog skupa kompleksnih eksponencijala,
gdje amplitudna funkcija b(k) kaze kolika je zastupljenost pojedine monokro-
matske harmonicke komponente exp(ik x):

fla) = / T ik e b(k). (9.28)

1
V2T
Kazemo da je ((9.28) Fourierova transformacija funkcije varijable k u funkciju
konjugirane varijable x.

Fourierove transformacije (9.28]) i (9.26]) su jedna drugoj inverzne. Funk-
cije f(z) i b(k) su si medusobno Fourierovi transformati; to jest, jedna je
Fourierov transformat druge.

9.1.6 Integralne reprezentacije Diracove delta-funkcije

Za bilo koje funkcije komplementarnih varijabli = i k, ako izraz za b(k),
tj. Fourierov transformat (9.26]), uvrstimo u (njemu) inverznu Fourierovu
transformaciju (9.28)),

f(z) = (\/12_#;/(: (/Z eihlz=a) dk:) f(2)dx'. (9.29)

Ako razvoji u kompleksne eksponencijale odnosno zaista us-
pijevaju dati to¢ne zapise proizvoljne funkcije f(z) odnosno njenog tran-
sformata b(k), onda primjenom inverzne Fourierove transformacije (9.28) na
Fourierovu transformaciju (9.26)) moramo dobiti identitet. To znaci da desna
strana relacije (9.29) mora dati f(z) ako Fourierovi integrali rade ispravno.
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

Po definiciji Diracove d-funkcije (vidi matematicki Dodatak, za bilo koju
funkciju jedne varijable vrijedi

o0

o) = /_ Sz — ') f(o) da (9.30)

pa zbog (9.29) mora vrijediti integralna reprezentacija Diracove J-funkcije,
naime prva jednakost u relaciji

1 o / o
or—1") = — ek g = / op(') () dk . (9.31)

27 —0o0 oo

Jednakost u gornjoj relaciji dokazujemo u matematickom Dodatku [B], Os-
novno o Dimcovoj delta funkeiji, u podsekeiji [B.2] Znak ekvivalencije u re-
laciji (9.31)) je zapravo definicija normalizacije onih ravnih valova ¢y (z) koji
Zive na ClJelom brojevnom pravcu od —oo do oﬂ na intervalu beskonacne

duljine (A — 00), pa ¢ (x) = exp(ikz)/v2r (9.34

Naime, odmah vidimo da u granici A — oo svojstvene funkcije impulsa
¢r(z) ostaju ortonormirane sli¢no relaciji , samo Sto konstanta nor-
miranja umjesto 1/ VA postaje 1 /v/27, a umjesto diskretnog Kroneckerovog
simbola d;, dobivamo njegov kontinuirani analogon, naime Diracovu delta-

funkciju 6(k — £'):

| dreuar o) = (@) = k-K).  (©32)

—0o0

Zbog simetri¢ne formulacije Fourierove transformacije i njoj inverzne tran-
sformacije, lako vidimo da ako idemo obratno od izvoda , tj. ako izraz
za f(z) uvrstimo u njoj inverznu transformaciju , dobivamo istu
integralnu reprezentaciju 7 samo sa zamijenjenim simbolima x <> k:

Toor ) e \WVer) Vor '

Od takvog normiranja na Diracovu delta funkciju potjece konstanta normira-
nja A = A; ravnog vala ¢ () u jednoj dimenziji na beskona¢nom intervalu,
od —oo do 40,

or(z) = Ay e’tt . A = T (9.34)
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9.2. Disperzijske relacije za razne kvantone

To usporedujemo s normiranjem (1/v/A) ravnih valova (9.21)) koji Zive na
intervalu konac¢ne duljine A, $to smo imali malo prije u podsekciji|9.1.4}

To je ujedno i faktor normiranja putujuceg ravnog vala ¥y (x,t) (8.3) u
jednoj dimenziji,

Up(x,t) = Ay €M = A cos(ka — wt) + i Ay sin(kaz — wt). (9.35)

Kao matematicka definicija integralne reprezentacije Diracove J-funkcije,
formule i su naravno ekvivalentne jer se razlikuju samo po o0z-
nakama varijabli. Medutim, u odnosu na skup ravnih valova {pp(z)},
je relacija ortogonalnosti tih funkcija, a relacija ima znacenje njihove
relacije potpunosti. Naime, prisjetimo se da relacija odrazava to, da
proizvoljnu funkciju f mozemo potpuno to¢no dati razvojem u funkcije
exp(ikz) /21 = pp(z) preko k € [—o0,+00], isto kao §to bilo koji vektor
mozemo potpuno to¢no razviti po baznim vektorima ako oni ¢ine potpunu
bazu. Dakle, relacija znaci da ravni valovi ¢y (k € [—00,400]) ¢ine
potpunu bazu za funkcijske vektore f koji zive na domeni x € [—o00, +00], tj.
na jednodimenzionalnom brojevnom pravcu.

Za sada ¢emo se radi tehnicke jednostavnosti drzati jedne prostorne dimen-
zije, a generalizacija na tri prostorne dimenzije (x — 7) je barem konceptu-
alno (pojmovno) laka.

9.2 Disperzijske relacije za razne kvantone

U kvantnom slucaju, kada su frekvencija w i valni broj k povezani relacijama

(7.1) s energijom E = hw odnosno s impulsom p = hk, ravni val (9.35))
pisemo kao (zadnju) eksponencijalu u (8.3)):

Ur(w,t) = gu(z) €779 = Ay errr i Bl (9.36)

i to je ravni val kvantnomehani¢ke amplitude vjerojatnosti. (Pod-
sje¢amo da su kvantni valovi samo jedan specijalni fizikalni slucaj. On je
nama ovdje naravno daleko najrelevantniji, ali Planck-Einstein-de Broglieve
relacije ((7.1) ne vaze za sve valove, dok matematicke opéenitosti, od kojih
¢emo neke sada iznijeti, vrijede za sve.)
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

U svakoj toc¢ki x, ravni val oscilira periodom 7 = 27/w izmedu
amplituda +A;. Isto tako, valni broj k£ daje periodi¢nost u prostoru, jer za
svaki ¢as t, ravni val se u prostoru talasa valnom duljinom A = 27/k
izmedu amplituda +A;:

Ur(0,1) = Ay eIt odnosno 1y (z,0) = pi(z) = A4, €. (9.37)

Tu smo u prvoj jednadzbi s w(|k|) eksplicitno naznacili da w ovisi samo o
iznosu |k| (tj. o valnoj duljini A), ali ne i o smjeru (predznaku) k. Tako mora
biti ako je prostor izotropan. Veza w = w(k) izmedu frekvencije w i valnog
broja k naziva se disperzijska relacija. Vidjet ¢emo da ona bitno odreduje
kako se valovi tokom vremena Sire prostorom, tj. propagiraju.

Za kvantne ¢estice vrijede Planck-Einstein-de Broglieve relacije (7.1)), zbog
Cega su relacije koje povezuju njihovu energiju i impuls ekvivalentne (do na
h) s disperzijskim relacijama njihovih valova. Primjerice, za relativisticke
masivne Cestice je to (8.59), odnosno ekvivalentna disperzijska relacija

2\ 2
B2 =p2d 4+ (m?)? =  wk)? =kt (mhc ) . (9.38)

Bezmaseni limes toga, koji obuhvaca i fotone kao najvazniji primjer, daje
istu disperzijsku relaciju kao kod elektromagnetskih valova u vakuumu:

E? = (pe)? <= wk)? = (ck)?* <<= wk) =clkl. (9.39)

No nama je daleko najvazniji slu¢aj masivnih ali nerelativistickih kvantona,
gdje energija slobodne cestice i ekvivalentna disperzijska relacija glase
2 h? k? hk?
E=T=2L = =  wk) = — (9.40)

2m o2m om

9.3 Putujuéi i stojni valovi

Putujuci val opéenitog oblika koji se duz osi & prema 400 giba konstantnom
brzinom v dat je proizvoljnom funkcijom f, (z—wt). To je tako zbog posebnog
oblika (x — vt) ovisnosti o dvije nezavisne varijable = i ¢, §to je ilustrirano
na Slici . Naime, vrijednost funkcije f,(z — vt) je konstantna za fiksnu,
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9.3. Putujudi i stojni valovi

konstantnu vrijednost njenog argumenta (,(z,t) = = — vt = konst, kada
njegova derivacija iS¢ezava:

dCJrv(x?t) _ dx -

_ar 0 Al
dt P (9-41)

Brzina kojom se koordinata z(t) mijenja je dx/dt. pokazuje da se
koordinata = svake date vrijednosti funkcije fy(x — vt) povecava brzinom
iznosa v, tj. Ax = vAt. Tako se cijeli valni oblik f, nepromijenjen translatira
brzinom v u praveu +o00. Iz istog razloga je proizvoljna funkcija f_(z + vt)
val opcenitog oblika koji se brzinom iznosa v kao cjelina giba prema —oo.
[Osim posebnog oblika prostorno-vremenske ovisnosti njihovih argumenata
Ceo(z,t) = x F ot, funkcije f1((xy) = fe(x F vt) su proizvoljne sve dok na
njih ne nametnemo neke posebne uvjete/zahtjeve.|

Medutim, pitanje je u kojim slucajevima je moguce takvo gibanje vala
opéenitog oblika f, ilustrirano na Slici[9.3] Odnosno, kada je zaista realizirano
da se oblik vala f samo translatira bez promjene. Tim pitanjem ¢emo se joS
mnogo baviti, ali u iduéem poglavlju o vremenskoj ovisnosti superpozicija
ravnih valova raznih frekvencija, tzv. valnih paketa.

No, takvo valno gibanje zaista imamo u specijalnom slucaju pojedinacnih
ravnih valova (monokromatskih harmonickih valova), dakle (9.35)), te realnih
i imaginarnih dijelova toga.

Tako su z i t nezavisne varijable, podsjetimo se da ravni val 0 njima
ovisi samo u specijalnoj kombinaciji . Zbog toga on takoder spada medu
putujuce valove f.. Stovise, rekli smo da je on njihov najjednostavniji pred-
stavnik. Naime, do na konstantu normiranja A;, ravni je val dat fazom
Ok , koju mozemo pisati i u oblicima koji isti¢u njenu brzinu:

op(x,t) =kr —wt=k(z— %t) =t|k| (zFok)t) = £|k| (o(x,t) .
(9.42)
Vrijednost funkcije ¥ (x,t) (9.35)) je fiksna, konstantna, za vrijednosti x, ¢ na
kojima je faza ¢p = kx — wt neka odredena konstanta. Tada joj derivacija
iS¢ezava,

—k— —w=0. (9.43)

Odakle slijedi [u punoj analogiji s relacijom ((9.41])] da se tocke konstantne
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f, () |

N\

|
|
|
|
f, ft + A) !
|
|
|

Slika 9.3: Naprijed putujuci val f,(x — vt) opéenitog profila.

faze gibaju (propagiraju) brzinom iznosa vy = w/|k|, koja se iz o¢itih razloga
naziva faznom brzinom.

Ravni se val giba brzinom iznosa v = vy = w/|k| prema oo ili prema —oo
ovisno o predznaku valnog broja k = +|k|:

eFilklemiwt — oLkl [eFort] — cog(d|k| [2 F vyt]) + i sin(Z|k| [z F vst]).
(9.44)
Zato je ravni val pogodan za razvoj funkcija oblika putujuéih valova,

fi(z —wvt) odnosno f_(z+vt), (9.45)
u Fourierov red odnosno Fourierov integral.

Medutim, takvim razvojem, odnosno linearnom superpozicijom takvih pu-
tujué¢ih ravnih valova suprotnih brzina, mozemo prikazati i stojne valove.
Najjednostavniji primjer (u matematickom smislu, Fourierov red sa
samo dva ¢lana) je zbroj dva ravna vala s valnim brojevima istih iznosa
ali suprotnih predznaka. To daje stojni val, jer zbog simetrije izotropnosti
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9.3. Putujudi i stojni valovi

prostora, w = w(|k|) moze ovisiti samo o iznosu valnog broja k, ali ne i o
predznaku (to jest, smjeru):

Ck eikxfiwt 4+ C,k efisziwt — (Ck eikm + C,k efika: ) efiwt ) (946)

Taj je val u prostoru periodi¢an s valnom duljinom A = 27/|k| i stojni je,
jer se oCito ne giba duz osi x, tj. ne propagira se u prostoru, nego na istom
mjestu oscilira s periodom 7 = 27 /w.

To moZemo lako vizualizirati, na primjer, odabirom Cy = C_; = 1 u (9.46):
eikxfiwt + efisziwt -9 COS(]CLU) efiwt, (947)

a odabir Cy =i = — C_;, daje sinusni stojni val 2sin(kz)e “". Ta je funk-
cija (naravno nakon normiranja na 1), kao i (9.47)), smisleno upotrebljiva
kao kvantna amplituda vjerojatnosti u smislu Bornovog postulata
zahvaljujuéi svojoj vremenskoj ovisnosti. Ona je naime oblika e~ !
Sto nikad ne is¢ezava, a |e”™!|?> = 1 ima smisla za stojni val vjerojatnosti.

Y

Nasuprot tome, ako umjesto kompleksnih eksponencijala u superpo-
niramo realne harmonicke funkcije (tj. sinuse i kosinuse) istih argumenata
(koji osiguravaju putovanje prema 400 odnosno —oo), odmah ¢emo dobiti
rezulatate koji su besmisleni za kvantnomehanicke valove, iako su to¢ni za
klasi¢ne valove. (Iako sin i cos(+kz — wt) ne zadovoljavaju nerelativisticku
Schrédingerovu jednadzbu , zadovoljavaju relativisticku kvantnu Klein-
Gordonovu jednadzbu (8.60)), pa je vrijedno dodatno ispitati njihovu pogod-
nost za valove vjerojatnosti.) Na primjer, za stojne valove na beskona¢noj
razapeto]j zici koja je ravna u pocetnom ¢asu ¢t = 0, dobar opis je

sin(kr—wt)+sin(—kzr—wt) = sin(kx—wt)—sin(kr+wt) = —2 cos(kx) sin(wt)

(9.48)
Sto i8¢ezava u cijelom prostoru, Vr, u trenucima wt = nw, Vn € Z. No,
to je naravno besmisleno za amplitudu vjerojatnosti nalazenja Cestice, da
periodi¢no tako nestaje Vx i ponovo nastaje. Sli¢no, zbroj kosinusa tih argu-
menata daje 2 cos(kz) cos(wt) [$to je naprosto realni dio jednadzbe (9.47))],
pa bi vjerojatnosna interpretacija implicirala da u cijelom prostoru kvantna
Cestica periodi¢no u vremenu ¢ nestaje kad god je wt polucjelobrojni umnozak
s . To je naravno takoder besmisleno, pogotovo za ¢esticu mase mirovanja
m > 0, koja ima referentni sustav u kojem miruje, pa bi se tamo morala naéi.
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

Dakle, u kvantnoj su mehanici kompleksne funkcije nuzne ¢ak i kada kvantna
(Klein-Gordonova) jednadzba ima i rjeSenja oblika jedne realne funkcije.

Mi smo zapravo veé susreli stojne valove kod prostorno ograni¢enih (veza-
nih) kvantnih sustava. U podsekciji o najjednostavnijem vezanom stanju
vidjeli smo kako se oni prirodno pojavljuju zbog rubnih uvjeta, analogno
“fiksiranju krajeva zice konacne duljine” u klasi¢nom slucaju, gdje su raz-
like objasnjene malo prije. Primjere stojnih valova u jednoj dimenziji smo
veé ilustrirali Slikom koja u nasem, kvantnom kontekstu prikazuje svoj-
stvene funkcije energije kvantona zarobljenog u pravokutnom potencijalu be-
skonacne visine.

Stojni valovi vjerojatnosti u kvantnoj fizici opisuju stanja mikro-cestica
koje su vezane u nekom ograni¢enom dijelu prostora pa ga, suprotno putu-
ju¢im valovima, ne mogu tokom vremena napustiti.

9.4 Fourierovi integrali i valni paketi kvantona

Proizvoljnu neperiodicku funkciju f varijable £ mozemo prikazati kao Fouri-
erov integral (9.28)), pa to naravno moZzemo primijeniti i na opéenitu kvantnu
valnu funkciju ¥(z,t) u nekom fiksnom vremenskom casu ¢, recimo ¢t = 0:

(e o]

F@) = U(z,0) = \/%7 /_ T bk € e = / b(k) Gu(w, 0) dk . (9.49)

—0o0

Koliko je pojedina kompleksna eksponencijala, dakle pojedina monokromat-
ska komponenta s odredenim valnim brojem k zastupljena u toj superpoziciji,
tj. u Fourierovom razvoju neke konkretne funkcije U u exp(ikz), to
kaze amplitudna funkcija b(k). To se vidi ve¢ kod (9.28), koja je u opéem ma-
tematickom smislu pokazala da je f(x) Fourierov transformat funkcije b(k),
koja je pak data inverznom (u odnosu na (9.28)) Fourierovom transformaci-
jom (9.26)), pa je i ona Fourierov transformat — naravno, funkcije f(z).
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9.4. Fourierovi integrali i valni paketi kvantona

9.4.1 Valne funkcije u impulsnom prostoru

No u kontekstu kvantne fizike, k = p/h. Zato su ravni valovi ¢y (z,0) =
or(x) = exp(ipz/h)/v/27 u koje je razvijena funkcija ¥(x,0) @ , Upravo
svojstvene funkcije operatora impulsa sa svojstvenom vrijednoséu p.
U smislu podsekcija [7.3.3]1 b(k) je skalarni produkt ¢ (x) i ¥(x,0), tj

projekcija vektora kvantnog stanja W na svojstveni vektor impulsa y:

b(k) = ¢L2_7r /_ (2, 0) e dy /_ T @) (a0 de (9.50)
= (¢r(z) | ¥(z,0)).  (9.51)

Znaci, u kvantnom kontekstu, b(k) je amplituda vjerojatnosti za nalazenje da
kvantna Cestica ima valni broj k, odnosno impuls p = Ak, tj. valna funkcija u
prostoru valnog broja, odnosno valna funkcija u impulsnom prostoru. Drugim
rije¢ima, b(k) je impulsna reprezentacija kvantnog stanja — isto kao sto
je valna funkcija polozaja ¥ (x, 0) amplituda vjerojatnosti za nalazenje Cestice
u polozajnoj koordinati z (u ¢asu ¢t = 0), ili drugim rije¢ima polozajna
reprezentacija kvantnog stanja.

Dakle, matematicka simetrija izmedu Fourierove transformacije i inverzne
Fourierove transformacije ima svoj odraz u simetri¢nim fizikalnim nac¢inima
kojima mozemo opisati stanje kvantne ¢estice — valnom funkcijom polozaja
ili valnom funkcijom impulsa.

Zato se u tekstovima o kvantnoj teoriji ¢esto prelazi na notaciju koja tu
simetriju jo$ eksplicitnije izrazava, poput

U(x) =

\/F dp U (p) ere/h (9.52)

U(p) = /_27'('

gdje, uz naravno trivijalnu 1dent1ﬁkacuu U(z) = ¥(x,0) i dk = dp/h, tre-
bamo i reskaliranje s VA

b(k) = b(p/h) = VhU(p) (9.54)

dx W(z) e/t (9.53)

da uspostavimo to¢nu vezu s ovdasnjom notacijom. (Nje se drzimo i dalje, a
(19.53) ovdje sluzi samo kao informacija o drugim notacijama u literaturi.)
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Y(x,t)

AN
MAVERRV

[
[
[
J

Slika 9.4: Valni paket protegnu¢a Ax u 1-dimenzionalom prostoru, kao pri-
mjer (realnog dijela) funkcije ¥ lokalizirane unutar neke ogranic¢ene prostorne
domene. Sto je Az manji, Fourierov transformat funkcije ¥ ima veéi Ak.

Za neke konkretne i vazne primjere funkcija f(z) i b(k), te njihovih veza

kroz relacije (9.49) i (9.50)), proucite Zadatke [0}7 i[9]8.

Ti primjeri ilustriraju da je forma , kao i njeno trodimenzionalno po-
opéenje , pogodna za predstavljanje funkcija koje nazivamo valnim
paketima. To su tipi¢no valne funkcije ¥ lokalizirane unutar neke ograni-
¢ene prostorne domene, recimo duljine Az u jednodimenzionalom slucaju,
kao na Slici 0.4 odnosno povrsine AS u dvodimenzionalnom, ili volumena
AV u trodimenzionalom sluc¢aju. Zato su pogodne za opis mikro-objekata
koji na skalama mnogo veé¢im od Az, AS, odnosno AV izgledaju kao jako
lokalizirane, naizgled tockaste Cestice, tj. “materijalne tocke” klasi¢ne meha-
nike.

Takvi se valni paketi mogu dobiti samo superpozicijom vise ravnih va-
lova raznih valnih brojeva k. Funkcija U(xz) prikazana na slici [9.4] koja ima
protegnuée Az u koordinatnom prostoru, mora u Fourierovoj reprezentaciji
imati amplitudnu funkciju b(k) koja ima maksimum oko nekog sred-

njeg valnog broja ko, ali je znacajno razli¢ita od 0 i u nekom intervalu Ak
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9.4. Fourierovi integrali i valni paketi kvantona

oko k = k.

Fourierovom se analizom moze matematicki pokazati da takav valni paket
lokaliziran unutar duljine Ax ima raspon valnih brojeva Ak takav da vrijedi

Az Ak > % (9.55)

Prema tome, §to je funkcija f(x) lokaliziranija u koordinatnom, x-prostoru,
to jest Sto manji Az ona ima, njezin Fourierov transformat b(k) ima veci
Ak > 1/(2Ax); dakle, delokaliziraniji je u prostoru valnog broja k. Naravno,
relacija implicira i obratno: $to je b(k) lokaliziraniji u k-prostoru, to
je delokaliziranija njena inverzna transformacija u koordinatni (poloZajni)
prostor, jer Az > 1/(2Ak).

Matematika je neovisna od fizikalnih, tehnickih i ostalih primjena, pa rezul-
tat (9.55)) vrijedi za bilo koji par konjugiranih varijabli u Fourierovoj analizi.
Dakle, i kod funkcija vremena ¢, kojemu je konjugirana varijabla - frekvencija
w, pa vrijedi i

At Aw > (9.56)

N —

9.4.2 Heisenbergove relacije neodredenosti iz Fourierove
analize

Heisenbergove relacije neodredenosti, ugrubo (6.38)-(6.39)), osim iz kvalita-
tivnih razmatranja poput “Heisenbergovog mikroskopa’, mogu se dobiti i na

druge, preciznije nac¢ine — na primjer, kao nusprodukt rezultata (9.55)) i (9.56))

Fourierove analize.

Budud¢i da za kvantne valove vjerojatnosti vrijedi de Broglijeva relacija
p = hk izmedu valnih brojeva i impulsa mikro-objekta kojeg val opisuje,
k-prostor je za njih zapravo isto $to i impulsni, p-prostor, a relacija (9.55))
isto to i Heisenbergova relacija neodredenosti (HRIN), to¢nija od :

Az Ap > g : (9.57)

Eksperimentalni rezultati su u skladu s HRIN. Na primjer, ako je kvantno
stanje opisano valnom funkcijom polozaja x koja ima prostorno protegnuce
Az, mjerenja impulsa daju vrijednosti p u intervalu Sirine Ap > h/(2Ax).

206



9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

Dakle vidimo da je pojam valova vjerojatnosti u skladu s HRIN. Stovise,
mozemo zakljuc¢iti da Heisenbergov princip neodredenosti u kvantnoj fizici
potjece od valnog svojstva kvantond opcenito. Dakle, ne samo kod foton4,
koji su u svakom slucaju povezani s ranije prihvac¢enim elektromagnetskim
valovima, nego i kod masivnih kvantnih ¢estica, kojima je valno svojstvo pri-
pisano tek kroz hipotezu de Broglieovih valova, koje je Born konzistentno
interpretirao kao valove vjerojatnosti. Pritom valna funkcija polozajnih ko-
ordinata ima znacenje amplitude vjerojatnosti da je kvanton na nekom polo-
zaju u koordinatnom prostoru, no isto su tako amplitude b(k) valne funkcije
u prostoru valnog broja, odnosno u impulsnom prostoru. To jest, b(k) je
amplituda vjerojatnosti, a |b(k)|? gustoca vjerojatnosti da se neki kvanton
nade s valnim brojem k, odnosno s impulsom p = hk.

Za vijezbu pokazite da HRIN implicira stabilnost osnovnog stanja
atoma. (Uputa: to se vidi na vrlo slican nacin kao $to smo to pokazali iz
de Broglieve valne duljine u Poglavlju [6] Alternativno, pogledajte rijeSeni
primjer 7.4 u Eisbergu i Resnicku [31].)

Planckova pak relacija F = hw prevodi (9.56)) u Heisenbergove relacije
neodredenosti za energiju i vrijeme,

h
AtAE > 7. (9.58)

Ponovimo da su nejednakost i , pa stoga i njihove “kvantne po-
sljedice” i (9.58), fizikalne manifestacije istog opcenitog matematickog
rezultata za bilo kakve funkcije, pa i valne funkcije bilo koje fizikalne prirode.
Medutim, taj matematicki paralelizam ne znac¢i da je fizikalno tumacenje
implikacija relacija i potpuno analogno, jer se primjenjuje na
konkretne fizikalne veli¢ine, a njihova uloga moze biti prili¢no razli¢ita u raz-
nim fizikalnim situacijama. Zaista, pazljivim razmatranjem kvantne teorije
moze se vidjeti da je vrijeme ¢ tu univerzalni, svemu zajednicki parame-
tar koji igra prili¢no drugaciju ulogu od polozajnih koordinata x,y i z koje
svakom kvantnom sistemu pridruzujemo (i moZzemo mu ih mjeriti) posebno.

Jednostavna primjena na svojstvena stanja energije i impulsa ¢e nam pru-
ziti konkretnu ilustraciju. Svojstveno stanje linearnog impulsa ima toc¢no
odreden impuls. Na primjer, pg(x) ima toéno odreden p = hk, ili preciznije
reCeno, to¢no odreden p, = hk, (samo Sto se nismo trudili pisati subskript

za komponentu), pa je Ap, = 0. Zbog h # 0, HRN (9.57) implicira da je
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neodredenost polozaja Ax = co. I zaista, u kvantnom stanju ¢y (), gustoca
vjerojatnosti nalaZenja |¢x(z)|> = konstanta u svakoj tocki x od —oo do
400, pa je polozaj potpuno neodreden. Naravno, u realnosti niti se svemir
proteze od —oo do +00 nego je konacan, niti kvantoni imaju vremena prijeci
niti mali dio svemira, pa je receno idealizacija, strogo govoreé¢i. Medutim, na
kvantnim skalama je zbog njihove malenosti opravdano gornji opis smatrati
potpuno toénim. (Ostaje doduse tehnic¢ko pitanje koliko ¢isto monokromat-
ski val @ (x) smo sposobni na¢initi.)

Isto tako, svojstvena stanja energije — imaju to¢no odredenu
energiju F, $to opet znaci da je i tu neodredenost AE = 0. Zbog h # 0, E-t
HRN implicira da je neodredenost vremena At = co. Interpretacija
toga bi bila da takva stanja mogu postojati vjetno — naravno, ako ih se ne
dira, “perturbira”. To perturbiranje, “remecenje” ili “smetanje” je medutim
nemoguce potpuno ukloniti ¢ak i kod najizasti¢enijih sustava zbog fluktuira-
juéih interakcija s okolinom, a gravitacijski i s ostatkom svemira. Te fluk-
tuirajuce interakcije nije moguée ukljuciti u Hamiltonijan vremenski
neovisne Schrodigerove jednadzbe, pa je u tom smislu ona samo aproksima-
tivna. Zato su samo osnovna stanja kvantnih sustava potpuno stabilna, a
pobudena stanja mogu biti samo priblizno stabilna. U realnosti, pobudena
stanja imaju energijske razine koje ipak imaju neku neodredenost AE # 0
(vidi na primjer “prirodnu Sirinu spektralne linije” kod atoma i sli¢nih kvant-
nih sustavd). No zato imaju i At < oo — znadi, konacno “vrijeme Zivota’.

9.5 Zadaci

911) Pokazi da je svaku funkciju f moguce zapisati kao zbroj f = f, + f_
parnog dijela f, i neparnog dijela f_.

RJESENJE:
Eksplicite piSemo parni i neparni dio tog zapisa za bilo koju funkciju f:

f(@) + f(==)

S = fela), @) = EEEE o ().

(9.59)

fr(z) =

@2) Pokazi da za funkciju razvijenu u Fourierov red kompleksnih eksponen-
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9. Neki osnovni aspekti valnog formalizma

cijala (9.15)) vrijedi Bessel-Parsevalova relacija ako je ta funkcija kvadratno
integrabilna na intervalu periodi¢nosti A.

Rjesenje: Dignimo obje strane jednadzbe (9.15)) na apsolutni kvadrat, te
ih integrirajmo preko intervala periodi¢nosti A. Imajuéi na umu bijekciju
izmedu n i (jos uvijek diskretnog) k, iskoristimo relaciju (9.19). Ona
daje dgrr A na desnoj strani, gdje “ubija” jednu od sumaé, tako da slijedi
Bessel-Parsevalova relacija:

1 A+ +oo
1] aler = Y ek, (9.60)

k=—o00

(Bessel-Parsevalova jednakost slijedi za kvadratno integrabilne funkcije
kao donja granica Besselove nejednakosti.)

913) Ako Fourierov razvoj (9.17) vrijedi i za neku drugu funkciju g(x),
naravno s drugacijim koeficijentima Dy, pokaZite (u biti na isti nac¢in kao u
prethodnom zadatku) da se Bessel-Parsevalova relacija poopcava na

%/d dx g(z)* f(x) = Z D; Cy,. (9.61)

k=—00

[914) Pokazi da za funkciju razvijenu u Fourierov red kosinusa i sinusé ({9.5)
s koeficijentima a,, i b,, Bessel-Parsevalova relacija postaje

o)

A+d 1
%/d drlf @ = laol + 53 [laal + 10T (9:62)

n=1

[915) Dokazite Parseval-Plancherelov teorem odnosno identitet (9.64), koji

pokazuje da Fourierova transformacija ¢uva normu.

Rjesenje: U izrazu za kvadrat norme ||f||*> = (f|f) (7.21), primijenimo
Fourierovu transformaciju (9.28) na funkcije f i f* u koordinatnom prostoru:

00 +o00 +0c0 1 oo ,

/ do |f(x)]? = / dk b(k) / dk' b* (k') 5 / k=K gy (9.63)
—00 —00 —0o0 T J-o

Integral po koordinati x daje Diracovu delta-funkciju valnog broja 6(k — k')

(9.33) koja ostavlja samo k = k', tj. ubija jednu od integracija po valnim
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brojevima. Zato (9.63|) daje Parseval-Plancherelov identitet:

1A = 1) = [ dels@P = [ kbR = o) = [pP. (900

—0o0 —00

@6) Na isti nacin kao u prethodnom zadatku, dokazite da Fourierova tran-
sformacija ¢uva skalarni produkt funkecija; to jest, izvedite poopcenje (9.65))
Parseval-Plancherelovog identiteta:

W) = [ g @ = [T agwin - @h. 06

gdje ~ nad funkcijama simbolizira Fourierove transformate, b(k) = f(k).

@7) Nadi Fourierov transformat inicijalno kvadrati¢nog vala, tj. valnog
paketa koji je u ¢asu t = 0 dan sa ¥(z,0) = 1/v/L ako |z| < L/2, te
U(x,0) = 0 ako |z| > L/2. Zatim uéini isto za ¥(z,0) = e*0*/\/L ako
|z| < L/2, te ¥(x,0) =0 ako |z| > L/2.

918) Nadi Fourierov transformat ravnog vala ¢(z).

@9) Nadi Fourierov transformat Diracove delta-funkcije, i to:
a) d(k—FK), b) o(xz—2a).

@10) Nadi Fourierov transformat valnog paketa koji je u ¢asu t = 0 dat
Gaussovom funkcijom.

@11) Kolika je najniza energija, tj. energija osnovnog stanja klasicnog,
a kolika kvantnog harmonickog oscilatora (HO)? Procijeni energiju osnovnog
stanja jednodimenzionalnog harmonickog oscilatora u kvantnoj fizici koristeci
Heisenbergovu relaciju neodredenosti u (a) najstarijoj, kvalitativnijoj verziji

(6.38), te (b) u to¢nijoj verziji (9.57)).

Rjesenja, uz diskusiju i rekapitulaciju o energijama HO:
HO mase m i prirodne/svojstvene frekvencije v, odnosno w = 27 = \/K/m,
ima potencijalnu energiju Vio(z) = (K/2) 2% = (mw?/2) 2.
Ukupna energija HO je
K
+ -5 z? (9.66)

2
E = T(p)+ Vuo(z) = Zp_m
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pa je klasicna energija E kontinuirana veli¢ina, data kontinuiranim veli¢i-
nama r i p = ma, $to se moze sazeti u maksimalnu elongaciju x.y, vidi
(2.19). Zato je najniza mogucéa energija HO u klasicnom osnovnom stanju
o¢ito £ = 0, za to¢no odredene vrijednosti x =01ip =mz = 0.

No to istovremeno iS¢ezavanje neodredenosti i polozaja i impulsa, Az =
0 = Ap, u kvantnoj je fizici nemoguée u bilo kojem stanju, pa i u osnov-
nom. Naime, Heisenbergove relacije neodredenosti, HRN (6.38)) ili (9.57)),
sprecavaju to, jer daju donju granicu produkta tih neodredenosti. Stoga
(Ap)?® K (Ap)* | muw?

Z(Ar)? =
om T o (A7) om 2

predstavlja dobru pocetnu procjenu za najnizu energiju HO, jer su neodre-
denosti Ap i Ax dobre procjene za minimalne vrijednosti p i x koje bismo
(umjesto minimalnih klasiénih vrijednosti p = 0 = x) uvrstili u (9.66).
(Ap)?2  mw? R

h
jeSenj : (6. Ar ~— = F~ - (9.
RjeSenje (a) : (6.38) = Az A = o + > (Ap)? (9.68)

E~ (Ax)? (9.67)

Ako tu procjenu minimiziramo po Ap zahtjevajuéi OE/9(Ap) = 0, dobijemo

oE Ap  muw?h? )

o)~ m (Ap) =0 = (Ap)"=mhuw. (9.69)

Time procjena najmanje moguce energije HO-a postaje
~ihw+3hw=hw.

To je za faktor 4w vece od egzaktnog rezultata Fy = %hw, Sto je osnovna,
n = 0 energija u spektru [ponovljen kao ovdje|. Faktor 4
znadi razliku od reda veli¢ine, ali kvalitativno je vazno da i najgrublja verzija
pokazuje da HRN nuzno dovodi do kona¢nih energija, tj. do nemoguénosti
apsolutnog mirovanja ¢ak ni u kvantnim stanjima najnize energije.

RjesSenje (b): Ako pak u pocetnoj procjeni (9.67) upotrijebimo toc¢niju
verziju HRN (9.57), Az A > £ A, mijenjamo samo h — thi E~— E =

o (Ap)?  mu? (53 )? b oE

EZom 2 (Ap)? d(Ap)

=0 daje (Ap)?=m

heo
(9.70)

Tada procjena najmanje moguce energije (9.67) HO-a postaje

1 hw 1 hw hw
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Dakle, boljim relacijama neodredenosti ((9.57)) je procjena za minimalnu ener-
giju (9.71)) dovedena u polukvalitativno slaganje s egzaktnim rezultatom za

energiju osnovnog stanja HO, Ey = $hw, tj. n = 0 u (2.48) to jest (9.72)).

Podsjetimo se i raspravimo: Sto moZemo znati a §to trenutno znamo
o energijama kvantnog HO? Standardan postupak za njihovo dobivanje je
prema prethodnom poglavlju taj, da operatorskom zamjenom od ener-
gije nac¢inimo operator Hamiltonijana harmonickog oscilatora. Potom
bismo odgovarajuci spektar svojstvenih energija F, , te njihovih svoj-
stvenih funkcija ¢p, , dobili rjeSsavanjem vINSj, tj. vremenski neovisne Sc-
hrodingerove jednadzbe odnosno . Ona bi za HO sadrzavala
potencijalnu energiju Vio(z) o< z2. Ali, ovdje se Zelimo ograni¢iti samo na
najjednostavnije potencijale V' = konstanta, za koje se vINSj svodi na har-
monicki oblik poput ili pak — dakle, na slobodnu kvantnu ¢esticu
ili pak na onu vezanu u beskona¢nom pravokutnom potencijalu. Zato ovdje
neéemo rjesavati vINSj s Vo (), $to bi dalo (9.72)).

Medutim, podsjetimo se da smo te dozvoljene energije F,, za HO veé¢ dobili
na drugi nac¢in, u Poglavlju 2. Iz Planckove kvantne hipoteze za objasnje-
nje zracenja crnog tijela i za to potrebnih prosje¢nih energija, u rijeSenom
Zadatku 2.6 dobili smo rezultat za E, uklju¢ujuéi Ey # 0, naime:

1 1
E, = hv <n+§> = hw (n—i—§) . n=0,1,2,3,... (9.72)

Zmnagdi, energije HO ¢ine beskonac¢no visoku i ekvidistantnu ljestvicu. Ona
pocinje od konacne vrijednosti najnize energije, tj. energije osnovnog stanja.
Tu n=0, pa Ey = %ﬁw > 0, za razliku od najnize energije klasicnog HO.

Konac¢na vrijednost energija na osnovnoj energetskoj razini, znacajna je
osobitost kvantne mehanike. Fy = %h/vu se ponekad naziva energijom nultog
gibanga ili energijom kvantnih fluktuacija — ili pak energijom vakuuma, jer
doprinosi i onda kada klasi¢no nema ni¢ega. Naime, mod titranja svakog po-
lja (na pr. elektromagnetskog) na frekvenciji w ekvivalentan je harmoni¢kom
oscilatoru, pa doprinosi energiju Fy(w) = %hw na svakoj frekvenciji w ¢ak i
kad polje uopée nije pobudeno - vidi izlaganje izmedu formula i ([2.33).
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Poglavlje 10

Vremenski razvoj valnih paketa -
slobodnih kvantona

U proslom smo poglavlju pokazali kako proizvoljnu valnu funkciju ¥(z,0) u
fiksnom ¢asu ¢ = 0 mozemo zapisati pomocu Fourierove transformacije (9.49)).
U ovom ¢emo poglavlju razmatrati njihov vremenski razvoj do proizvoljnog
vremena t, jer nas zanima ne samo amplituda vala u jednom ¢asu (na pr. t =
0), $to je U(x,0) (9.49), nego ¥(x, t); dakle, valna amplituda koja zadovoljava
odgovarajucu valnu jednadzbu gibanja za svako vrijeme t.

10.1  Vremenska ovisnost i propagacija vala

Za specijalni slucaj kada je valna funkcija jedan jedini (monokromatski)
ravni val, ¥(z,0) = ¢y(z,0) = ¢** znamo da mu je vremenska evolucija
oblika ([9.35)). To jest, kao Sto smo veé prije istakli, U(z,t) = ¢y(z,t) =
Yr(z,0) e ™ je jedno posebno rjesenje slobodne vremenski ovisne Schrédin-
gerove jednadzbe (8.62), kao i slobodne Klein-Gordonove jednadzbe (8.60)),
te obi¢ne valne jednadzbe , na pr. za slobodni elektromagnetski val.
Medutim, disperzijska je relacija, tj. zavisnost frekvencije w = w(k) o val-
nom broju k, razli¢ita u svakom od tih slucajeva, pa ¢e i vremenski razvoj
(propagacija, Sirenje) vala biti razli¢it.

Opcenita funkcija ¥(z, 0) je Fourierovim integralom (9.49) data kao super-
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10.1. Vremenska ovisnost i propagacija vala

pozicija mnogih ravnih valova v (x,0). Zato je prirodno pretpostaviti da je
tako i za opéeniti Cas t, samo §to je tada svaki ravni val dat izrazom (9.35)) za
opceniti ¢, pa njihovom superpozicijom dobivamo opéenito slobodno rjeSenje:

_ > _ 1 - ikx—iw(k)t
W(z, 1) _/_oob(k)wk(x,t) i = W/_oo b(k) dk. (10.1)
(“Slobodno rjesenje” je naravno skraceni izraz za “rjeSenje slobodne valne
jednadzbe”. Ali koje? Ovdje nama najvaznije slobodne Schrodingerove, ili
slobodne Klein-Gordonove, ili slobodne elektrodinamske (fotonske), ili neke
Cetvrte, pete ili desete linearne valne jednadzbe? To odreduje w(k), to jest,

koja konkretna disperzijska relacija vrijedi u slucaju kojeg odaberemo — vidi
dolje.)

Buduéi da amplitudnu funkciju b(k) dobivamo Fourierovom transformaci-
jom (9.49)) iz zadate pocetne valne funkcije ¥(x,0), integralna formula ({10.1])
daje rjesenje problema vremenskog razvoja slobodnih valnih funkcija W(x,t).

Pritom se u izrazu pretpostavlja samo valjanost superpozicije, pa je
onda vremenski razvoj, odnosno propagacija opcenitog vala W(x,t), data vre-
menskim razvojem (propagacijom) superponiranih pojedinih monokromat-
skih komponenti ¢ (z,t).

Naime, oc¢ekujemo da valni paket u obliku Fourierovog razvoja ((10.1) u
ravne valove 1 (z,t), mora biti rjeSenje gore navedenih valnih jednadzbi jer
su homogene i linearne, a za takve vrijedi opcée svojstvo superpozicije: sume
rjeSenja su opet rjesenja, a i rjeSenja pomnozena skalarom su takoder rjesenja.

I zaista, ako se ([10.1]) uvrsti u valne jednadzbe —, lako se pokaze
da je svaka zadovoljena za odgovarajuéu disperzijsku relaciju w = w(k). U
sluc¢aju tih kvantnih jednadzbi, to znadi i odgovarajuéu vezu izmedu energije
E = hw i impulsa p = hk. Malo nize ¢emo to i eksplicite provjeriti za ov-
dje najvazniji slucaj, naime za Schréodingerovu jednadzbu za nerelativisticke
kvantne cestice. Medutim, u kontekstu opéenitih matematickih razmatranja
nespecificiranih valova, ono §to moze pobuditi sumnju je to da valna funkcija
U(z,t) u ((10.1) ovisi o dvije varijable, = i ¢, a u je data Fourierovim
integralom po samo jednoj varijabli, valnom broju k. Zna se da Fourierova
transformacija funkcije dvije varijable glasi

1 0 0o _ ' .,
U(z,t) = %/ / b(k,w') e** =t d duw’ . (10.2)
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Ovdje je w' nijema varijabla integracije koja je poput prave frekvencije ko-
njugirana vremenu t. Medutim, ako je za amplitudnu funkciju b(k, w’) jedini
uvjet da bude matematicki korektan Fourierov transformat proizvoljne funk-
cije ¥(x,t), onda ne daje automatski rjeSenje niti jedne od slobodnih
jednadzbi (8.60))-(8.62) jer niti funkcija exp(ikx — iw't) nije njihovo fizi-
kalno rjeSenje ako vrijednosti varijabli integracija k i w’ nisu odgovarajuce
povezane. Naime, one moraju biti povezane tako da djelovanje slobodnih
jednadzbi gibanja na ravni val reproducira odgovarajuce disperzijske relacije
w = w(k), odnosno veze — ili (9.38)), ili (9.39) ili (9.40) — izmedu energije
E = hw i impulsa p = hk slobodnih kvantnih cestica. Dakle, radi se o
tome da frekvencija nije slobodna, nego je njena vrijednost uvjetovana iz-
nosom valnog broja k. Ta ovisnost frekvencije o k& mora odgovarati nekoj
od relevantnih disperzijskih relacija w = w(k): (9.38) za relativisticki ma-
sivni kvanton, ili (9.39) za bezmaseni kvanton kao Sto je foton, ili
za nerelativisticki masivni kvanton. Zato smo naglasili k-ovisnost frekven-
cije eksplicitnim pisanjem w(k) u jednostrukom Fourierovom transformatu
(110.1)) na koji se dvostruki integral @) reducira kada se amplituda g(k, W)
u njemu izrazi kao

bk, w') = 6w —w(k)) (2m) 2 b(k) . (10.3)

Naime, E(k,w’) mora i8¢ezavati za sve vrijednosti w’ koje ne odgovaraju
disperzijskoj relaciji w(k) za dati fizikalni slu¢aj. U (10.2), 6(w' — w(k))
"ubije" integraciju po w’ tako da za \I/(x, t) ostane jednostruki integral
u kojem je w(k) data ili relacijom (9.38)), ili (9.39), ili (9.40). Kada na takve
¥ (z, ) djelujemo (tim istim redom) hnearmm operatorima: slobodnim Klein-
Gordonovim % @ ili klasi¢nim valnlm tj. D’ Alembertovim [] -
ili slobodnim Schrodingerovim 5’6 , te s njima udemo pod integral
(10.1]), oni (za sebi odgovarajucu disperzijsku odnosno E-p relaciju) daju
nulu na svim superponiranim ravnim valovima u integralima . Tako
vidimo da ne samo ravni valovi v (z,t) x exp(ikz — iwt), Yk, nego i sve
njihove superpozicije, tj. svi slobodni valni paketi W(z,t) (10.1), Vb(k)
zadovoljavaju slobodne jednadzbe: ili Klein-Gordonovu (8.60)), ili klasi¢nu
valnu , ili, u slucaju slobodnih nerelativistickih kvantona, slobodnu
Schrodingerovu jednadzbu (8.62)).

Taj posljednji slu¢aj nam je najrelevantniji, jer ovdje nam je glavni cilj uvod
u nerelativisticku kvantnu fiziku. Zato pokazimo i eksplicitnim ra¢unom da

215



10.2. Zapis vremenskog razvoja valne funkcije pomoéu propagatora

je (10.1)) rjesenje slobodne Schrodingerove jednadzbe (8.62)):

A o0 2 2 . .
AW (x,t) = / b(k) (ih2 + h—a—> em_w(w\;l_i_ﬂ (10.4)

= /Zb(k;) (hw(k) — @) eikx_iw(k)f% =0. (10.5)

To vrijedi opéenito, za svaku amplitudnu funkciju b(k) u impulsnom, tj. k-
prostoru, zbog is¢ezavanja podintegralne funkcije za svaku vrijednost k, jer
tu su na snazi disperzivna i E-p relacija (9.40]) za nerelativisticki masivni
kvanton.

—00

10.2 Zapis vremenskog razvoja valne funkcije
pomocCu propagatora

U izrazu za valni paket W(x,t) u svakom ¢asu t, jedina a priori nepoz-
nata stvar je amplitudna funkcija b(k), no nju moZzemo dobiti Fourierovom
transformacijom (9.50)) ¢im je funkcija ¥ zadana u jednom ¢asu, recimo ¢ = 0.
Dakle, prema izrazu dovoljno je znati ¥(x,0), valnu funkciju u pocet-
nom ¢asu (9.49)), da bismo dobili ¥(z, t) za svaki, opceniti ¢as ¢ (vidi (10.6)).
To jest, ne treba nam vremenska derivacija funkcije ¥ u pocetnom ¢asu da
rijeSimo problem pocetnih uvjeta. To ne izgleda dobro, bar ne automatski
dobro, ako je valna jednadzba za ¥ drugog reda u vremenskoj derivaciji. No,
ovdje se ne¢emo dalje baviti pitanjem kako se relacija ipak moze koris-
titi i onda, kada je valna jednadzba drugog reda u vremenu, kao na primjer
u elektrodinamici (8to mozete pogledati u Sekcijama 7.8 1 7.9. Jacksonove
“Classical Electrodynamics” [30]).

Medutim, ako je valna jednadzba prvog reda u vremenu, za rjeSenje pro-
blema pocetnih uvjeta je bez daljnjega dovoljna pocetna vrijednost samo
funkcije, tj. U(z,0). To upravo i jest slu¢aj za ono $to nas zanima u konacnici
— za nerelativisticke valove vjerojatnosti. Znamo da za nerelativisticke ener-
gije, ravni valovi ¢ (x,t) zadovoljavaju slobodnu Schrédingerovu jednadzbu
(8.62)), a ona je prvog reda u derivaciji po vremenu. Ona je i linearna, pa
ju zato zadovoljava i opéeniti valni paket W(z,t); to jest, i @ je rjesenje,
buduéi da je superpozicija bazi¢nih rjesenja - ravnih valova @ .

216



10. Vremenski razvoj valnih paketa - slobodnih kvantona
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Slika 10.1: Huygensov princip za slucaj kada prepreka djelomi¢no blokira
Sirenje vala, pa valna funkcija ¥(2’,0) # 0 samo na otvoru. Tu medutim
predstavlja izvor za slobodno $irenje valne funkcije W(x,t) u donjoj polu-
ravnini, u skladu s izrazom . (Izvor: Arne Nordmann (norro, CC BY-SA 3.0, ht-
tps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1944668)

Dakle, barem za nerelativisticke valove vjerojatnosti je relacija (10.1]) sva-
kako u redu, pa uvrstenjem Fourierovog transformata (9.50) u nju, moZzemo
ovako izraziti vremensku evoluciju opcenite slobodne valne funkcije W:

1 o . o —
U(x,t) = o dk elk”“"(k)t/ da’ W(x',0) e (10.6)

—00 —00

Sredivanje gornjeg izraza omogucuje da se opéenito rjeSenje problema pocet-
nih uvjeta valne jednadzbe prvog reda u vremenskoj derivaciji zapise

U(a 1) = /_oo do K(z,a' 1) U(2/,0) | (10.7)

gdje je slobodni propagator (Greenova funkcija slobodne valne jednadzbe)

1

o | ket (10.8)

—00

K(z,2';t) = K(x —2';t) =
Zapis evolucije vala u obliku ([10.7)) je realizacija Huygensovog principa —
da u toc¢ki z u ¢asu ¢, valna amplituda ¥(x,t) nastaje superpozicijom svih

amplituda U(2/, ') u ranijem ¢asu ¢’ < ¢, primjerice ¢’ = 0, vidi Sliku [10.1]
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Preciznije, ¥(z,t) nastaje zbrajanjem/integriranjem (|10.7)) inkrementalnih
(ovdje - diferencijalnih) doprinosa W (z',0)dz’" iz svake tocke prostora x':

dV(z,t) = K(z,2';t)V(2',0)dz". (10.9)

Stoga ((10.7)) sa (10.9) predstavlja kontinuiranu verziju superpozicijskog iz-
raza za valnu funkciju (7.7)), pri ¢emu je (10.9) kontinuirani anlogon nekog

parcijalnog doprinosa ¥,, u (7.7)).

Zanimljivije je $to i jasno pokazuju kako sama amplituda
U(z',0) = ¥(a/,t' = 0), iako poznata u svakoj tocki 2/, nije dovoljna da
definira nastajanje amplitude W(z,t), nego je potrebna i “konstanta propor-
cionalnosti” K(z, 2’ ;t) izmedu njih, koja opisuje Sirenje (“propagaciju”) utje-
caja iz 2’ u x za vremenski interval ¢. To dovodi do potrebe za proSirenjem
pojma amplitude vjerojatnosti, ¢emu je posveéena iduc¢a podsekcija.

10.2.1 Generalizacija kvantnih amplituda i
pravila racunanja s njima

Osobitost kvantnih valova je naravno Bornova interpretacija — da valna funk-

cija U(z,t) ima znacenje amplitude vjerojatnosti za dogadaj nalazenja kvantne
Cestice u tocki x u ¢asu t. Propagator K je pak neSto drugacija vrsta am-

plitude vjerojatnosti, za drugaciji dogadaj. Naime, K(z,z;t) je amplituda

da se kvantna ¢estica (to¢nije, njena amplituda vjerojatnosti nalazenja W)

prosiri, tj. propagira, od =’ do x u vremenskom intervalu ¢.

Naravno, vremenski razvoj kvantnih valnih funkcija odreduje vremenski
ovisna Schrédingerova jednadzba. S time je naravno u skladu i odgovarajuéi
propagator* i razvoj kojeg on diktira kroz Huygensov princip (10.7). No ov-
dje nam je bas forma posebno zanimljiva, jer ne samo da je u skladu
s principom superpozicije , nego , kao i , kaze i ovo: ako se
neki dogadaj mozZe rastaviti na korake karakterizirane njihovim po-
jedina¢nim amplitudama vjerojatnosti, ukupna se amplituda dobije
njihovim mnozenjem.

Podebljani tekst o amplitudama vjerojatnosti namjerno govori apstraktno,
jer sada smo dosli do razine kada taj pojam moZemo poopé¢iti. Iako smo

*Slobodni propagator 1} odnosno (|10.19) je naravno samo jedan specijalni slucaj.
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se do sada najvise bavili valnim funkcijama u polozajnom prostoru u jednoj
ili vise dimenzija, tj. amplitudama W(z,t) ili ¥(r,t) za nalazenje kvantona
u tocki x ili r, o¢ito postoje i amplitude za drugacije dogadaje. Evo smo
malo prije dosli do K(x,’;t) — amplitude vjerojatnosti za propagiranje od
tocke do tocke prostora tokom vremena. A ranije, kada smo valne funkcije
iz koordinatnog prostora Fourier-transformirali u impulsni prostor, nasli smo
da je b(k) , ili ekvivalentno W(p) ‘D amplituda vjerojatnosti za
nalazenje (izmjerbu) da kvantna Cestica ima valni broj k, odnosno (linearni)
impuls p = hk. Moze se baviti i amplitudama vjerojatnosti da izmjerimo neke
vrijednosti i drugih fizikalnih veli¢ina, poput energije. Na visim razinama
znanja treba se baviti i veli¢inama do kojih ovdje jo§ nismo ni dosli, poput
orbitalnog impulsa vrtnje [ i spina s.

Dakle, poopé¢imo sve to na apstraktni pojam amplitude vjerojatnosti @
za svaki moguéi dogadaj I, poput spomenutih:

Qr = U(x,t), Y(p), U(r,t;l,s), dp(z"), K(x,2';t), K(r,t;r' t'), .., itd.
(10.10)

Za njih i za ra¢unanje s njima vrijede ova [35], B8], sustavno izrecena,
Temeljna nacela kvantnih amplituda vjerojatnosti

1. Svakom dogadaju I" pridruzena je amplituda vjerojatnosti .
Apsolutni kvadrat te amplitude daje vjerojatnost tog dogadaja:

P (I = |Pr|*. (10.11)

(Vjerojatnost & tu shvacamo opcenito, to jest da uz konac¢ne vjerojatnosti

poput P (7.14)-(7.15) za nalazenje kvantona u kona¢nim intervalima, obu-
hvaca i infinitezimalne vjerojatnosti ([7.5)), te gustoce vjerojatnosti (|7.4)).)

2. Ako se neki dogadaj I' moze dogoditi na vise alternativnih
nac¢inan = 1,2, 3, ..., kojima pripadaju njihove vlastite amplitude
vjerojatnosti @, tada za dogadaj I" ukupna amplituda iznosi

dr = Z ®,,, atokroz (10.11) daje interferenciju. (10.12)
n

Tu sumu treba shvatiti poopéeno, tako da obuhvaca i kontinuirane slucajeve,
kao §to je integral u Huygensovom principu ([10.7)). Iako, najjasniji primjeri
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jesu diskretni, naime ukupni ¥ ([7.9)) kod interferencije na dvije rupice (gdje
samo n = 1,2) i poopéenje (7.7)) toga na proizvoljni broj doprinosa n.

(Medutim, ako se neki eksperiment (mjerenje, opazanje) ¢ini
tako da moze odredivati koje od alternativa n u ({10.11)) se zapravo
dogadaju, to iz (10.12) 2(I') = |3, @.|* brife interferenciju,
te vjerojatnost dogadaja 3” I') (10.11]) postaje obiéna, klasi¢na
suma vjerojatnosti svih alternatlva.

=) D) =D 2. (10.13)

[lustrativan a jednostavan primjer takvog slucaja raspravili smo u rijeSenom
Zadatku[7}4, gdje @, = U, (z) 1 P, = G,(z), (n =1,2), 1 gdje se interferen-
cija na detektorskom zaslonu gubi ako se ujedno detektira i kroz koji prorez
kvantne Cestice prolaze. )

3. Ako se neki dogadaj I' moze dekomponirati na dva ili vise
pojedinacnih sukcesivnih dogadaja 7 = 1,2, ..., zadnji, od kojih
se svaki moZe karakterizirati amplitudom vjerojatnosti @;, tada
se ukupna amplituda @ dobiva njihovim mnoZzenjem:

zadnji

II - (10.14)

Istaknimo bitnu razliku probabilisticke kvantne mehanike u od-
nosu na deterministicku klasi¢cnu mehaniku, gdje se rjesavanjem
jednadzbi gibanja dolazi do oStro odredenih putanja. Nasuprot
tome, sva temeljna pravila 1, 21 3 odnose se na kvantne amplitude
VJerOJatIlOStl i dobivanje VJerOJatnOStl dogadaja. Dakle, kvantna
teorija daje predv1danje samo o vjerojatnostima te o onome Sto
se pomocu njih moze izracunati, a to su, u smislu teorije vjerojat-
nosti, prosjeéne (ocekivane) Vrijednosti fizikalnih veli¢ina, poput
(7.16]), (7.17) i (8.63]).

Pravilo (10.14)) o mnozenju amplituda vjerojatnosti pruza zgodnu priliku
da se malo vratimo na fotone. Naime, njihov prolazak kroz niz polarizatora
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daje jednostavan primjer nacela (10.14)), a bez potrebe da se bavimo sloZenim
suptilnostima kako definirati analogon valne funkcije za kvantnu cesticu po-
put fotona — bez mase i s vektorom polarizacije. (Te suptilnosti i jesu razlog
Sto smo se kod razvoja formalizma kvantne teorije koncentrirali na masivne
kvantone poput elektrona.)

Zamislimo dakle snop polariziranih fotona koji trebaju pro¢i kroz niz od N
polarizatora, a ®; je amplituda vjerojatnosti prolaska kroz j-ti polarizator.
Prema ((10.14]), ukupna amplituda vjerojatnosti prolaska fotona je

N
Op = [[ & = OnPyoi . B2 Py (10.15)

j=1

I bez ikakve konkretnije informacije o “propusnosti”’ tih polarizatora j, rela-
ciju moZemo napisati jos malo informativnije. Jasno je da amplituda
vjerojatnosti prolaska kroz j-ti polarizator ovisi o tome kakva je polarizacija
dolaznog fotona (koju je odredio prethodni, j — 1vi polarizator), ali i kako
je u odnosu na nju zakrenut j-ti polarizator. Stoga @; = @;,_;. Pocetnu
polarizaciju oznac¢imo s 0, recimo zato $to ju je odredio nekakav “nulti po-
larizator”. Onda svaki tako polariziran foton ima amplitudu vjerojatnosti
¢, = Py za prolazak kroz prvi polarizator, a &, = Py za prolazak kroz
drugi polarizator, itd. Na primjer, ako su samo dva polarizatora u nizu [3§],
ukupna amplituda je

Or = Pyg = Dy Py . (10.16)

Za opcenit broj polarizatora,

N
Pro = H Pjj-1 = PnN-1PN-1,N—2 ... Po1 Pro (10.17)

j=1
je amplituda vjerojatnosti da foton prode kroz svih N polarizatora.

No ne zaboravimo da smo do pravila 3 o mnozenju amplituda sukcesivnih
dogadaja prvobitno, ve¢ iznad ((10.10)), dosli kroz vrlo razli¢itu fizikalnu situ-
aciju, naime kroz propagator K masivne kvantne Cestice u integrandu ((10.9))

Huygensovog principa: d¥(z) = Hg((j,g);l, @, = K(z,a';t)¥(2’,0)ds’.
Sam Huygensov princip (10.7)) je primjer za kombinaciju pravila 3 i pravila

2 (za kontinuirani slucaj).
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10.2.2 Analiticki izraz za propagator ((10.8]) za slobodnu
Schrodingerovu jednadzbu, te njegove primjene

Za slobodnu Schrédingerovu jednadzbu, w(k) = hk?/2m. Uvrstenjem te
disperzijske relacije u (10.8)) i primjenom tabli¢nog integrala

7= / eV ety = \/Eefﬂ/“a (Rea > 0) (10.18)
a

—00

na integral’ u jednadzbi (10.19)), dobivamo izraz za Schrédingerov (t;.
nerelativisticki) slobodni propagator u zatvorenom, analitickom obliku:

1 o0 ) , ) . m(z—z)2
K(x—x’;t)ZE/ dk ei (@2 k=i g5 :’/iQTht el 5. (10.19)

Njegova primjena u “Huygensovoj”’ relaciji daje nerelativis-
ticku vremensku evoluciju opéenitog slobodnog kvantnog stanja, to
jest, rjesenje slobodne vremenski ovisne Schrodingerove jednadzbe
za bilo koju pocetnu valnu funkciju.

Zadaci na kraju poglavlja ukljuc¢uju i primjer gaussovski modulirane po-
Cetne valne funkcije W(2',0), koja uz propagator omogucuje anali-
ticku integraciju “Huygensove” relacije i krajnji rezultat za ¥(x,t) u
zatvorenom obliku. (Za rjeSenje zadatka, vidi u Liboffovoj [18] Sekeiji 6.1 od
primjera “Distortion of the Gaussian State in Time” do kraja te sekcije.) On
analiticki pokazuje i prijelaz na limes klasi¢nog gibanja slobodne masivne ¢es-
tice. Naravno, joS je vaznije da analiticki pokazuje i ponaSanje valne funkcije
slobodne ¢estice u kvantnom rezimu. To je Sirenje kvantnog valnog paketa s
vremenom, tj. fenomen disperzije kod valova vjerojatnosti. Taj rezultat poka-
zuje i da vremenski razvoj rjeSenja Schrodingerove jednadzbe postuje
V¢ uvjet normalizacije kvantnomehanicke valne funkcije ¥(z,t).

Medutim, vremensku evoluciju valnih funkcija koju ti zadaci ilustriraju
ponekad ¢ak i analitickim formulama za Sirenje (disperziju) valnih paketa,
kvalitativno ¢emo osobito dobro razumjeti nakon $to u sljedeé¢im sekcijama
steknemo dovoljno iskustva s opcéenitim pojmom disperzije.

fNa pocetku, u integrandu dodamo mali realni pozitivni broj e imaginarnoj jedinici,

i — 1 + €, da se osigura konvergencija integrala u (10.19). Nakon integracije (10.18),
pustamo € — 0. Dokaz tabli¢nog integrala (10.18)) daje rijeSeni zadatak 6.5 u Liboffu [I8].
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10.3 Utjecaj disperzije na propagiranje valnih
paketa

Najjednostavniji vremenski razvoj slozenog vala ((10.1)) imamo za najjednos-
tavniju disperzijsku relaciju, kada je omjer w(k)/|k| konstanta, tj. kada je
veli¢ina fazne brzine vy neovisna o k:

k
M\T\) = v; = konstanta = v. (10.20)

Naime, tada se sve monokromatske komponente v (z, t) u superpoziciji ¥(z, t)
(10.1) gibaju brzinom jednake veli¢ine v. Zato se te komponente ne razilaze,
ne disperziraju, nego sve ostaju zajedno, u grupi koja se cijela giba istom
brzinom koju zato nazivamo grupnom. Dakle, u takozvanom nedisperzivnom
slucaju ((10.20)), fazna je brzina jednaka grupnoj, vy = v = vy, jer se cijeli valni
paket W(z,t) [tj. grupa superponiranih ravnih valova| giba tom brzinom v.
Da budemo sasvim precizni, te ukazemo i na ulogu usmjerenja fazne brzine,
koje ovisi o predznaku valnog broja k, Fourierov integral prepisujemo
kao

. o?) L ei|k|(a:fvt) " Ob " 67i|k\(x+vt) " 1091
t) = S S .
1) / N +/_oo< ANCERE o2y

= filr—vt)+ f_(z+0vt). (10.22)

Prema tome, u slucaju bez disperzije, val W(z,t) (10.1) je opcéenito dat li-
nearnom kombinacijom putujucih valova f,(z —vt) i f_(z +vt) (9.45) koji
se odredenom brzinom v propagiraju bez distorzije prema +00 odnosno —oo.

(Vidi pocetak Sekcije [9.3]1 Sliku [9.3])

Takvi valovi doista postoje; elektromagnetski valovi v vakuumu se svi, bez
obzira na frekvenciju odnosno valnu duljinu A, Sire istom brzinom svjetlosti
¢, koja je jedna od fundamentalnih konstanti prirode. To je najpoznatiji
primjer nedisperzivnih valova, kada je disperzijska relacija egzaktno
w=ck, to jest v = c/\.

Medutim, veé za elektromagnetske valove u mediju (materijalu), takva jed-
nostavna disperzijska relacija ([10.20]) je samo aproksimacija. Tada univer-
zalnu vakuumsku brzinu svjetlosti ¢ zamjenjuje brzina koja, zavisno o ma-
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10.3. Utjecaj disperzije na propagiranje valnih paketa

terijalu, slabije ili jace ovisi o valnom broju k& odnosno frekvenciji w:

% = vs(k) . (10.23)

(Kod elektromagnetskih valova je uobic¢ajeno to pisati preko indeksa loma
n(k), koji ovisi o materijalu: v(k) = ¢/n(k).)

U tom slucaju , razne monokromatske komponente . (x,t) u Fouri-
erovoj superpoziciji ¥(x, t) imaju razne fazne brzine, pa se nakon nekog
vremena pocénu zamjetno razilaziti, disperzirati. Tada val U(z,t) vise nema
jednostavno ponasanje , nego se tokom vremena razvijaju deforma-
cije, distorzije prvotnog oblika valnog paketa W(z,0). U slu¢aju izrazenijeg
odstupanja vs(k) od konstante, one mogu brzo postati znacajne, a i pojam
grupne brzine v, se tada mora uvesti pazljivije, nezavisno od faznih brzina

([[0:23).

Kod elektromagnetskih valova, u mnogim je problemima vy(k) bar pri-
blizno konstanta i disperzija bar priblizno zanemariva, a u vakuumu uopce
ne postoji. Medutim, nas ovdje zanimaju kvantni valovi vjerojatnosti, za
koje lako vidimo da disperzija uvijek postoji. Naime, u nerelativistickom
slu¢aju energija slobodne Gestice mase m je E = p*/2m, a kako E = hw i
p = hk, disperzijska relacija za nerelativisticke valove vjerojatnosti je

hk?
k)= —. 10.24
w(k) = (10.24)
Fazna brzina nerelativistickih valova vjerojatnosti dakle nije ni blizu kons-

tanti, nego o k ovisi linearno,

_ DIk
- 2m

vy (k)

Zato je fenomen disperzije i distorzije valnih paketa tu uvijek prisutan. To
je jedna indikacija da tu ni u kom slu¢aju ne mozemo izbje¢i pitanje dobre
definicije brzine valnog paketa kao cjeline, tj. ve¢ spomenute grupne brzine
vy. Druga indikacija za to je da je fazna brzina ((10.25) valova vjerojatnosti
pridruzenih ¢estici mase m, zbog p = hk jednaka tek polovici klasi¢ne brzine
(ver, = p/m) takve Cestice:

(10.25)

v(k) = 5—=——, (10.26)
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a o¢ekujemo da brzina valnog paketa, dakle grupna brzina vy, na neki nacin
reproducira brzinu klasi¢ne Cestice.

Sa spomenutim pitanjima povezano je i pitanje, koje valne jednadzbe za-
dovoljavaju kakvi valovi, a osobito kvantni valovi vjerojatnosti? Lako se pro-
vjeri da nedisperzivni valovi, koji se krecu jedinstvenom brzinom v (10.20)),
egzaktno zadovoljavaju poznatu valnu jednadzbu (2.10)) (koja je ujedno i bez-
masena granica jedne relativisticke kvantne jednadzbe, naime Klein-Gordonove)
za bilo koji funkeijski oblik ¥ ako je on funkcija argumenta (4, (x,t) = z Fvt:

2 2

%\P(:p +out) — % %\I/(x +ot) =0. (10.27)
Ali, zbog njihove disperzije, tj. ovisnosti iznosa fazne brzine o iznosu valnog
broja, vy = v¢(k), ta jednadzba ocito nije zadovoljena za valove vjerojat-
nosti, osim naravno za svaku pojedinu harmonicku komponentu (9.35)) za-
sebno, tj. kada W(x £ vt) = ¢4 (z,t) je monokromatski ravni val. No, ako
je kvantna Cestica nerelativisticka, vidjeli smo ve¢ u pretproslom poglavlju da
ravni valovi zadovoljavaju i slobodnu Schridingerovu jednadzbu; a kako je ona
linearna, vidjeli smo da ju zadovoljavaju i opc¢enita slobodna rjesenja oblika
jer su dobivena superpozicijom tih harmonickih monokromatskih mo-
dova 9 (z,t). Oni zadovoljavaju i Schréodingerovu jednadzbu s konstantnim
potencijalom, V = const. No kada kasnije dodemo do ne-konstantnih poten-
cijala, vidjet ¢emo da je prostorna ovisnost rjeSenja vrlo razli¢ita od ravnih
valova i njihovih superpozicija.

Medutim, prije svega ¢emo u sljedec¢oj sekciji iznijeti poopcenje dosad iz-
lozenog dijela valnog formalizma na slucaj realnog svijeta, dakle na tri pros-
torne dimenzije.

10.4 Poopcéenje na tri prostorne dimenzije

Slucaj jedne dimenzije, s jednom prostornom koordinatom z, lako poopé¢imo
na vise dimenzija. Recimo, u tri je dimenzije vektor polozaja r dat s tri
koordinate. U kartezijanskom sustavu, » = (x,y,2). Isto tako, umjesto
valnog broja k, u tri dimenzije imamo uredenu trojku, valni vektor k =
(ky, ky, k.), pa prijelazom u tri dimenzije kx — k,x+k,y+k,z = k-r. Ravni
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10.4. Poopcenje na tri prostorne dimenzije

val u tri prostorne dimenzije, ¢ u casu t = 0, je dakle

. 1 .
(1) = Ag eilharthyyThsz) _ ORE e'* (10.28)

= (Ay)3 e ety et = o) (2) or, (y) pr.(2) . (10.29)

U analogiji s razmatranjima u jednoj dimenziji, ve¢ smo pri kraju Sekcije
vidjeli da je taj ravni val, pomnoZen odgovaraju¢im vremenskim faktorom
exp(—iw(|k|) ), rjeSenje slobodne trodimenzionalne Schrodingerove jednadzbe
, odnosno slucaja V = 0 opcenite vremenski ovisne trodimenzionalne
Schrodingerove jednadzbe, naime opéenite valne jednadzbe nerelati-
visticke kvantne mehanike u tri prostorne dimenzije.

¢k(T, O)

Sli¢no kao u jednoj dimenziji, faktor normiranja ravnog vala u tri dimenzije,

1

Az = (A))? = @)

(10.30)
potje¢e od normiranja g (r) na Diracovu delta funkciju, ali trodimenzi-
onalnu, koja je po definiciji

5<3>(k: k') =6k, — k) 6(ky — k) (k. — k) (10.31)
i(k= k)rdxdydz—///gpk/ “op(r) dr. (10.32)

Valni broj i njegov simbol k& poprimaju znacenje veli¢ine tog vektora:

k=|k|=/k2+k2+ k2. (10.33)

(Uocite izvjesnu promjenu notacije s obzirom na jednu dimenziju gdje valni
broj k € [—00,400], pa tamo ima znacenje kao sada komponenta k duz
jedne osi, na pr. k).

Za proizvoljno vrijeme ¢, ravni val u tri dimenzije je

1 ik-r—iw
(T, t) = (27T)3/2e"“ k. (10.34)

Analogno relaciji (9.42)) u jednoj dimenziji,
or(r.t) =k-r —wt (10.35)
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Slika 10.2: Prikaz uzastopnih ravnina iste faze u trodimenzionalnom prostoru.
(Izvor: Onde plane 3d.jpg: Ffired derivative work: Quibik, Public domain, via Wikimedia Commons)

je faza koja odreduje funkciju ravnog vala ((10.34). U svakom trenutku ¢,
Yr(r,t) je konstantan na povrSinama odredenim uvjetom da faza ¢ ima
neku konstantnu vrijednost. To takoder znaci k - = konstanta, pa su te
povrsine ravnine okomite na k (na pr. vidi Sliku .

Naime, na svakoj takvoj ravnini, projekcija vektora r na k,

k-r  Lkonstanta
T = L = 2 y (10.36)

je odgovarajuca konstanta koja daje udaljenost od ishodista do ravnine.
Takve ravnine odredene, konstantne faze, nazivamo walne fronte. S druge
strane, Slika zorno objaSnjava zaSto su funkcije ((10.34]) prozvane ravnim
valovima.

Brzina kojom se valne fronte gibaju je odredena uvjetom da je faza (10.35)
konstantna na takvoj ravnini, pa joj derivacija iSCezava kao u 1-dim. relaciji
(19.43):

dd)k B dr

7 i vi—w=0 (10.37)
Dakle, sada imamo vektor fazne brzine
dr
= —. 10.38
vp = (10.38)
Oznacimo s e, jedini¢ni vektor u smjeru Sirenja vala,
k=|k|le,=ke,. (10.39)
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10.4. Poopcenje na tri prostorne dimenzije

Iz relacije (10.37)) tada slijedi poopéenje relacije (10.23)) za faznu brzinu na
3-dim. slucaj:
k
en - vs(k) = # (10.40)

Vidimo da je sada w(k)/k komponenta fazne brzine okomita na valnu frontu.
To mozemo izraziti i ovako: pomocéu projekcije r» na k (10.36]), ravni val

(110.34]) pisemo ovako:

1 i
Vr(r,t) = CoE etk —w/B) (10.41)

Sto pokazuje da je w(k)/k brzina kojom se povecava r|| s obzirom na ravninu
konstantnog /.

Ociglednom generalizacijom odgovarajué¢e 1-dim. relacije , opéenitu
valnu funkciju u ¢éas ¢ = 0, “valni paket” U(r,¢ = 0), mozemo prikazati kao
trodimezionalni Fourierov integral, tj. superpoziciju ravnih valova S
raznim valnim vektorima k:

U(r,0) = ﬁ // / b(k)ox (r)dk — (%—1)3/2 /// b(k)e k. (10.42)

Ovdje je dk = d®k = dk,dk,dk, = dVj volumni element u prostoru val-
nih vektora (tj. impulsnom prostoru, do na faktor h%), dok je b(k,t) tzv.
Fourierov transformat funkcije U(r,¢). Kao i u jednoj dimenziji, to je am-
plitudna funkcija koja kaze koliko je pojedini ravni val s odredenim valnim
vektorom k (tj. pojedina monokromatska komponenta) zastupljen u Fouri-
erovom integralu koji reprezentira (7, 0). Analogno 1-dim. slu¢aju,
ta se amplitudna funkcija dobiva iz ¥(r,0) inverznom Fourierovom
transformacijom.

Kao i u jednoj prostornoj dimenziji, pretpostavljamo da je vremenski ra-
zvoj, odnosno propagacija opéenitog valnog paketa W(r,t) u tri dimenzije,
dana vremenskim razvojem (propagacijom) pojedinih monokromatskih kom-
ponenti Y (7, t):

U(r,t) = W / / / b(k)e*r— L . (10.43)

To je o¢ito 3-dim. poopéenje 1-dim. relacije (10.1]), kao sto je i (10.42)) po-
opcenje 1-dim. relacije (9.49)). Koliko god su ta poopéenja konceptualno,
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10. Vremenski razvoj valnih paketa - slobodnih kvantona

pojmovno laka za one kojima je poznat pojam visestrukih, odnosno visedi-
menzionalnih integrala, ona su nas dovela do neusporedivo slozenije strukture
funkcije ¥ (7, t) nego u jednoj dimenziji. Ta trodimenzionalna funkcija moze
opisivati neusporedivo slozeniju situaciju ali ju je i mnogo teze tretirati ¢ak i
onda kad nema komplikacija uslijed disperzije. Naime, u 3-dim. integralima
(10.42) i (10.43]), opcenita amplitudna funkcija b(k) dozvoljava Sirenje vala
u beskona¢no mnogo smjerova e, = k/|k|. To je u snaznom kontrastu s
mnogo jednostavnijom jednodimenzionalnom situacijom, gdje se val moze Si-
riti samo u dva smjera, i to suprotna, dakle duz iste osi, prema 400 odnosno
—o0. Ipak, za naSe sadasnje potrebe je to posve dovoljno. Trodimenzionalni
integrali ((10.43]) nuzni su za reprezentaciju valnih paketa koji opisuju vise
mikro-Cestica koje se Sire u viSe razli¢itih smjerova u tri dimenzije. Me-
dutim, za slucaj jedne mikro-cestice, odnosno jednog valnog paketa koji se
u trodimenzionalnom prostoru giba u jednom odredenom smjeru e,,, izraz
se reducira na svoj jednodimenzionalni analog . Naime, u tom
sluc¢aju integralu doprinose samo valni vektori k u smjeru e,,, to jest,
amplitudna funkcija b(k) nije nula samo za valne vektore k u tom smjeru.
Tada mozemo jednu koordinatnu os, recimo x, odabrati duz tog smjera, tako
da k = k, e, pa amplitudna funkcija postaje

b(k) =V (kz) 0(ky) 6(-) , (10.44)

¢ime se trodimenzionalni integral (10.43|) reducira na

“+oo
U(r,t) = / V (ky)ether=wkalt g — W'(z,1). (10.45)

Ovo je naravno isto §to i ve¢ poznati jednodimenzionalni izraz (10.1)) za
funkciju ¥(x,t), uz b/'(k,) = (2m)b(k,) da normalizacija bude definirana na
isti nacin, te uz k, — k da se pojednostavi notacija.

Dakle, za nase sadasnje potrebe, naime za uvid u ponasanje jedne slobodne
mikro-Cestice, mozemo se vratiti na jednodimenzionalne valove, bez bojazni
da ¢emo time izgubiti vezu s fizikom u realnom trodimenzionalnom svijetu.
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10.5 Posebno jednostavan primjer valnih pa-
keta, grupne brzine 1 modulacije

Cisto monokromatskim valom (19.35))
Uz, t) = Aelthe—w®r] (10.46)

ne moze se poslati nikakav signal. Signal podrazumijeva nekakvu modula-
ciju koja modificira ravni val ¢ (koji je inac¢e do beskona¢nosti jednoli¢an,
te konstantnog modula |A|?> zbog |e!®| = 1.) Zato se signali Salju valnim
paketima, za koje smo rekli da su grupe superponiranih ravnih valova.

Brzina kojom se Sire signali je zato brzina kojom se iri cijeli valni paket,
odnosno ta grupa ravnih valova, pa ju nazivamo grupnom brzinom v,.

Taj pojam ¢emo za prvu ruku uvesti na najjednostavnijem primjeru koji
pokazuje kako se superpozicijom vise harmonickih, monokromatskih valova
(10.46), pojavljuje modulacija odnosno valni paketi. Najjednostavniji netri-
vijalni primjer je naravno superpozicija samo dva monokromatska vala:

gdje su ¥4 ravni valovi ¢iji se valni brojevi razlikuju za neki Ak:
A Ak
Uy (z,t) = Ee“’w—%f), by =k =, (10.48)

i gdje wy = w(ks). Za dovoljno malu razliku Ak (tj. bliske valne brojeve
k+), moZzemo zanemariti ¢lanove reda (Ak)? i pisati

Ak dw(k) Ak A
wy = wlky) = wlk £ 7) ~ w(k)+ c;ij ) - = w =+ TW (10.49)
Tada je superpozicija (|10.47))
A . , A
qj(l‘,t) _ 5 ez(k;t—wt) [ez(Akm—Awt)/2 + e—z(Akac—Awt)/Z} : (1050)

Sto mozemo pisati kao produkt (ravnog) vala nosaca ((10.46]) i
kosinusne modulacije:

. Ak A
U(z,t) = Aelkr= cog (— o t) = Whosac (T, 1) Umnodulacija (T 1) -

2 2
(10.51)
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Realni dio vala je dan na pr. na slici 3-8 iz Fisberga i Resnicka, pa
vidimo da smo dobili dobro poznati fenomen “udara”, koji se javlja kod su-
perpozicije oscilacija dvije bliske frekvencije. U nagoj sadasnjoj terminologiji
to je niz valnih paketa.

Monokromatski val nosa¢ W os.c(z,t) = exp(ikx — iwt) ima frekvenciju w
i valni broj k, pa mu je fazna brzina vy = w/k = vA. Medutim, zbog
|eikz=wt) |2 = 1 njegovo gibanje ne utjece na intenzitet vala, odnosno gustoéu
vjerojatnosti |¥(x,t)|?, koja ne ovisi o faznoj brzini,

Ak A 2
|\I/(Q3,t>’2 = |\Ilm0dulacija<x;t)|2 - |A‘2 |:COS (TI— 7wt>:| s (1052)

nego putuje tzv. grupnom brzinom v, = Aw/Ak. Naime, modulacija

Ak A Ak A
\I/modulacija(xyt) = A cos (— T — _UJ t) = Acos |:— (l‘ — _w t):| ,

2 2 2
(10.53)
koja val pretvara u niz valnih paketa, ima frekvenciju Aw/2 i valni broj Ak /2,
te nam jasno pokazuje (ako pratimo, na primjer, maksimum amplitude) da
se pojedini valni paket (i njegov apsolutni kvadrat) kao cjelina giba brzinom
_ AW Aw  Av ey (10.54)

T Ak/2 T AR AR T 2

Ug

To je grupna brzina za ovaj slucaj, za koji je valna duljina modulacije

21 47

A= TAE T Ak

(10.55)

Pola valne duljine modulacije je o¢ito duljina valnih paketa koji se ovdje
pojavljuju: . )
T
Dakle, Ak Az = 27, §to je u skladu s opéenitom donjom granicom Ak Ax >
1/2 , odnosno Heisenbergovim relacijama neodredenosti. Iz relacija
(10.51) i (10.56) jasno vidimo da ¢e za relativno bliske frekvencije odnosno
valne brojeve (tj. za Ak < k odnosno Aw < w) valni paketi biti razmjerno

dugi u odnosu na A, valnu duljinu noseéeg vala. U suprotnom slucaju, valni

(10.56)
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10.6. Vremenska evolucija i grupna brzina
opéenitog valnog paketa

paketi ¢e biti relativno kratki — dakle, pojedini valni paket ¢e sadrzavati samo
nekoliko valnih duljina A.

Sve ovo vrijedi i u opéenitom slucaju, zbog opéenite relacije , tj.,
Ak > 1/(2Az). Za pulseve odnosno valne pakete koji nisu prenaglo odsje-
¢eni, Ak Ax nije jako daleko od donje granice 1/2. Dakle, kratki valni paketi
(prostornog protegnuéa tek par puta veceg od valne duljine \) imaju Siroku
distribuciju Ak valnih brojeva monokromatskih valova. I obratno, iz istog
su razloga dugi harmonicki valni paketi (prostornog protegnuéa od mnogo
valnih duljina, Az ~ nA gdje n > 1) gotovo monokromatski.

10.6 Vremenska evolucija i grupna brzina
op¢enitog valnog paketa

Budu¢i da disperzija ocito moze biti vrlo vazna za ponasanje valnih paketa,
razmotrimo njihov vremenski razvoj. Proizvoljni puls odnosno valni paket u
¢asut = 0, na pr. onaj prikazan na Slici (ili na pr. slici 7.13 u najnovijem
izdanju Jacksona [30]) giba se protokom vremena (kao $to je to prikazano,
na primjer, na slici 6.6 u Liboffu [18] ili pak slici 7.15 u najnovijem izdanju
Jacksona [30]). Komponente s raznim valnim brojevima k, odnosno frekven-
cijama w(k), opcenito se gibaju raznim faznim brzinama vs(k) = w(k)/k.
Zato se valni paket obi¢no distorzira s vremenom, tj. postepeno se razilazi i
mijenja oblik. Stoga o¢ekujemo da bi se kao cjelina mogao propagirati znatno
drugacijom brzinom od, recimo, prosjeka faznih brzina monokromatskih kom-
ponenti koje sac¢injavaju taj valni paket. (To pokazuje i u prethodnoj sekeiji
ve¢ izneseni specijalni primjer superpozicije dva monokromatska vala.) Sa-
svim opceniti slucaj, koji bi ukljuc¢ivao i moguénost jako disperzivnog medija,
ili vrlo ostrog pulsa sa Sirokom distribucijom valnih brojeva Ak, predstavlja
vrlo tezak problem. Medutim, znatno su laksi sluc¢ajevi gdje valni paketi ne-
maju presirok spektar Ak, ili gdje promjena frekvencije s valnim brojem nije
predaleko od konstante. Tada se propagaciji valnog paketa moze u dobroj
aproksimaciji pristupiti preko razvoja frekvencije oko najzastupljenijeg val-
nog broja kg, tj. valnog broja k = ky za koji je b(k) maksimalan:

d&)(k’o)

w(k) =Wy + dk

(k= ko) + ... (10.57)
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13 2

Ovdje wy = w(ko), a znaci da smo odbacili ¢lan

l d2w(k0)
2 dk?

(k — ko)?

te viSe ¢lanove.

Izraz (10.1]) za valni paket U(z,¢) u opéenitom Casu ¢,

1 > ) .
- b(k ezka:—zw(k)t dk :
V 27T /oo ( )

uvrstenjem razvoja (10.57)) postaje priblizno

U(z,t) =

W) e CCED 0)
T,l) ~ T — v,t,0),
V2T I
gdje
U(x —v,t,0) = ekle= (S g

eik(x—vgt) dk ’

| bw
| b
i gdje smo uveli simbol

(10.58)

(10.59)

(10.60)

(10.61)

(10.62)

(10.63)

koji o¢ito ima znacenje grupne brzine. Naime, iz relacija (10.62) i (10.60))
vidimo da je priblizna vremenska evolucija valnog paketa ova: do na fazni
faktor explikov,t — iwot], puls kakav je bio u ¢asu t = 0, tj. ¥(z,0), putuje
brzinom v, = dw(ky)/dk bez izmjene oblika. Dakle, u tom pulsu sve njegove
monokromatske komponente kao da ostaju i krec¢u se zajedno, u grupi, pa

vy = dw(ko)/dk nazivamo grupnom brzinom.

Gornji je rezultat (10.60)) instruktivno prepisati i na sljede¢i nacin: prvo iz

putujuceg paketa (10.62)) izlu¢imo fazni faktor

‘1/(:[} _ 'Ugt7 0) — 6ik0($—’l)gt) ‘;[jmodulacija(x — ’Ugt) 5
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10.7. Valni paketi kao opis kvantnih objekata

gdje
\Ilmodulacija(x - Ugt) = / b(k) ei(k_ko)(z_”gt) dk . (1065)

o0

Time izraz (10.60) postaje

1 . o0 .
U(z,t) ~ Nor gi(koz—wot) / b(k + ko) e*@=vt) gk (10.66)
W
= \Ilnosaé(ko [-T - ]{I_((])tD q]modulacija(x - Ugt) . (1067)

Prema tome, priblizna vremenska evolucija valnog paketa W(x,t) moze se
i ovako opisati: ravni val najzastupljenijeg valnog broja k& = kj, odnosno
frekvencije wy, je val nosac

1 )
\Ijnosaé(xy t) = wko (x’ t) — \/_2_7T ez(koxfwot) 7 (1068)

dakle ravni val fazne brzine vy = wy/ko, ¢ija je amplituda modulirana profi-
lom WUyodutacija(® — v,yt) (10.65) koji pak putuje grupnom brzinom v, (10.63)).

U gustoéi vjerojatnosti se zbog apsolutne vrijednosti takav val nosa¢ po-
krati. Zato je ona data isklju¢ivo modulacijom:

’\Ij(xa t)lz = ‘\Ijmodulacija(a7 - Ugt)lz ) (1069)

pa se kao cjelina giba grupnom brzinom v,.

10.7 Valni paketi kao opis kvantnih objekata

Do sada smo govorili o valovima bez interakcije, osim eventualno s konstant-
nim potencijalom. Osobito nas zanimaju kvantni valovi vjerojatnosti, a oni
su zapravo bili glavni cilj i u prethodnom Poglavlju [0} Medutim, tamo je
zadatak bio da superpozicijom dode do slozenijih valova od ravnih monokro-
matskih, pa se njen matematicki pristup preko Fourierove analize odnosio i
na valove drugacije prirode. Dakle, izlaganje u Poglavlju[9] je ve¢inom bilo o
matematickom opisu valova opcenito, osim tamo gdje smo istakli specijalni
slucaj valova vjerojatnosti ili elektromagnetskih valova. U ovom poglavlju je
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naglasak bio obratan, tj. ve¢inom na kvantnim valovima. U svakom slucaju,
neke opcenite spoznaje o valovima lako specijaliziramo na kvantni slucaj.

Tako smo na primjer ve¢ u prvoj sekciji ovog poglavlja pokazali da pro-
izvoljne superpozicije ravnih valova , tzv. valni paketi, za odgovarajucéu
disperzivnu relaciju w(k) predstavljaju opca rjeSenja slobodne Schrédingerove
jednadzbe.

U prethodnom smo pak poglavlju vidjeli da pridruzivanje valnog paketa
Cestici implicira da nije moguée istovremeno to¢no odrediti polozaj i impuls
Cestice. Naime, ako prihvatimo de Broglievu hipotezu da je svakoj cestici
impulsa p pridruzen val valne duljine 27/k = A = h/p, onda opceniti, ma-
tematicki rezultat iz Fourierove analize Az Ak > 1/2 mnozenjem s h
vodi do Heisenbergovih relacija neodredenosti Ax Ap > h/2 .

I jedno i drugo ukazuje da valni paketi daju adekvatan matematicki opis
slobodnih kvantnih ¢esticd (mikro-cestica, kvantona).

10.7.1 Grupna brzina valova vjerojatnosti i
veza s brzinom klasi¢ne Cestice

Daljnja potvrda da valni paketi daju adekvatan opis slobodne kvantne cestice
jest to Sto iz relacija £ = hw i p = hk slijedi da je grupna brzina
valova vjerojatnosti
_dw dE
YTk T dp
Iz toga ¢emo lako vidjeti da je grupna brzina paketa valova vjerojatnosti
jednaka klasi¢noj brzini Cestice vcr. Primijetimo usput da to vrijedi i u
slozenijem, relativistickom sluc¢aju, gdje

(10.70)

dE
E? = p*®+m?ct daje 2Ed— = 2pc?, (10.71)
p

pa (10.70)) implicira

N T e R VAR (10.72)
g E mcz/w
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Nas medutim prvenstveno zanima nerelativisticka kvantna mehanika, pa
¢emo se drzati jednostavnijeg, nerelativistickog slucaja, gdje su energija slo-
bodne ¢estice, odnosno disperzijska relacija valova vjerojatnosti

2 th
E(p) = 2p_m’ odnosno  w(k) = o (10.73)
Prema tome, relacija (10.70]), odnosno ((10.63|), implicira
p dE dw hko  po
YL = dp Yo <dk:)k_k0 m  m’ ( )

gdje smo ovaj put pazljivo naznacili da se radi o brzini definiranoj na pro-
sje¢nom ili “najzastupljenijem” valnom broju kg (tj. onome koji Fourierovom
integralu doprinosi najvise zato §to je na njemu amplitudna funkcija b(k)
maksimalna). Opet vidimo da je to valni broj asociran s brzinom odgova-
rajuce klasicne cestice, tako da i tu kvantna teorija ima ispravnu klasi¢nu
granicu.

10.8 Zakljucak

U ovom smo poglavlju dosli do rjesenja slobodne vremenski ovisne Schrodin-
gerove jednadzbe za bilo koju valnu funkciju zadatu u pocetnom trenutku.

Kako je ovo posljednje poglavlje prije matematickih Dodataka [Ali [B] (koji
su ionako predvideni samo za one sluc¢ajeve kada citatelj treba pojacati ili
osvjeziti neka matematicka predznanja), osvrnimo se ukratko na izlozeno
gradivo i u ostalim dijelovima knjige, te ¢emu ono moze najbolje posluziti
kao temelj. Nakon gradiva bitnog za razumijevanje strukture materije, te-
meljne kvantne prirode zracenja i prijelaza s klasi¢ne na kvantnu fiziku, vrlo
se detaljno izlozila uwvodna kvantna teorija na primjerima najjednostavnijih
vezanih i nevezanih kvantnih sustava. Izlaganje se temelji na valnoj slici, ali
je dovoljno opéenito da posluzi kao temelj na kojem se na iducoj, diplomskoj
razini, kvantna teorija moze razvijati deduktivno, iz postulata kvantne fizike,
iako izlaganje ovdje pocinje ab ovo.

Konkretno: prva cetiri poglavlja objasnjavaju empiricku motivaciju za pos-
tojanje kvanata energije i kvanata elektromagnetskog polja — kvantnih “Ces-
tica svjetla”, te Sto se vec¢ time objasnjava, iako bez uvodenja novog teorijskog
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formalizma. U petom je poglavlju izloZeno kako je na temelju Rutherfordo-
vog eksperimentalnog uvida u strukturu atoma, Bohr pokuSao postulirati
kvantne dopune klasi¢noj teoriji. Objasnjeni su vrlo ograniceni uspjesi tako
dobivene “stare kvantne teorije”, ali i njene unutrasnje kontradikcije zbog
kojih je zapala u slijepu ulicu, te oni pojmovi koji su se pokazali od trajne
vrijednosti jer su prezivjeli, i to kao kljucni, i u pravoj kvantnoj teoriji.

Izlaz prema pravoj kvantnoj teoriji otvorio je de Brogliev prijedlog da su,
po uzoru na foton, i masivne mikro-cCestice takoder objekti koji uz ¢esti¢nu,
imaju i valnu prirodu; i to uz iste relacije izmedu Planckove konstante, li-
nearnog impulsa i valne duljine, te energije i frekvencije, kao kod fotona. U
Sestom smo poglavlju objasnili i to, da je odgovarajuca nerelativisticka valna
jednadzba — Schrodingerova jednadzba. U sedmom smo poglavlju objasnili
zasto je nuzno da su kvantni valovi zapravo amplitude vjerojatnosti, tako da
se radi o teoriji potpuno novog tipa. Zato se u preostalim poglavljima uvodna
kvantna teorija izlaze na primjerima najjednostavnijih kvantnih sustava, ali
vrlo detaljno, s pazljivim ukazivanjem na veze s proslim dijelovima gradiva,
a ponekad i iz viSe ekvivalentnih perspektiva.

Tako smo se priblizili razini gdje se kvantna mehanika moze utemeljiti kao
sistem nekoliko aksioma ili postulata, s tim da oni nisu postulirani ad hoc
kao Bohrovi, nego su do sada potvrdeni svim dosadasnjim eksperimental-
nim i teorijskim istrazivanjima. Naime, u Poglavlju [§| rjesava se vremenski
neovisna Schrédingerova jednadzba, odnosno jednadzba svojstvenih stanja
energije, za najjednostavnije kvantno vezano stanje i najjednostavnije neve-
zano stanje - slobodnu kvantnu ¢esticu. To daje najvaznije primjere za jedan
od postulata kvantne mehanike. Tu se takoder rjesava i vremenski ovisna
Schrédingerova jednadzba za najjednostavnije kvantno vezano stanje. Meto-
dama Fourierove analize, u Poglavlju [9] od ravnih valova formiramo opcenita
slobodna rjeSenja - valne pakete, a u ovom smo poglavlju, desetom, dosli do
rjeSenja slobodne vremenski ovisne Schrodingerove jednadzbe za bilo koju
valnu funkciju zadanu u pocetnom trenutku. Da je razvoj funkcije stanja
diktiran vremenski ovisnom Schrédingerovom jednadzbom, to se moze izreci
kao jos jedan postulat kvantne teorije.

U tom zadnjem poglavlju smo takoder sustavno izlozili temeljna nacela za
rac¢unanje s kvantnim amplitudama vjerojatnosti.

Dakle, iako je ograni¢eno samo na primjere najjednostavnijih vezanih i
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nevezanih kvantnih sustava, ovo uvodno izlaganje formalizma kvantne me-
hanike je dovoljno opcéenito da posluzi kao temelj na kojem se na iducoj,
diplomskoj razini, kvantna teorija moze na samom pocetku formulirati ak-
siomatski, kao skup malog broja postulata. Cijeli se opseg kvantne teorije
potom moze sistematski razvijati deduktivnim zaklju¢ivanjem kao posljedice
tih postulata kvantne fizike. To je nacin razvijanja i izlaganja teorije prisu-
tan u mnogim udzbenicima kvantne fizike ne samo napredne nego i srednje
razine gradiva, poput Liboffa [I8] od njegovog poglavlja 3. na dalje, ili pak
Levina [39]. Takav nacin, gdje deduktivna metoda zakljucivanja dominira
nad induktivnom, favorizirao je jo§ Einstein [40).
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10.9 Zadaci 10

.1) Objasni svojim rije¢ima zaSto je rjeSenje problema pocetnog uvjeta za
valove, kada je napisan u obliku ((10.7)), realizacija Huygensovog principa.

.2) Dajte matematicko objasnjenje i fizikalno objasnjenje zasto je propaga-
tor (dakle ne nuzno samo Schrédingerov) jednak Diracovoj d-funkeiji
za nulti vremenski interval, ¢ = 0. Provjerite da analiticka formula (10.19)
za posebni slucaj slobodnog Schrédingerovog propagatora ¢uva to svojstvo u
limesu t — 0.

[10[3) a) Po dimenzijama kombinacije konstanti /i/2m, uocite da ju se moze
napisati kao omjer d?/7, gdje je d neka skala duljine, a 7 neka vremenska
skala. U analitickoj formuli za slobodni Schrodingerov propagator
nacini zamjenu

h d?

2m T

b) Formulu za vremenski razvoj valne funkcije ((10.7)) iskoristite da pomocu
slobodnog Schrodingerovog propagatora ((10.19)) do proizvoljnog ¢asa t razvi-
jete pocetnu valnu funkciju

22

1 .
U(2,0) = ——o koo gz

Vay2r
za slucaj kada u propagatoru prostorna skala d = a, i

c) za slucaj kada u propagatoru prostorna skala d # a.

[10[4) Poop¢i zadatak[§1), i to oba dijela, a) i b), na trodimenzionalni prostor.

[10]5) Pokazite da ako ne izaberemo ¢ = 0 u (10.7) i (10.8) nego drzimo
opcenito ¢t > t' # 0, onda ((10.7)) postaje

V(o t) = / da’ K (o2t 4) Uz 1) (10.75)

[e.9]
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dok ([10.8) postaje
1 & ; / ; /
K(x, 2 t,t) = K(x—a't—t) = 2—/ dk etk @2 —iw® =) (10.76)
™ —0o0

a izraz za slobodni propagator u zatvorenom obliku ((10.19]) postaje

m . ”m(zfz/)2
Klx—a2';t—t) = | ————- €' 201 | 10.77
(r=ast=1) =\ oena =) (1077)

To jest, svagdje imamo samo zamjenu t — t — t'.

[10[6) Pokazite da Huygensov princip (10.7) odnosno ([10.75)), u trodimenzi-

onalnoj verziji kaze da u toc¢ki r u Casu t, valna amplituda W(r, ) nastaje
superpozicijom svih amplituda (7', ¢’) u ranijem casu ¢’ < t, §to se izrazava
formulom

U(r,t) = /K(r,t;r’,t’) U(r' ) d°r, (10.78)
gdje je trodimenzionalni propagator K(r,t;r’,t') amplituda vjerojatnosti

da se kvantna Cestica (to¢nije, njena amplituda vjerojatnosti nalazenja W)
prosiri, tj. propagira, od ' do r u vremenskom intervalu ¢t — ¢'.
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Dodatak A

Osnovno o Fourierovim redovima

U ovom se Poglavlju bavimo Fourierovim redovima sistemati¢nije nego do
sada. Kao 8to smo ve¢ u Sekeiji (9.1]) ustvrdili bez puno matematickih raz-
matranja, to su diskretne superpozicije trigonometrijskih funkcija kojima se
mogu prikazati periodicne funkcije, poput jednostavnog primjera na Slici
(ili i u ovom poglavlju) ako nisu previse “divlje”. To bi, ugrubo i
slikovito “definirano”; bile sve funkcije koje mozemo prikazati grafom; dakle,
skoro sve periodi¢ne funkcije od fizikalnog interesa [37].

U ovakvim opcéenitim izlaganjima Fourierovih redova, bezdimenzionalna se
varijabla obi¢no oznacava s x, ali u ovom smo udzbeniku u prethodnim po-
glavljima oznaku z asocirali s varijablom polozaja, kao i ¢ s vremenskom
varijablom. No sada, na pocetku, zelimo govoriti o apstraktnim, bezdimen-
zionalnim argumentima funkcija. A upravo takve i jesu faze ¢(t) = wt u
sinusnim i kosinusnim rjeSenjima jednadzbe gibanja harmonickog osci-
latora ; ili argumenti kx harmonickih oscilacija u prostoru kad je vri-
jeme fiksirano (na pr. , i drugdje); ili pak faza putujucih valova
¢r(z,t) = kx — wt, na primjer u (8.3)), (9.42)), i drugdje.

Zato ozna¢imo s ¢ bezdimenzionalnu varijablu, a s f(¢) neku njenu funk-
ciju koja opcenito moze biti i kompleksna.

Funkcija f(¢) je periodi¢na ako je definirana za sve realne vrijednosti va-
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A.1. Fourierov prikaz funkcija fundamentalnog perioda 27

rijable ¢, osim mozda u pojedinim izoliranim tockama*, i ako postoji neki
realni broj & takav da V ¢ iz domene funkcije f, vrijedi

flo+2) = [(9). (A.1)

(Na primjer, vidi donji dio Slike ) Takav broj & nazivamo periodom
funkcije. On ocito daje duljinu dijela funkcije koji se ponavlja do u besko-
nacnost, ¢ € [—oo,+0o0], pa svu informaciju o takvoj funkciji f(¢) imamo
ve¢ na ¢-intervalu duljine najmanje moguce vrijednosti &, koju nazivamo
fundamentalni period. Primjerice, sve trigonometrijske funkcije su periodi¢ne
s periodom 27. Lako se vidi (Zadatak[A]l1) da ako f(¢) ima period &, onda
takoder ima i periode M, gdje je M bilo koji cijeli broj.

Zelimo shvatiti kako to da je moguée svaku periodi¢nu funkciju pri-
kazati kao linearnu kombinaciju (makar bilo potrebno beskona¢no mnogo
¢lanova) sinusa i kosinusa; ili ekvivalentno, kao linearnu kombinaciju kom-
pleksnih eksponencijalé, kojima su cos ¢ i sin ¢ realni odnosno imaginarni dio:
exp(£i¢) = cos¢ £ ising. Jer to smo ustvrdili jo§ u sekciji , gdje smo
(bez dokaza, osim izraza (9.20))) dali i odgovarajuce izraze: redove ([9.2)-(9.5)
i za periodi¢nu, ali inace opéenitu funkciju f(x).

A.1 Fourierov prikaz funkcija fundamentalnog
perioda 27

Obrazlozenje po¢nimo od funkcije f(¢) perioda & = 2w. Za nju ekvivalent
izraza (9.2)), koji prikazuje funkciju f(z) prostorne periodi¢nosti A, uz ¢ =
2rx /A, glasi

Z an, cos(ng) + by, sin(ng)] = ap + Z a, cos(ng) + by, sin(ne)] .
n=0

" (A.2)

Kao funkcije realne varijable ¢, trigonometrijske funkcije cos¢ i sin¢ su
svagdje (V¢ € [—00, +00]) konacne i periodi¢ne s fundamentalnim periodom
27, a o¢ito isto vrijedi i za kompleksne eksponencijale exp(=+i¢). Zato sve

*Sjetimo se funkcija kao §to je tangens - nedefiniran u ¢ = +7/2, 37 /2, £57/2, ... .
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Fourier
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Slika A.1: f(¢) = sin(¢) + sin(3¢)/3 + sin(5¢)/5 je primjer Fourierovog
reda (A.2)) gdje samo koeficijenti by, b3 1 bs nisu 0. Ta superpozicija samo tri
harmonicke komponente veé¢ pocinje aproksimirati kvadraticni val. (Izvor: By
Saisundar.s - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=103131710)

informacije o tim funkcijama mozemo dati pomoc¢u njihovih vrijednosti na
nekom intervalu duljine 27. Njegov smjestaj na realnoj osi je u principu
proizvoljan, no najpreglednije je kad je simetri¢an oko ishodista, ¢ € [—, 7].

Jasno je da su te funkcije periodi¢ne i s ve¢im periodima 27M ako su M > 1
cijeli brojevi. Ako je pak n (neki drugi) cijeli broj, onda su s tim periodima
periodi¢ne i funkcije sin(ng) i cos(n¢), koje medutim imaju najmanji period
27 /n. Kako n raste, svaki interval varijable ¢ je sve gusée pokriven oscilaci-
jama funkcija sin(ng) i cos(ng), nezavisnih vektora baze u prostoru funkcija.
Opet, sve to vrijedi i za kompleksne eksponencijale, pa bi se Fourierov red
(A.2) mogao prevesti u ekvivalentan izraz gdje umjesto sin(n¢) i cos(ng)

figuriraju exp(zing), kao u (9.15)).

Uocite da se u taj sustav trigonometrijskih funkcija bez problema
uklapa i slucaj n = 0. Odgovarajuci sinus doduSe iSCezava, ali doprinos
izrazu daje cos(0- ¢) = 1, V ¢, pa slu¢aj n = 0 u Fourierovim redovima
doprinosi konstantu ag. Period 27 /n je za n = 0 naravno neodreden, ali to
je u redu, jer je konstanta periodi¢na za svaku vrijednost perioda Z.
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Dakle, ocito je da se u period 27 moze upasati beskona¢no mnogo funkcija
iz trigonometrijskog sustava {sin(n¢), cos(ng)}, n =0,1,2,3,...,00. Zato n
nazivamo harmonicki stupanj ili indeks, koji kaze koliko potpunih harmonic-
kih oscilacija stane u osnovni period 27. Sve te funkcije su ogranicene za sve
realne vrijednosti varijable ¢. Buduéi da su sve medusobno ortogonalne (vidi
njihove relacije okomitosti —), sve su te funkcije linearno nezavisne.
Zato svaku kona¢nu i dovoljno “pitomu” funkciju f(¢) mozemo Fourierovim
redom reproducirati do proizvoljne to¢nosti ako sumiramo dovoljan broj cla-
nova superpozicije , tj. do dovoljno velikog n. (Jednostavni primjer na
Slici [A.2] je odabran tako da postoje samo dva ¢lana, n =1 za sin i n = 2 za
Cos.)

Da bi beskona¢na suma ({A.2)) uopée mogla postojati, mora konvergirati
kada n — oco. Tim se matematickim pitanjem ovdje neé¢emo baviti, nego
¢emo pretpostaviti da koeficijenti a,, i b,, trnu dovoljno brzo za konvergenciju
sume kada n — oo, pa je red dobro definiran.

Time pretpostavljamo da je zapis mogué, pa se problem svodi na
nalaZenje upravo takvih koeficijenata a, i b, za datu funkciju f(¢), da
jednakost u (A.2) vrijedi. Tu je kljuéna ortogonalnost funkcija iz trigono-
metrijskog sustava {sin(n¢), cos(ng)}, n = 0,1,2,3,..., a ona je definirana
njihovom integracijom preko intervala periodi¢nosti duljine 27.

Kako pokazuje rijeSeni Zadatak EQ) , za simetri¢no odabrane granice inte-
gracije, od —7 do 7, ta je ortogonalnost Vn i Vm data izrazima

/_7r sin(ng) cos(m¢)dp = 0 (A.3)
/_7T sin(ng) sin(me)de = 7 um (1 — dno), (A4)
/_7r cos(ng) cos(me)dp = 7 nm (1 + dno), (A.5)

gdje 9, 1 ovdje oznacava Kroneckerov simbol ([7.35]).

Dakle, rezultat je uvijek nula ako integriramo produkt dvije razlicite tri-
gonometrijske funkcije, a to znaci i dva sinusa i dva kosinusa ako su im
harmonicki indeksi razlic¢iti, n # m. No kada n = m, i daju m, to
jest polovicu perioda 27, u skladu s korisnom izrekom “Preko cijelog perioda,
prosjek kvadrata sinusa, kao i kvadrata kosinusa, je %.”
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Slucaj n = m = 0 je poseban, Sto isti¢e prisutnost Kroneckera 4,9 u (A.5).
Naravno, i tada daju nulu jer sin(0-¢) = 0. Medutim, cos(0) = 1
pa integral u naprosto daje cijelu duljinu intervala integracije, to jest
duljinu periodi¢nosti 27, jer se svodi na fjﬂ do = 2m.

Odmah slijedi da ako izraz za Fourierov red (A.2)) integriramo preko inter-
vala periodi¢nosti, s desna prezivljava samo konstantan ¢lan (n = 0), pa za
koeficijent ay dobivamo

.
w =5 [ f@)d0 (A.6)

Koeficijente a,, i b, visih, nekonstantnih ¢lanova (tj. n = 1,2,3,...) do-
bivamo tako da izraz (A.2) pomnozimo s cos(m¢) odnosno sa sin(me), te
integriramo preko intervala periodi¢nosti. U prvom slucaju, zbog pre-
zivljava samo ¢lan s a,,, tako da

1 ™
Uy = %/ f(p)cos(mp)dp — Vm>1, (A.7)
a u drugom slucaju, zbog (A.4) prezivljava samo ¢lan s b,,, tako da
1 s
by, = — f(@®)sin(mp)dp  ¥Ym >1. (A.8)
L "

Jasno, mozemo trivijalno preimenovati indekse koeficijenata, m — n svagdje.

Dakle, imamo sve konstantne koeficijente a, i b,, potrebne za Fourierov red
(A.2)), sto znaci da zaista moZemo raspisati svaku (iole “pitomu”) periodicku
funkciju f(¢) u harmonicke normalne modove.

A.2 Od perioda 27 do proizvoljnog perioda &

Prisjetimo se na tren podsekcije [9.1.2] o Fourierovom razvoju opcenitog rje-
Senja Schrodingerove jednadzbe u 1-dimenzionalnoj potencijalnoj jami od
x = 0 do z = L (ili ekvivalentno, strune razapete od 0 do L). Veé¢ po
tim prakti¢nim primjerima neperiodickih funkcija na kona¢nom intervalu (i
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A.2. Od perioda 27 do proizvoljnog perioda &

i“ period funkcije A “-i

U N Nl
ARV

osnovru harmonicki period =

_M%_J £\ /\ J
N NS

- +

drugi harmoniéki period 7 = A/2

!
cos(2r L) A A A

Slika A.2: Kao najjednostavniji netrivijalan primjer Fourierovog reda ((A.16))
prikazan je primjer sa samo dva ¢lana, f(t) = —2sin(2nt/71) + cos(2nt/12),
gdje su svi koeficijenti nula, osim a, = 1, te by = —2.

Duljina periodi¢nosti funkcije f(t) je Apa 7, = A/n,gdje n=0,1,2,...,00
Osnovni harmonicki period 73 = A, drugi harmonicki period m = A/2.
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A. Osnovno o Fourierovim redovima

to duljine L = A/2) vidimo da Fourierova analiza ima raznolikije primjene
nego sto bi se reklo po gradivu iznesenom do sada u ovom poglaviju o Fo-
urierovom redu kao apstraktnom matematickom zapisu bilo koje periodicke
funkcije perioda 2.

Kao prvo, fundamentalni period ne mora biti 27, nego moze biti potpuno
proizvoljan. To najlakse vidimo ako dosadasnje izlaganje naprosto ponovimo
uz ovakvo reskaliranje varijable: ¢ — ¢ &2/(27) = £. Ono Fourierovom redu

(A.2)) daje sljedeci oblik u novoj varijabli &:

2
6= & = (A.9)
flo) = [ancos(n;—T )+bnsin(n;—7j )] = f(6). (A.10)

Tada ¢ = 2w odgovara § = £, a f(¢) = f(¢+27) odgovara f(§) = f(E+P),

kao u onom uvjetu periodi¢nosti (A.1)) kojeg smo spomenuli najprije.

Zamjenom varijabli (A.9)) u izrazima (A.6)-(A.8), granice integracije
¢ = £7 postaju £ = £42/2, a Fourierovi koeficijenti su dati izrazima

P2
ap = Al
T /@/z (A1)

/M (Zngyde v (A12)
a, = cos(—n n>1, 12
2 22 S

‘@/2 2
b, = / ) sin —nf) ¢ Vn>1. (A.13)
P )

Naravno, varijabla £ i period funkcije & mogu biti dimenzionalni. Nas
najvise zanimaju situacije kada argument funkcije ima znacenje prostorne
koordinate (¢ = z), ili pak vremenske (£ = t).

Lako vidimo da nas identifikacija & = x, ¢ime je i duljina periodi¢nosti pros-
torna: & = A = )\, vraca na gradivo opsirno izneseno u podsekciji|9.1.1], pa
nema potrebe za ponavljanjem. Samo primijetimo da izrazi za Fourierove ko-

eficijente (A.11)-(A.13) time direktno daju tamosnje izraze (9.6)-(9.8), kako

je tamo obecano.
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A.2. Od perioda 27 do proizvoljnog perioda &

Ako ¢ = t, funkcija f(§) = f(t) opisuje neku vremensku ovisnost, na
primjer t-ovisnost zvuénog titranja u nekoj fiksnoj tocki x poput bubnjica
u naSem uhu. Neka je A vremenska periodi¢nost takve funkcije. Tada,
umjesto valnih duljina A,, ulogu harmonikad igraju vremenski periodi 7, i
njima odgovarajuce frekvencije w, = 271, = 27/7,. Oni daju periodi¢nost
raznih modova harmonickih oscilacija u vremenu, pa (umjesto (9.1))) imamo:

A:nTnE£:n2—7T gdje n=0,1,2,...,00. (A.14)
Vn wn
Harmonicki spektar je spektar koji sadrzi samo komponente ¢&ije frekven-
cije su cjelobrojni umnosci temeljne (fundamentalne) frekvencije, u skladu s
(A.14). Takve frekvencije nazivamo harmonicima. Period osnovnog harmo-
nickog moda (“osnovnog harmonika”) je 7 = A = 1/vy, dok n-ti harmonik
ima n puta kraci period 7,,, odnosno n puta visu frekvenciju v,,.

Kao u podsekciji za slucaj ovisnosti o prostornoj varijabli x, Fourierov
red (A.10)) i za slucaj vremenske, t-ovisnosti mozemo pomocu (A.14)) dati u
viSe ekvivalentnih oblika da istaknemo uloge veli¢ina A, 7,,v,,w, 1 0,:

) = i[ancos (27rn%)+bnsin (m%)} (A.15)

n=0
- t _ t

= Z {an coS (27? —) + b, sin <27r —)] (A.16)
=0 Tn Tn

= Ag—i-ZAn cos (2 vt — 6,) (A.17)

n=1

= Z [ an, cos (wyt) + by sin (wyt) ], (A.18)

n=0

gdje su koeficijenti a, i b, opet dati relacijama (A.11))-(A.13]), naravno uz

zamjene § — t, & — A. Izraz (A.17)) dobiva se analogno s (9.3]) u podsekciji
, pa naravno opet A, cosf, = a,, A,sinf, =b,, te A, = /a2 +1?
kada n > 0, te Ag = ao.

[zlozimo detaljno zasto je oblik (A.17), koji uz frekvencije v, eksplicite

sadrzi i fazne pomake 6,,, posebno zoran za primjene u akustici.

Jasno je da u (A.17) n-ti ¢lan pod sumom odgovara monokromatskom valu
amplitude A,,. Ima jednu jedinu frekvenciju v,, pa u akustici kazemo da
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A. Osnovno o Fourierovim redovima

2
=
a|
£
( ‘
‘|||II|||
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Harmonic

Slika A.3: Takozvani “idealni harmonicki spektar”. Harmonicki je, pa sadrzi
samo frekvencije koje su prirodni broj puta osnovna frekvencija, v, = nuvy,
a kao “idealan” je definiran time Sto je amplituda n-tog harmonika n puta
manja od amplitude osnovnog, A, = A;/n. (lzvor: By Hyacinth - Own work, CC BY-SA
3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=23460759)

odgovara nekom ¢istom tonu. U dobroj aproksimaciji takav ¢isti ton pro-
izvodi pojedina cijev orgulja, te pojedine suvremene elektronske sprave. No
inace Ciste tonove vrlo rijetko susre¢emo, jer realni izvori zvuka, na primjer
razni glazbeni instrumenti, obi¢no daju zvucne valove koji su superpozicija
vige raznih frekvencija/harmoniké - i to na na¢in osobit za svaki instrument.
Zato svaki od njih ima karakteristicnu boju zvuka ili timbar, pa ih lako razli-
kujemo i onda kad ih sviramo na istoj “visini tona”, to jest, kad im je frek-
vencija s najvecom amplitudom - ista. Medutim: A) nisu im isti relativni

odnosi izmedu amplitude A}'** titranja te frekvencije v,'** i amplituda A,,,

Ay ... ostalih harmonikd v, v,~, ... koji doprinose u . B) Za razne
izvore opcenito nisu isti niti vremenski pomaci u proizvodnji n-te frekvencije
zvuka (tj. relativna kasnjenja u odnosu na ostale harmonike), a koje u
opisujemo faznim pomacima 6,,.

Medutim, odavno je poznato da se orgulje (a u moderno vrijeme i elek-
tronski sintesajzeri) mogu podesiti da oponasaju zvuk svakog drugog glaz-
benog instrumenta. Svaka pojedina cijev orgulja je doduSe najjednostav-
nija svirala sposobna da ispusta samo jedan ton na koji je podeSena, pa ga
matematicki opisuje izraz A,, cos(2m v, t — 0,,) (ako je pocetni uvjet da u
¢asu t = 0 imamo amplitudu zvuka A,, cos (6,,)). Medutim, orgulje imaju
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A.3. Zadaci

mnostvo takvih cijevi na raznim frekvencijama v,,. Relativne veli¢ine nji-
hovih amplituda A,, kao i relativna kasnjenja 6,, — 6, u odnosu na zvuk
Ay cos (27 vy, t — 6, ) neke referentne svirale, mozemo podesiti tako da nji-
hovim istovremenim zvuc¢anjem dobivamo zvuk bilo koje boje [37].

Fourierov red u obliku nam dakle pruza razumijevanje od cega se
zapravo sastoji ono §to mi usima dozivljavamo kvalitativno kao jedan ton ali
raznih prepoznatljivih “boja” zvuka - naime zvué¢ni valovi raznih frekvencija,
ali razne relativne jacine i razli¢ito pomaknute u fazi. Putem Fourierovih
redova se moze do¢i do kvantitativnih podataka o tim velicinama, pa to
razumijevanje omogucuje razne tehnoloske primjene. Na primjer, ovakva
analiza ljudskog glasa omogucuje sigurnu metodu identifikacije govornika,
kao svojevrsni akusti¢ni otisak prsta.

A.3 Zadaci[Al

[Al1) Dokazi da ako f(¢) ima period &, onda takoder ima i periode nZ,
gdje je n bilo koji cijeli broj. (Dokaz: Ako je na primjer n = 2, f(¢p+2%) =
flo+ 2) = f(¢),1analogno Vn > 2.)

[A]2) Dokazi da ako su fi(¢) 1 fo(¢) periodiéne funkcije s periodom &, onda
je to i njihova superpozicija ¢y f1(¢) + ca f2(o).

254



Dodatak B

Osnovno o Diracovoj delta

funkciji

U ovom tekstu, Diracovu delta funkciju nam je zgodno gledati kao kontinu-
irani analog Kroneckerovog simbola iz Poglavlja[§i[d] to¢nije Kroneckerove
delta funkcije d;;, koja je funkcija dvije diskretne veli¢ine (varijable) tako da
iznosi 1 ako su one jednake, a inace je 0, vidi (9.18)). Zato d;; “ubija” diskretnu
sumu po jednoj od tih varijabli, jer prezivljava samo c¢lan gdje j = (:

> oty = £, (B.1)
j

gdje smo pretpostavili da je vrijednost [ sadrzana u skupu vrijednosti 7 po
kojima se sumira. Ako [ tu nije sadrzan, j # [ V7], pa suma (B.1)) iS¢ezava.

Diracova delta funkcija d(z — y) je medutim definirana na kontinuiranoj
domeni argumenata, i to ovim relacijama:

dz—y) = 0 ako x # vy, (B.2)
b . .
_ B 1 ako je y unutar intervala (a,b)
/a Oz —y)dr = { 0  ako y nije u intervalu (a,b) ' (B.3)

Diferencijal dx je infinitezimalan, beskona¢no malen, dx — 0, pa mora biti
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Slika B.1: Cauchyeve gustoce vjerojatnosti (Cauchy-Lorentzove raspodjele)
locirane oko x = 0, f.(z) = ¢/(w (2* + £?)), prikazane su za vrijednosti
parametra skale e = 1.2, 0.6 i 0.3. Njihov integral od x = —oo0 do z = +00
jednak je 1 za svaku vrijednost parametra skale €, koji odreduje Sirinu tih
krivulja. Za sve manje i manje vrijednosti €, funkcije f.(x) ¢ine niz koji tezi
u Diracovu delta funkciju (S(I) kada e tezi u 0. (Izvor: By P.wormer - Own work, CC
BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=12271419)
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B. Osnovno o Diracovoj delta funkciji

d(0) = oo da bi se ispunila gornja jednakost u (B.3). Takva “funkcija” koja

_J oo akox=y
5(:c—y)—{ 0 akozLy (B.4)

unato¢ svom nazivu oc¢ito nije prava funkcija, nego generalizirana funkcija
koja spada u tzv. Schwartzove distribucije. Beskona¢nost §(0) nije na
intervalu kona¢ne duljine nego samo u jednoj tocki, pa ju mozemo kontrolirati
tako da bude 0(0)dxr = 1. I to na ovaj nacin: Diracovu delta funkciju
definiramo kao granicu ostro zasiljene krivulje koja postaje sve visa i visa i sve
uza i uza, ali tako da povrsina ispod krivulje ostane konstantna — konkretno
1. To moZe biti, na primjer, Cauchy-Lorentzova raspodjela (Slika ),
normalna (Gaussova) raspodjela (Slika , ili neka druga reprezentacija
Diracove delta funkcije poput niza 6, (B.6), ilustriranog na Slici [B.3] ili pak

funkcija sinc (Slika [B.4)).

U principu nije vazno koju reprezentaciju delta funkcije upotrebljavamo,
nego samo da zahtjev na gore opisano ponasanje pod integralima bude is-
punjeno. Tada 8iljak na nuli delta funkcije odabire tocku x = y kao jedini
doprinos integralu. Zato, na primjer, za svaku kontinuiranu funkciju f(x)
vrijedi

/  F@)d — y) dx = £(y) (B.5)

ako interval integracije [a, b] ukljuc¢uje tocku z = y.

Vaznost relacije vidjeli smo u Sekciji. Tu nam je bilo bitno to njeno
svojstvo u obliku relacije koja je ista kao , samo uz specificiran
interval integracije od a = —oo do b = 4+o00. Nama je upravo taj slucaj
najvazniji, a i najjednostavniji je, jer tada integracija oc¢ito ukljucuje sve
tocke u jednoj dimenziji.

Odaberimo sada y = 0, tj. slu¢aj simetri¢ne Diracove delta funkcije 0(x),
jer se na opceniti slucaj d(z —y) uvijek mozemo lako vratiti pomakom varija-
ble x — = —y. Medutim, sada ¢emo si tim odabirom pojednostaviti pisanje,
jer ¢emo detaljnom konstrukcijom i primjenom jedne konkretne reprezen-
tacije Diracove delta funkcije ilustrirati dosadasnju diskusiju, te eksplicite

izvesti (B.5]).
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Slika B.2: Prikazane su Gaussove krivulje, tj. normalne raspodjele vjerojat-
nosti oko x = 0 za tri vrijednosti parametra koji odreduje Sirinu Gaussijana:
a = 2.5,0.510.1. Bez obzira na vrijednost parametra «, integral Gaussove
raspodjele od —oo do 400 jednak je jedan, te ta raspodjela tezi u Diracovu
delta funkciju kada parametar « tezi u nulu. (zvor: By P.wormer - Own work, CC
BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=12271419)
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B. Osnovno o Diracovoj delta funkciji

B.1 Reprezentacija Diracove delta funkcije li-
mesom pravokutnih funkcija 9,(x)

Nazovimo d,, ovaj niz funkcija definiranih pomoéu prirodnog broja n:

0 ako |z|> 5
On () = : (B.6)
n  ako |z| < &

Slika prikazuje d,-sekvencu, tj. funkcije ¢,, za nekoliko vrijednosti n.

Niz funkcija §,(z) ima upravo osobine koje Zelimo: s povecanjem broja
n, sve uzi postaje interval gdje d,(x) # 0, ali i funkcija d,(z) = n =
const raste to¢no toliko da povrSina pod funkcijom ostaje ista Vn: (Sirina
intervala) xd,(z) = (1/n)n = 1. To sazeto izrazava formula

/b dp(x)de =1, Vn, (B.7)

gdje su donja odnosno gornja granica integracije bilo koji brojevi a izmedu
—1/2n 1 —oo, odnosno b izmedu 1/2n i 4o0.

U granici n — oo, d,, je jedna moguca reprezentacija delta funkcije:
d(z) = lim d,(z), (B.8)
n—oo

jer upotrebom (B.7)) njen integral isto tako ispada konacan (i jednak 1),

b b b
/ d(z)dx :/ lim 0,(z) dz = lim dp(x) dr=1lm 1=1, (B.9)

n—oo n—oo a n—o0

iako uzimanje limesa u (B.8)) daje oo u tocki z = 0 (a 0 svagdje drugdje):

i ={ T sy (B.10)

Ocito, (B.10]) je simetricni (y = 0) slucaj opcenite relacije (B.4)), koju lako
dobijemo natrag iz (B.10) redefiniranjem varijable, v — £ =z — y.

Vaznu relaciju (B.5) mozemo dokazati uvrstenjem reprezentacije (B.8)):

/ f(z)o(z)dr = lim f(z)op(z)dx, (B.11)

n—oo a
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B.1. Reprezentacija Diracove delta funkcije limesom pravokutnih funkcija

5n(x)

2570
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Slika B.3: Sekvenca, tj. niz 8, (B.6), gdje n = 1,2,3,..., 00, ilustriran za
n = 1,5,10,15,20 i 25. Kada n — oo, ¢, tezi u Diracovu delta funkciju
0(z). Svaki ¢lan niza J,(x) ima integral jednak 1 ako ukljucuje interval

RESY
2n? 2nl’
(Izvor: By MathKnight, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=14627008)
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B. Osnovno o Diracovoj delta funkciji

zahvaljujuéi tome Sto za svaku kontinuiranu funkciju f(x) vrijedi

y+e/2
lim flx)de = e f(y). (B.12)

e—0 y76/2

Pogled na podsjeca nas da d,(x) = 0 osim u intervalu x € [—2L =]
gdje 6, (z) = n, te kaze da ovdje imamo € = 1/n. Zato (B.11) daje

b 1/2n
/ f(z)o(z)dr = lim n/_ f(z)dx = lim nlf(O) = f(0). (B.13)

n—00 1/2n n—oo N

Time smo dokazali (B.5]) za simetri¢ni slu¢aj (y = 0). No, to je ujedno i

dokaz za opceniti slucéaj y # 0, jer (B.13) daje (B.5) zamjenom varijabli
rT—=E=T—y.

B.2 Integralna reprezentacija Diracove delta
funkcije

U integralnoj reprezentaciji (9.31) prepisimo interval integracije od —oo do
oo u obliku limesa
1 © , 1 v . )
S(x—2) = — et*@= gk — — lim [ dke*@=2) . (B.14)
2 T v—oo |
U ovoj sekciji ¢emo pokazati da kada su donja odnosno gornja granica in-
tegrala (B.14) data parametrom TFv, taj integral daje (do na faktor 27)
funkciju sinc,(z) = sin(vx)/(mz). No kako u limesu v — oo ta funkcija

daje jednu reprezentaciju Diracove delta funkcije, to ¢e pokazati da i integral
(19.31)) zaista daje delta funkciju d(z — x’).

—0o0 v

Opet ¢emo skratiti pisanje te uskladiti notaciju sa Slikom koja prika-
zuje krivulje simetri¢ne oko ishodista (kao i ostale slike u ovom Dodatku B)
uvodeéi pokratu £ = x — 2/, te preimenovanjem ¢ — x. Naravno, kao i u
prethodnom dijelu, to se moze lako obrnuti pomakom = — x — 2’

Integral po k moze se izvrijedniti u zatvorenom obliku:

Y 115 sin(vzx) sin(vz) ,
dke™ = |—¢ =2——= =27 = 2msine,(x).
ix

_ by T X

(B.15)
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B.2. Integralna reprezentacija Diracove delta funkcije

sin(v x)/(m x)

ﬂ v=3
0.8}

_0-4 | 1 | | | | |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Slika B.4: Funkcija sinc,(z) = sin(vz)/(mz) — 0(z) kada v — oo. Prika-
zane su krivulje sinc,(z) za tri vrijednosti parametra v = 1, 2, 3. (lzvor: By
P.wormer - Own work, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=12271432 )
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B. Osnovno o Diracovoj delta funkciji

Krivulje koje odgovaraju funkciji sinc,(z) za v = 1,2,3 prikazane su na
Slici Opaza se da povecanje parametra v suzava i povisuje vrth u x = 0.
Granica v — oo daje

lim sinc,(x) = lim = i(z), (B.16)

V—00 v—oo T

sto preko (B.14) dokazuje integralnu reprezentaciju Diracove delta funkcije
(19.31)).

B.3 Zadaci

1. Nadi svojstvene funkcije ¢,/ () operatora polozaja z, gdje je z’ svojstvena
vrijednost.

Rjesenje:

T (1) = 2pp(r) = ' P () -
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Huygensov princip 217+

I
infracrveni dio spektra 16
interferencija 141+, 158

interferencija na dva proreza 142,
145, 147, 159

J
jezgra, jezgreni model atoma 21, 86

K

Keplerov problem 88, 92, 95+
Klein-Gordonova jednadzba 180+
kvantna Cestica 47, 70, 124, 141+
kvantna hipoteza 39

kvanton 47, 82, 141+

L
linearna jednadzba 128, 141, 147, 185
linearna kombinacija 223, 246
linearni operatori 215
linearna superpozicija 178, 185, 189
linearno nezavisne funkcije 248
Lymanova serija 16

M
Marsden 20
Mieovo rasprsenje 76
Millikan, R. 57, 64
Mohorovicié, Stjepan 105
molekule 19
multiplikativni operator 167

N
Newtonovi zakoni 87, 92
Newtonove jednadzbe 95, 113
norma funkcije 148, 152
normalizacija, normiranje 149, 151
normalni modovi 34+, 48

0
o¢ekivana vrijednost - vidi prosjecna
vrijednost
operator Hamiltonijana 165+
operator impulsa 164,
operator energije 164,
operator polozaja/koordinate 167
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operator - valni, Schrodingerov
Klein-Gordonov 181
operatorske zamjene 166

P
Planckov zakon zracenja
crnog tijela 45
Planckova konstanta 16, 45, 141
polarizacija (EM polja) 35, 48, 50,
52 (p. raspodjele naboja 76)
polarizatori 220, 221
potencijal - konstantni 167,
beskonac¢no duboki pravokutni 175
pozitronij 103

i svojstveni vektori 164

T
temeljna nacela kvantnih
amplituda 219
Thomsonovo rasprsenje 75

U
ultraljubicasta katastrofa 18, 31+
ultraljubicasti spektar 16
ultraljubicasto zracenje 76

\%

prosjetna vrijednost 150, 156, 183, valna funkcija 22, 124, 144+

220

R
Rayleigh—Jeansov zakon
zracenja crnog tijela 33+
Rayleighovo rasprsenje 75
Reducirana masa 103
Rutherford 21, 85, 87, 91
Rutherfordova formula 88, 91
Rutherfordovo rasprsenje 86, 88, 90
Rydberg energije 103
Rydbergova spektroskopska
konstanta 16, 103

S
Schrodingerova jednadzba 119,
128+, 165+
spektralne linije 144
spektri 14+
svojstvene funkcije 164
svojstvene jednadzbe 164
svojstvene vrijednosti 172

valna jednadzba 35, 125+, 161, 180+,
213+

valno-Cesti¢na dualnost 22

valovi vjerojatnosti 23, 141

vektorski potencijal 35

virijalni teorem 114

\)\%
Wienov zakon pomaka 31
Wienovi zakoni zrac¢enja crnog
tijela 31, 32, 46

X
X-zrake (rendgenske zrake) 20, 76

Y
Youngov pokus 142

Z
zracenje crnog tijela 18, 21, 27+
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