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Poglavlje 0
Uvod

0.1 Slucajnost

Zivimo u svijetu koji je u raznim aspektima sluc¢ajan i neizvjestan. Na razna
pitanja ne mozemo odgovoriti sa sigurnoséu. Na primjer, hoce li sutra pa-
dati kisa, tko ¢e pobijediti na sljede¢im izborima, kolika ée biti vrijednost
CROBEX-a na kraju 2018. godine, hocu li u sljedecoj godini imati prometnu
nesre¢u, hocu li ozbiljno oboljeti u sljedec¢ih 5 godina, je li optuzenik pocinio
zlo¢in za koji ga se tereti (neizvjesnost u proslosti), hoé¢u li u bacanju dvije
igra¢e kocke dobiti zbroj 7, koji brojevi ¢e biti izvuceni u lotu ovaj tjedan,
itd.

Ljudski odnos prema neizvjesnosti (slucajnosti) je visestruk i razlicit:
Cesto se Zelimo zaStiti od nesigurnih dogadaja (kupovanje raznih osigura-
nja), ponekad trazimo dodatnu nesigurnost (kockanje, kladenje). Svatko od
nas ima unutarnji koncept sluc¢ajnosti, §to pod tim podrazumijeva te kako
usporeduje razne slucajnosti.

Nas zadatak u ovom kolegiju je opisati i matematicki analizirati koncepte
slucajnosti i neizvjesnosti koji su intuitivno zajednicki raznovrsnim nabroje-
nim primjerima.

0.2 Modeli

Slucajni dogadaji nisu svi jednako vjerojatni; za neke intuitivno osje¢amo
da su vjerojatniji od drugih. Na primjer, u americkom ruletu crno polje
je vjerojatnije od zelenog (18 crnih, 2 zelena — nule), oluja s grmljavinom
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vjerojatnija je tokom poslijepodneva nego ujutro itd. Vjerojatnosti sluc¢ajnih
dogadaja su usporedive te je prirodno reprezentirati ih na numerickoj skali,
tj. brojevima. To zahtijeva matematicki modelom. Postoji nekoliko razloga
za model:

(1) koristan model treba biti jednostavniji od realnosti;
(2) matematicki modeli su apstraktni te stoga nevezani svojim primjenama;

(3) matematicki model omogucuje upotrebu jakog matematickog aparata.

0.3 Simetrija

Tipi¢ne vjerojatnosne tvrdnje:
(a) vjerojatnost pisma kod bacanja simetri¢nog novéica je 50%;
(b) vjerojatnost da je slucajno izvucena karta iz $pila pik jednaka je 25%;
(c) vjerojatnost crnog polja u americkom ruletu je 18/38.

Kako smo dosli do tih brojeva? Na primjer u (b), slucajno izvucena karta se
interpretira kao sve karte u $pilu su jednako vjerojatne. Buduci da $pil sadrzi
52 karte od kojih je 13 pikova, dolazimo do broja 13/52 = 1/4 = 25%. U
primjeru (a), simetri¢an novéié¢ znaci da su pismo i glava jednako vjerojatni,
a u primjeru (c¢) imamo 18 crnih, 18 crvenih te 2 zelena polja, koja su sva
jednako vjerojatna. Pisemo P(A) = p, A = palo je pismo, izvucena karta je
pik, odabrano polje je crno.

Gornji primjeri vode do sljedeé¢eg pristupa vjerojatnosti: pretpostavimo
da pokus (procedura) sa slu¢ajnim ishodom ima n moguéih ishoda. Nadalje,
pretpostavimo da su zbog razloga simetrije svi ti ishodi jednako vjerojatni.
Ako je A kolekcija od r takvih ishoda, onda je

P(4) = T broj 1sh0d'a.u A _
n  ukupan broj ishoda

Uocite 0 < P(A) < 1. Ako A sadrzi sve ishode, onda je P(A) = 1; ako A ne
sadrzi niti jedan ishod, P(A) = 0.
Ovakav pristup vjerojatnosti ima raznih problema. Na primjer,

© NS & ZV 28.01.2019.
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(1) Mnoge slucajne procedure ne sadrze u sebi ociglednu (ili bilo kakvu)
simetriju;

(2) Donekle je zabrinjavajuce da ne treba izvrsiti pokus (ili puno pokusa),
npr. bacanja novcica, da bi se zakljucilo da je vjerojatnost pisma 50%;

(3) Zbog razloga simetrije pretpostavljeno je da su svi ishodi jednako vje-
rojatni. Ukoliko Zelimo definirati pojam wvjerojatnosti ovaj pristup ¢ini
se kruznim.

0.4 Asimptotsko ponaSanje

Promatramo slucajnu proceduru (pokus) s kona¢no mnogo ishoda koji nisu
nuzno jednako vjerojatni (nema simetrije). Na primjer, bacamo namjestenu
ili oSte¢enu igra¢u kocku. Kako mozemo definirati vjerojatnost P(A) bilo
kojeg dogadaja koji nas zanima, npr. A = pala je Sestica?

Tako problem ne sadrzi simetriju, mozemo uvesti simetriju na drugi nacin.
Pretpostavimo da bacamo kocku n puta, n velik te neka je n(A) broj koliko
puta se u tih n pokusa dogodio A (koliko puta je pala Sestica). Tada, uz
pretpostavku da su sva bacanja bila pod slicnim uvjetima, simetrija medu
bacanjima sugerira da je

P(A) ~ n(A) _ broj pojavljivanja dogadaja A ‘

n broj ponanvljanja pokusa

Broj n(A)/n nazivamo relativna frekvencija dogadaja A (u n pokusa). Kada
n — oo, otekujemo da n(A)/n konvergira nekoj vrijednosti. To vodi na
sljedeé¢u mogucéu definiciju vjerojatnosti:
A
P(4) = Jim A

n—oo M

Uoc¢imo da je i u ovoj situaciji 0 < P(A) < 1. Ovaj pristup vjerojatnosti
takoder ima razne probleme:

(1) Nije jasno zaSto bi gornji limes postojao;

(2) Cak ako taj limes postoji za svaki niz ponovljenih pokusa, nije jasno
zasto bi svaki takav niz dao isti limes;

(3) Naravno, niti jedan pokus ne moze se ponoviti beskona¢no mnogo puta,
a neki slucajni pokusi ne vise od jedanput.

© NS & ZV 28.01.2019.



0. Uvod 7

0.5 Isplate

Mnoge slu¢ajne procedure nisu ni simetri¢ne niti se mogu ponavljati pod
slicnim uvjetima. Primjeri su konjske trke, nogometne utakmice, izbori itd.
No, to ne sprjecava kladionic¢are da i takvim dogadajima pridruze vjerojat-
nosti (engl. odds) u smislu omjera uplata i isplata. Kako se u tom kontekstu
mogu definirati vjerojatnosti? Jedan mogudéi pristup zasniva se na “pravednoj
cijeni”.

Primjer 0.1 Baca se igrac¢a kocka. Kladite se na broj 5. Ukoliko stvarno
padne petica dobivate 60 kn. Koliko ste spremni platiti za takvu igru? Pret-
postavimo da igra Sestero ljudi od kojih se svi klade na razli¢ite brojeve te da
svakom od igraca takva igra vrijedi isto, recimo n kn. Ukupan ulog je tada
6n kn. Bududi da je isplata 60 kn, treba vrijediti 6n = 60, tj. n = 10 kn.
To znaci da je pravedna cijena takve igre 10 kn. U slucaju isplate od 1 kn
i vrijednosti igre p, vrijedilo bi 1 = 6p, odnosno p = 1/6. Takav p mozemo
uzeti kao vjerojatnost pojedinog broja pri bacanju kocke.

Opcenitije, pretpostavimo da je isplata (nagrada) u nekoj igri na srecu d
kn, a vjerojatnost dogadaja koji donosi nagradu p € (0,1). Tada je vrijednost
(“pravedna cijena’) takve igre dp kn. Taj argument ima i obrat: pretposta-
vimo da je nagrada u igri na sre¢u d kn, a Vi ste za tu igru spremni platiti a
kn. To znaci da je VasSa procjena vjerojatnosti dogadaja koji donosi nagradu
p=a/de (0,1).

Dakle, vjerojatnosti dogadaja mogu se, barem implicitno, definirati po-
mocu “pravedne cijene” sluc¢ajne igre. Takav pristup vjerojatnosti vodi do
pojma ocekivanja.

0.6 Subjektivna vjerojatnost

Mnogi slu¢ajni dogadaji nemaju simetriju, ne mogu se ponavljati, a niti ideja
kladenja (odnosno “pravedne cijene”) nije prihvatljiva. Na primjer, kako bi-
smo definirali vjerojatnost uspjesnog izljeCenja nakon operacije? Ili vjerojat-
nost da je optuzenik kriv? Takvi problemi vode do subjektivnog pristupa
vjerojatnosti u kojem je vjerojatnost mjera stupnja vjerovanja. Dosta je
jasno da takav pristup vjerojatnosti ne moze dovesti do jasnog jednostavnog
matematickog modela.

© NS & ZV 28.01.2019.
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0.7 Zakljucak

U ovom uvodnom poglavlju diskutirali smo neke moguce interpretacije vjero-
jatnosti (simetrija, asimptotsko ponasanje, isplate, subjektivna vjerojatnost)
te smo interpretirali vjerojatnost kao prosirenje pojma omjera. Samim time
zakljucili smo da je vjerojatnost broj izmedu 0 i 1, gdje 0 oznacava nemo-
gucénost, a 1 izvjesnost.

Medutim, ovdje se namece niz (nematematickih) pitanja, kojima se u
ovom kolegiju ne¢emo baviti:

(1) Moze li bilo §to stvarno biti slu¢ajno? Ovo pitanje je pitanje determi-
nizma. Medutim, bez obzira na to, prirodno se namece ideja da bilo
$to Cija priroda ponasSanja dopusta izbor bude shvaéeno kao sluc¢ajno.

(2) Sto je “stvarno” vjerojatnost? Ovdje ne ulazimo u to (filozofsko) pita-
nje. Za nas ¢e vjerojatnost biti broj koji pridruzujemo nekom precizno
definiranom slu¢ajnom dogadaju.

(3) Treba li teorija vjerojatnosti biti apstraktna i komplicirana? Nista
manje niti visSe nego svaka druga matematicka teorija. Teorija vjero-
jatnosti koristi se za opis svijeta oko nas. Medutim, vjerojatnost nije
toliko shvatljiva kao primjerice neke grane fizike koje realno opisuju
svijet oko nas. Odgovarajuci precizni instrumenti mjere jakost elektric-
nog polja, magnetskog polja, temperaturu i sl. Vjerojatnost mjerimo
mi sami i to vrlo neprecizno. Veliki problem je nedostatak intuicije pri
odredivanju vjerojatnosti slu¢ajnih dogadaja.

Primjer 0.2 U prostoriji se nalazi n ljudi. Ozna¢imo s p(n) vjerojatnost
da barem dvije osobe imaju rodendan na isti dan. Takoder, pretpostavimo
da promatrana godina nije prijestupna te da je svaki dan u godini jednako
vjerojatan (simetrija). Koliki je najmanji n takav da je p(n) > 1/27

Prvo uo¢imo da je p(1) = 0 te p(n) = 1 za n > 366. Nadalje, uo¢imo da
1 — p(n) predstavlja vjerojatnost da nikoje dvije osobe nemaju rodendan na
isti dan. Zbog pretpostavke simetrije, ukupan broj ishoda pokusa je 365".
Naime, svaka od n osoba moze imati rodendan na bilo koji dan u godini (3to je
365) pa primjenom pravila produkta dolazimo do Zeljenog broja. Analogno,
broj ishoda dogadaja da nikoje dvije osobe nemaju rodendan na isti dan je
365 - 364 --- (365 — n + 1). Preciznije, prva osoba moze imati rodendan na
bilo koji dan u godini (to je 365), druga osoba moze imati rodendan na bilo

© NS & ZV 28.01.2019.
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koji dan u godini osim dana na koji je rodena prva osoba (3to je 364) te,
induktivno, n-ta osoba moze imati rodendan na bilo koji da u godini osim
na dane na koje rodedan imaju osobe 1, 2, ..., n — 1 (Sto je 365 —n + 1).
Sada, pravilom produkta dolazimo do Zeljenog broja. Dakle, za 2 < n < 365

1mamo
B 365-364---(365—n+1)

tj.
365364 (365 —n+1)

=1 .

Kona¢no, imamo p(22) ~ 0.475695 i p(23) ~ 0.507297.

Primjer 0.3 Laboratorijski krvni test je 95% u¢inkovit u otkrivanju kon-
kretne bolesti kada je ta bolest prisutna. Test takoder ukazuje na bolest i u
1% slucajeva kada je osoba zdrava (false positive). Poznato je da 0.1% po-
pulacije ima tu bolest. Kolika je vjerojatnost da (slu¢ajno odabrana) osoba
ima tu bolest ako je rezultat testa pozitivan?

Promotrimo populaciju od 1000000 ljudi. Njih 0.1% ima bolest; dakle
1000 ljudi je bolesno. Od tih 1000 ljudi, na testiranju ¢e biti pozitivno
njih 95%, tj. 950. Od preostalih 999000 zdravih, na testu ¢e pozitivan
rezultat imati njih 1%, odnosno 9990. Dakle, ukupno pozitivnih bit ¢e
9504+-9990=10940, od kojih je samo 950 bolesno. Sada zaklju¢ujemo da je
trazena vjerojatnost 950/10940 = 0.0868.

Primjer 0.4 Igrac igra igru loto 6 od 45 svaki tjedan s jednom kombina-
cijom. Cijena kombinacije iznosi 2 kn. Koliki je ocekivani broj tjedana do
pogotka?

Prirodno je za pretpostaviti da je svaka kombinacija jednako vjerojatna
(simetrija). Kako kombinacija od 6 brojeva iz skupa {1,2,...,45} imamo
(465) to je vjerojatnost jedne kombinacije p = 1/ (465). Sada zaklju¢ujemo da je
ocekivani broj tjedana do pogotka jednak 1/p = (465) = 8145060 tjedana, Sto
je otprilike 156636 godina. Nadalje, ako igrac igra sistem od 10 brojeva, onda
je pripadna vjerojatnost pogotka p = (160) / (465). U toj situaciji, ocekivani
broj tjedana do pogotka jednak je 1/p = (465)/(160) = 38786 tjedana, odnosno
otprilike 745 godina. Ako igra¢ igra sistem od 20 brojeva, onda je pripadna
vjerojatnost pogotka p = (260) / (465) te ocekivani broj tjedana do pogotka
1/p = (Y)/ (%) ~ 210 tjedana, tj. otprilike 4 godine. Medutim, buduci da
je cijena sistema 2 kn, troSsak po uplati iznosi 2 - (260) = 77572 kn. Dakle,
ukupni ocekivani trosak je 16290120 kn.

© NS & ZV 28.01.2019.



Poglavlje 1

Vjerojatnost

1.1 Pokus i dogadaji

U prvom dijelu ovog odjeljka na neformalan na¢in uvodimo pojam pokusa,
ishoda i dogadaja te uvedene pojmove ilustriramo nizom primjera.

Pokus je svaka dobro definirana procedura. Rezultati (ili pojave) pokusa
nazivaju se ishodi (ili elementarni dogadaji). Skup svih ishoda pokusa zove
se prostor elementarnih dogadaja (engl. sample space) i tradicionalno se oz-
nacava s (2. Sami elementarni dogadaji se najcesée oznacavaju s w, sa ili bez
indeksa. Matematicki, prostor elementarnih dogadaja je skup koji moze biti
konacan, prebrojivo beskonacan ili neprebrojiv.

Prije provedbe pokusa u pravilu nije jasno koji od ishoda ¢e se dogoditi te
se stoga pokus ¢esto naziva i sluc¢ajnim pokusom. Medutim, za formuliranje
bilo kakve matematicke teorije vjerojatnosti potrebno je znati koji su ishodi
moguci, tj. potrebno je poznavati prostor elementarnih dogadaja. Ako ne
znamo $to se u pokusu moze dogoditi, tesko je ocekivati da ¢emo ishodima
takvog pokusa moc¢i pridruziti vjerojatnosti.

Vjerojatnosna pitanja najcesce se ne odnose na same ishode, veé¢ na ko-
lekcije elementarnih dogadaja koje nazivamo dogadaji. Neformalno, dogadaj
(u Q) je podskup prostora elementarnih dogadaja 2. Dogadaje najcesce oz-
nacavamo velikim pocetnim slovima abecede, sa ili bez indeksa: A, B,C, ...,
A, Ay As, o

Primjer 1.1 (a) Pokus: bacanje igrace kocke; ishodi: jedna od stranica

kocke. Ukoliko je pala stranica s brojem i, + = 1,2,...,6, odgo-
varajuci ishod oznacit éemo s i. Dakle, prostor elementarnih doga-

10



1. Vjerojatnost 11

daja je Q = {1,2,3,4,5,6}. Matematicki, svaki podskup od Q je
dogadaj. Neki od zanimljivih dogadaja: A = {pao je paran broj},
B = {pao je broj vedi ili jednak pet}, C' = {pala je Sestica}. Primje-
tite da su ti dogadaji opisani rije¢ima Sto je Cest slucaj u vjerojat-
nosti. Naravno, te dogadaje mozemo i matematicki precizno zapisati
kao A = {2,4,6}, B = {5,6}, C = {6}. Uocite razliku izmedu ele-
mentarnog dogadaja 6 € Q i dogadaja C' = {6} ¢iji je jedini element
elementarni dogadaj 6.

Pokus: bacanje novéica; ishodi: pismo ili glava. Ukoliko je palo pi-
smo, odgovarajuci ishod oznacit ¢emo s P, a ako je pala glava s G.
Prostor elementarnih dogadaja je Q2 = {P,G}. Svi moguéi dogadaji
su Q = {P,G}, {P}, {G} i 0. Uocite da su oznake P i G za ele-
mentarne dogadaje proizvoljne. Te elementarne dogadaje mogli smo
oznacCiti npr. sa 0 i 1 uz interpretaciju da 0 oznacava da je palo pismo,
a 1 da je pala glava. U tom sluc¢aju bi prostor elementarnih dogadaja
bio 2 ={0,1}.

Pokus: izvlacenje lota (6 od 45); ishodi: sve moguce kombinacije 6 bro-
jeva iz skupa A = {1,2,...,45} (tj. svi Sesteroclani podskupovi skupa
A). Bududi da je broj takvih kombinacija 8145060, prostor elementar-
nih dogadaja sadrzi 8145060 elemenata. Ukoliko imate listi¢ s broje-
vima 4, 7,23, 25,28, 35, zanimljiv dogadaj je B = {izvuceni su brojevi
7,23,25,28,35} = {{i,7,23,25,28,35} : i € {1,2,...,45}\ {7,23,25,
28,35} }.

Pokus: podjela karata u beli igrac¢ima X, Y, Z i W; ishodi: sve moguce
podijele $pila od 32 igrace karte na cetiri jednaka dijela. Neki doga-
daji: A = {X ima zvanje od 50}, B = {jedan od igraca ima sve Cetiri

devetke}.

Pokus: vrijeme sutra; ishodi: nisu u potpunosti dobro definirani. Uko-
liko nas zanima hoce li padati kisa ili ne, pokus mozemo modelirati s
dva elementarna dogadaja; w; = kiSa ¢e padatiiwsy = kiSa neée padati.
U tom slucaju je prostor elementarnih dogadaja 2 = {wy, ws}.

Pokus: slucajni izbor tocke (realnog broja) u segmentu [0, 1]; ishodi: svi
realni brojevi w € [0,1]. Prostor elementarnih dogadaja je @ = [0, 1].
Pretpostavimo da se neka osoba kladi da ¢e slucajno izabrana tocka w

© NS & ZV 28.01.2019.
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biti (strogo) vec¢a od 1/2. Tako je prostor elementarnih dogadaja €2 i da-
lje prikladan, u stvari tu osobu zanimaju samo dva ishoda tog sluc¢ajnog
pokusa: izabrana tocka je vec¢a od 1/2, ili izabrana tocka je manja od
1/2. Zato bi za tu osobu dovoljno dobar prostor elementarnih dogadaja
bio dvoélan skup € = { izabrana tocka je vec¢a od 1/2, izabrana tocka
je manja od 1/2}.

(g) Pokus: bacanje dvije simetri¢ne igrace kocke; ishodi: brojevi koji su
pali na kockama. Za prostor elementarnih dogadaja uzimamo

Q={(i,j): 1<i<6,1<j<6},

gdje ureden par (i,j) oznacava da je na prvoj kocki pao broj i, a na
drugoj j. Neki od dogadaja su

A = {zboj brojeva je 7} = {(1,6),(2,5), (3.4), (4.3), (5.2), (6. 1)}
B = {I. kocka pokazuje ve¢i broj od 2.} = {(i,j) : 1 <j<i<6}
C' = {na obje kocke je pao isti broj} = {(1,1),(2,2),...,(6,6)}.

Primjer 1.2 n osoba je slucajno odabrano za telefonsku anketu o novoj
pasti za zube te trebaju odabrati jedan od tri ponudena odgovora: 1. u
buduce c¢u uvijek koristiti novu pastu za zube, 2. novu zubnu pastu necu nikada
korisiti 1 3. pastu éu koristiti povremeno. Za prostor elementrnih dogadaja
uzimamo

Q={(z,y,2): x,y,2 €Ly, x+y+2z=n},

gdje x oznacava broj anketiranih osoba koji ¢e u buduée uvijek koristiti novu
pastu, y broj osoba koji ne¢e nikada koristiti pastu te z broj osoba koji ¢e
povremeno koristiti pastu. Neki od zanimljiih dogadaja za kompaniju koja
proizvodi pastu su

(a) A = {viSe ljudi ¢e uvijek koristiti pastu od onih koji nec¢e nikada}
={(z,y,2) € Q: x>y}
(b) B = {vecina ljudi ¢e povremeno koristiti pastu}
={(z,9,2) €Q: 2>z +y}.
Podsjetimo se, dogadaj je podskup prostora elementarnih dogadaja. Oz-
nacimo s F familiju svih dogadaja. Matematicki, 7 C P(Q), gdje P(Q)
oznacava partitivni skup od 2. Cesto, ali ne uvijek, za familiju svih doga-

daja F mozemo uzeti P(£2). Pogledajmo kakva svojstva mozemo zahtijevati
od familije F:
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1. Vjerojatnost 13

(a) Q € F — nesto se dogodilo. Dogadaj €2 nazivamo sigurnim dogadajem.

(b) Ako je A € F, onda jei A° € F. Ako znamo da se A dogodio, onda
se A° nije dogodio. Dogadaj A° interpretiramo kao A se nije dogodio.
Specijalno, iz (a) i (b) slijedi (c).

(c) 0 =Q° e F; ) nazivamo nemogué¢im dogadajem.

(d) Ako su A,B € F, onda je AU B € F; dogadaj AU B interpretiramo
kao dogodio se A ili B ili oba.

(e) Akosu A, B € F, onda je AN B € F; dogadaj AN B interpretiramo
kao dogodili susei A i B (istovremeno). Uo¢imo da ovo svojstvo slijedi
iz (b) i (d): AnB = (A°U B°)".

(f) Akosu A,B € F,ondasu A\B=ANB°1AAB=(A\B)U(B\A)
takoder u F. Dogadaj A\ B interpretiramo kao dogodio se A ali ne B,
dok A A B interpretiramo kao dogodio se to¢no jedan od dogadaja A
iB.

Operacije medu dogadajima mozemo skicirati pomoéu Vennovih dija-
grama. Uocite da skupovnu inkluziju A C B, A, B dogadaji, interpretiramo
kao: ako se dogodio A, onda se dogodio i B.

Primjer 1.3 Pokus se sastoji od bacanja simetri¢nog nov¢i¢a sve dok po
prvi put ne padne pismo. Sto su elementarni dogadaji za taj pokus? Jedan
mogudi pristup je da za elementarne dogadaje uzmemo nizove

G...GP
N——

n — 1 puta

n € N, gdje se navedeni elementarni dogoadaj interpretira kao: u prvih n —1
bacanja pala je glava, u n-tom bacanju palo je pismo. To vodi na sljedeéi
prostor elementarnih dogadaja:

Q= {P,GP,GGP,GGGP,...}.

Uocite da je takav prostor elementarnih dogadaja (prebrojivo) beskonacan.
Nadalje, jasno je da niti jedan konacan prostor elementarnih dogadaja ne
moze opisati ovaj slucajni pokus.
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Iako mozda na prvi pogled prihvatljiv, Q nije najprikladniji kao model
navedenog pokusa. Na primjer, u takvom modelu ne mozemo opisati mogué-
nost da pismo nikada neée pasti. Stavimo B = {pismo nikada nece pasti}.
Tada B nije podskup od Q. Kao prikladniji model elementarnih dogadaja
uvodimo

Q={w=(w,ws,...): w;=PiliG, i e N} ={P,G}".

Iako se nas pokus sastoji u bacanju novéi¢a do prvog pisma, mozemo pret-
postaviti i da se nakon prvog pisma nastavlja bacanje nov¢ica (beskona¢no
mnogo puta). Dakle, elementarni dogadaji su svi beskona¢ni nizovi simbola
P i G. Prostor elementarnih dogadaja €2 je neprebrojivo beskonacan. Neki
od dogadaja koji nas mogu zanimati su sljedeéi: za i € N,

A; = {pismo je po prvi put palo u i-tom bacanju}
= {(w,we,...)wj=G,j=12...,i— 1w =P}
B; = {pismo nije palo do (uklju¢ivo) i-tog bacanja}

= {(wl,WQ,...)IWj:G,j:1,2,...,i}:(A1U"'UA7;)C.

U ovom modelu je B = {pismo nikada nece pasti} = {(G,G, G, ...)}. Uocite
da vrijedi B = N2, B;. To sugerira da i prebrojivo beskonac¢ne operacije
nad dogadajima rezultiraju dogadajima, odnosno da je familija dogadaja F
zatvorena ne samo na konac¢ne, ve¢ i na prebrojivo beskona¢ne skupovne
operacije.

Ovaj primjer zavrsavamo napomenom da na prostoru elementarnih do-
gadaja () prirodna familija dogadaja F nece biti jednaka partitivnom skupu
P(Q2). Razlog za to je netrivijalan (te ga na ovom mjestu ne mozemo dati)
— ugrubo, na P(2) se ne moze konstruirati vjerojatnost u smislu Definicije
1.7.

U slu¢aju kona¢nog prostora elementarnih dogadaja €, svaki dogadaj A u
2 ima kona¢no mnogo elemenata (ishoda). Stavimo |A| = broj elemenata u A.
Tada vrijedi: (a) Za A i B disjunktne dogadaje, |AU B| = |A| + |B|, (b) Za
AC B, |[A[< B, (¢) [0] =0 te (d) [Ax B| = |A] - |B].

U nastavku odjeljka dajemo formalnu definiciju familije dogadaja i izvo-
dima svojstva takve familije.

Definicija 1.4 Neka je Q) neprazan skup. Familija podskupova F od ) zove
se o-algebra (ili o-algebra dogadaja), ako vrijede sljedeca tri svojstva:
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1. Vjerojatnost 15

(i) Qe F;
(i) Ako je A € F, onda je i A° € F (zatvorenost na komplement);
ii1) Ako su A; € F, 7 €N, onda je 1 |J;o, € F (zatvorenost na prebrojive
J ] ] j—l p ]
unije).
Ureden par (Q, F) zove se izmjeriv prostor.

Rijec¢ima, o-algebra na nepraznom skupu {2 je familija podskupova od
Q) koja sadrzi €2 i zatvorena je na komplementiranje i prebrojive unije. U
sljedec¢oj propoziciji navedena su neka svojstva o-algebre. Elementarni dokazi
tih svojstava ostavljeni su za domacu zadacu.

Propozicija 1.5 Neka je F o-algebra na nepraznom skupu Q2. Tada vrijedi:
(a) O € F;

(b) Ako su A; € F, j €N, onda je i ()2, Aj € F (zatvorenost na prebro-
jJive presjeke).

(¢c) Za svakin € N, ako su Ay, As,..., A, € F, onda je i U?:1Aj e F
(zatvorenost na konacne unije).
Familija podskupova od §2 koja zadovoljava svojstva (i) i (ii) iz Definicije 1.4

te (c) iz Propozicije 1.5 naziva se algebra podskupova od 2. Dakle, svaka
o-algebra ujedno je i algebra (ali ne i obratno).

Primjer 1.6 (a) Nadite primjer algebre koja nije o-algebra.

(b) Ako su Fj i F; dvije o-algebre na 2, onda je i F; N JF; o-algebra na €.
Opcenitije, ako je {F;,i € I} familija o-algebri na 2, onda je i N;erF;
o-algebra na ). Dokazite!

(c¢) Neka je G proizvoljna familija podskupova od Q. o-algebra generirana
familijom G definira se kao

o(G) = ﬂ F,

F2G
F o—algebra

presjek svih o-algebri koje sadrze familiju G. Pokazite da je definicija
dobra, tj. da postoji barem jedna c-algebra koja sadrzi G. Nadalje,
pokazite da je o(G) najmanja o-algebra koja sadrzi G.
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1. Vjerojatnost 16

(d) Neka je G; := {(a,b) : a,b € R, a < b}. Tada pripadnu generiranu

o-algebru ¢(G;) nazivamo Borelovom c-algebrom na R. Definirajmo

Go :={(a,b] : a,b € R, a < b}
Gs :={[a,b) : a,b € R, a < b}
Gy :={la,b] : a,b € R, a < b}
G5 = {(—00,a) : a € R}

Gs = {(—00,a] : a € R}

Gr :={(a,0) : a € R}

Gs = {la, ) : a € R}.

Pokazite da vrijedi
0(G1) = 0(G2) = 0(G3) = 0(Gs) = 0(Gs) = 0(Gs) = 0(G7) = 0(Gs).

Nadalje, pokazite da je o(G;) jednaka najmanjoj sigma algebri koja
sadrzi, redom, Gy, ..., Gs ali uz zahtjev a,b € Q (umjesto a,b € R).

Rjesenje:

(a)

Neka je € beskonacan skup te neka je F kolekcija poskupova od € koji
su konacni ili im je komplement konacan. Sada se lagano provjeri da
je F algebra koja nije o-algebra.

Tvrdnja slijedi izravno iz definicije o-algebre.

Ocito je P(R2) o-algebra koja sadrzi G pa je o(G) dobro definirana.
Druga tvrdnja zadatka je ocita.

Pokazimo da je 0(G;) = 0(G,). Ostali slucajevi slijede analogno te ih
ostavljamo za domacu zadac¢u. Uoc¢imo da je dovoljno pokazati da je
za proizvoljne a,b € R, a < b, (a,b) € 0(G2) te (a,b] € 0(Gy). Imamo

S VI (Y A, T

n=|5151+1
U slu¢aju da surubovi intervala u Gy, . . ., Gs racionalni, imamo sljedece.
Stavimo G, = {(a,b] : a,b € Q, a < b}. Analogno definiramo G; za
1 =2,...,8. Pokazimo da je G; = G;. Ponovno, ostali slucajevi slijede

© NS & ZV 28.01.2019.



1. Vjerojatnost 17

analogno te ih ostavljamo za domacu zadac¢u. Prvo, jasno je da je
G1 C G;. Da bi pokazali obratnu inkluziju dovoljno je provijeriti da
za a,b € R, a < b, vrijedi (a,b) € G;. Neka su {a,nen i {bn}nen,
redom, padajuéi i rastuci nizovi racionalnih brojeva t.d. lim,_,. a, =
a, lim, .o b, =b1ia; <b. Tada,

o0

(a.6) = | (@a.b).

n=1

sto dokazuje tvrdnju.

1.2 Vjerojatnost i svojstva

Prisjetimo se dvije moguce interpretacije vjerojatnosti iz uvodnog poglavlja
— pomocu simetrije i pomocu relativne frekvencije. U sluc¢aju da prostor
elementarnih dogadaja {2 ima konac¢no mnogo ishoda koji su zbog razloga
simetrije svi jednako vjerojatni, zakljucili smo da je prirodno rec¢i da je vje-
rojatnost nekog dogadaje A jednaka omjeru broja ishoda u A i ukupnog broja

ishoda:
_ 14l

el
Ako su A1 B disjunktni dogadaji, onda je |[AU B| = |A| +|B|. 1z toga slijedi
da bi trebalo vrijediti

P(A)

_lAuBl _[A[+[B] _ Al [B] _

P(AUB) = =g Q= T =P+ E®).

S druge strane, u frekvencionistickom pristupi vjerojatnosti, s n(A) smo oz-
nacili broj pojavljivanja dogadaja A u n ponovljenih pokusa te smo rekli da
bi se vjerojatnost od A mogla definirati kao

P(A) = lim M

n—oo n

Opet, u slu¢aju da su A i B disjunktni dogadaji, n(AU B) = n(A) + n(B)
te bi slijedilo da je

P(AUB) = tim "AYD) (M + "(B)) — P(A) +P(B).

n—00 n n—o0 n n
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Ova dva pristupa sugeriraju da kakogod definirali vjerojatnost, prirodno je
zahtijevati da ima gornje svojstvo aditivnosti: ako su A i B disjunktni do-
gadaji, onda vrijedi P(AU B) = P(A) + P(B). Iz tog svojstva jednostavno
je indukcijom pokazati da za po parovima disjunktne dogadaje Aq,..., A,

vrijedi
j=1 j=1

U slucaju kona¢nog prostora elementarnih dogadaja, aditivnost je dovoljno
svojstvo. Medutim, kod beskonac¢nih prostora elementarnih dogadaja po-
trebno je zahtijevati nesto jace svojstvo, tzv. o-aditivnost — vidi Definiciju
1.7. U uvodu smo takoder rekli da je vjerojatnost nenegativan broj pridruzen
dogadaju te da sigurnom dogadaju zelimo pridruziti vjerojatnost 1.

Gornja razmatranja vode na sljede¢u definiciju vjerojatnosti i vjerojat-
nosnog prostora. Uocite da definicija ne odgovara na pitanje $to je stvarno
vjerojatnost, ve¢ samo postulira svojstva vjerojatnosti.

Definicija 1.7 Neka je €2 neprazan skup @ F o-algebra dogadaja. Vjerojat-
nost na izmjerivom prostoru (0, F) je funkcija P : F — [0,1] koja zadovo-
lava sljedeca tri aksioma:

(A1) (nenegativnost) Za sve A € F, P(A) > 0;
(A2) (normiranost) P(2) = 1;

(A8) (o-aditivnost) Za svaki niz (A;)jen po parovima disjunktnih dogadaja
A, e F (AiNA; =0 zai##j) vriedi

(08) - Srn

Uredena trojka (2, F,IP) zove se vjerojatnosni prostor.

Aksiome teorije vjerojatnosti uveo je ruski matematicar Andrej Niko-
lajevi¢ Kolmogorov u knjizi Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie,
Springer, 1933.

U nastavku navodimo svojstva vjerojatnosti koja slijede iz aksioma (A1)—
(A3). Neka od njih dokazujemo, a preostala su za domacu zadacu.
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1. Vjerojatnost 19

(a) P(Q) = 0; zaista, stavimo p = P() > 0 (zbog (Al)) te A; =0, j € N.
Tada je (A;)jen niz po parovima disjunktnih dogadaja pa iz (A3) slijedi

p:P(@):P<UAj> ZIP’ ZIP’ => p.
j=1 j=1
Odavde ocito slijedi da je p = 0.

(b) (konacna aditivnost) Za svaki n € N i svaki konacan niz Ay,..., A, po
parovima disjunktnih dogadaja iz F vrijedi

P (U Aj) = ZP<AJ>
j=1 =1
Zaista, stavimo A; =0, j =n+1,n+2,.... Tada je (4;);en (beskona-

¢an) niz po parovima disjunktnih dogadaja. Koristenjem aksioma (A3)
u drugoj jednakosti i svojstva (a) u posljednjoj, slijedi

(0)32) £

R

ZP(AJ) + Z P(4;) = Z]P(AJ)

(c) ¢) = 1-P(A); zaista, iz (A2) i svojstva (b), 1 = P(Q) = P(AUA®) =

A
A) +P(A°).
A

P(
P(
(d) P(A\ B) =P(A) — P(A N B); zaista, zbog kona¢ne aditivnosti vrijedi
P(A) = P(AN B°) + P(AN B). Specijalno, ako je B C A, imamo
P(A\ B) = P(A) - P(B).
(e) (monotonost) Akosu A, B € FiAC B, onda je P(A) < P(B). Zaista,
B =AU (B\ A) otkud zbog svojstva (b) i (A1),

P(B) = P(AU (B\ A)) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

Uocite da niti u jednom od gornjih svojstava nismo koristili pretpos-
tavku da P prima vrijednosti u [0,1] (ve¢ samo nenegativnost iz ak-
sioma (Al)). To svojstvo slijedi iz (e): za A € F, A C Q pa je
P(A) <P(Q2) =1 (po aksiomu (A2)).
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(f) Sljedeca formula, iako jednostavna, fundamentalna je za racunanje vje-
rojatnosti unije ne nuzno disjunktnih dogadaja. Za A, B € F vrijedi

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB).

Dokaz: Dogadaj AU B napisemo kao uniju tri po parovima disjunktna
dogadaja: AUB = (A\ B)U(B\ A)U(ANB). Iz kona¢ne aditivnosti,
svojstva (b) te zatim dvostrukom primjenom svojstva (d), slijedi

P(AUB) = P(A\B)+P(B\A)+PANB)

(P(A) —P(ANB)) + (P(B) —P(BN A)) + P(AN B)
= P(A)+P(B)-P(ANB).

(g) (Sylvestrova formula ili formula ukljucivanja-iskljucivanja) To je ge-
neralizacija prethodnog svojstva na vise od dva dogadaja. Neka su
Ay, As, ..., A, dogadaji u F. Tada vrijedi

(UA) Z 1)k+1 > P(A;, N A, N---NA,). (1.1)

k=1 1<i <ig < <0 <n

Dokaz: indukcijom po n. Za n = 1 obje strane su jednake P(A;) pa
tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n. Za n + 1

P TDIAi _Pp (CJAI-)UA”H
(Un) == ((G1)Us)
P (Q AZ-) FP(Ans) — ((

(00) <o

= (po pretpostavci indukcije)

>

(=

N+
(114))

%

iC-

© NS & ZV 28.01.2019.



1. Vjerojatnost 21

— (zn:(_n’f“ Z P(A, NA,N---N Aik)> +P(A,41)

k=1 1<i1 <t <<, <n
n
- (Z(-NH > P4 NA, NN AN AnH))
k=1 1<t <ta< <1 <n
n+1
= ) (- > P(A;, N A, N---NA;,).
k=1 1<t <9< <ip <n+1

(h) (Booleove nejednakosti). Za proizvoljne A, B € F vrijedi

P(A) + P(B) @ P(AU B)

max(P(A), P(B))

P(AN B)
Y p(4) + P(B) - P(AU B)
g P(A) + P(B) — 1.

Svojstvo iz prvog retka zove se subaditivnost vjerojatnosti. Poopéenje
tog svojstva na beskonacan niz dogadaja je dano u (i).

(i) (o-subaditivnost) Neka je (A;);en niz dogadaja iz F. Tada vrijedi

P (G Aj) < 3 P(4;),

(gdje red na desnoj strani moze divergirati u +o0).

Dokaz: definiramo novi niz (B;) ey po parovima disjunktnih dogadaja
na sljedeéi na¢in. Stavimo By := A; teza j > 2, B; == A;\ (4 U---U
A, ). Ocito je B; € F 1 Bj C A;, a jednostavno se vidi da su B; po
parovima disjunktni te da vrijedi Uj2, B; = U352, A;. Slijedi da je

P (G Aj> —P ( - Bj> = iP(Bj) 2 iP(Aj).
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1. Vjerojatnost 22

1.3 Konacan vjerojatnosni prostor i Laplaceov
model

Pretpostavimo da je prostor elementarnih dogadaja konacan, Q2 = {wy, ws, . . .,
wn}, |2 = n. Prirodna pretpostavka je da su elementarni dogadaji w; € €2
ujedno i dogadaji — {w;} € F,i=1,2,...,n. U tom slucaju je F = P(Q),
odnosno svaki podskup od 2 je dogadaj. Zaista, neka je A € P(Q2). Tada je

A: {wil,wiz ...,wik} = {wh}U{wZz}UU{wzk} € f

Dakle, P(€2) C F te kako uvijek vrijedi obratna inkluzija, tvrdnja je poka-
zana. Uocite da isti zakljuc¢ak vrijedi i u slucaju kada je €2 prebrojiv: ako je
Q) prebrojiv i ako je {w} € F za sve w € , onda je F = P(QQ).

Promotrimo sada vjerojatnost P na kona¢nom prostoru elementarnih do-
gadaja sa o-algebrom P(Q2), P : P(Q) — [0,1]. Bududi da je {w;} € F, dobro
je definiran broj p; := P({w;}) € [0,1], i = 1,2,...,n. Neka je, kao i gore,

A ={wi,,wi, ...,w; }. Tada je zbog konac¢ne aditivnosti vjerojatnosti P,
k k
P(A) =P ({wi } U{wp} U Ufwi}) = Y P{w, ) =D piy- (12)
=1 =1

Ta formula pokazuje da je vjerojatnost P u potpunosti odredena svojim vri-
jednostima na elementarnim dogadajima. Obratno, neka je (2, P(2)) izmje-
riv prostor gdje je Q = {wy,ws,...,w,} te pretpostavimo da su nam dani
brojevi py,pa, ..., pn € [0, 1] takvi da je

prtpet-tpp=1.

Definiramo funkciju P na jednoclanim skupovima {w;} formulom P({w;}) :=
pi, i = 1,2,...,n, a na proizvoljan A = {w;,,w;, ...,w;, } prodirimo pomocu
(1.2):

P(4):= D _P({w,}) =D pi, -

Tada je P vjerojatnost na P(f2). Zaista, 0 < P(A) <> ", p; = 1, pa vrijedi
(Al). Nadalje, P(Q) = P{wi,w2,...,wn}) = > p; = 1 pa vrijedi (A2).
Preostaje provjeriti (A3). Bududi da je 2 kona¢an, dovoljno je provjeriti ko-
na¢nu aditivnost sto ostavljamo kao domacu zada¢u. Na taj nacin je dokazan
sljededi rezultat.
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Propozicija 1.8 Neka je ) konacan. Svaka vjerojatnost P na P () zadana
je i u potpunosti odredena svojim vrijednostima P({w}), w € .

Isti rezultat, s nesto malo kompliciranijim dokazom, vrijedi i u sluc¢aju kada
je Q prebrojiv.

Primjer 1.9 Pogledajmo ponovno Primjer 1.3. U tom primjeru smo prvo
definirali Q = {P,GP,GGP,GGGP,...} te smo uocili da taj skup nije
adekvatan prostor elementarnih dogadaja za nas pokus. Naime, njime ne
mozemo opisati mogucnost da pismo nece nikada pasti. Oznacimo tu mo-
guénost s GGG ... te definirajmo Q = QU {GGG...}. Jasno je da je
tako definirani Q zaista prostor elelmtarnih dogadaja za nas pokus. Nadalje,
prema gore komentiranom (buduéi je 2 beskona¢no prebrojiv), za pripadnu
o-algebru mozemo uzeti P(Q) te pripadnu vjerojatnost definirati (na elemen-
tarnim dogadajima) sa P({P}) = 1/2, P{GP}) = 1/4, P{GGP}) = 1/8,
P({GGGPY) = 1/16,... te P{GGG...}) = 0. Konacno, uoc¢imo da vjero-
jatnosti dogadaja iz (ﬁ, P((AZ), @) odgovaraju vjerojatnostima odgovarajucih
dogadaja iz (2, F,P), gdje je Q prostor elementarnih dogadaja diskutiran
u Primjeru 1.3 te F i P su o-algebra i vjerojatnost (na 2) diskutirane u
potpoglavlju 1.4.

1.3.1 Produkt konac¢nih vjerojatnosnih prostora

Provodimo dva pokusa koja su, intuitivno, nezavisni jedan od drugog. Neka
je Q1 = {w],...,w.,} prostor elementarnih dogadaja prvog pokusa, a {2y =
{wf,...,w"} prostor elementarnih dogadaja drugog pokusa. Kako izgleda
prostor elementarnih dogadaja za oba pokusa zajedno? Ishod ta dva pokusa
je ureden par (w’, w”) ishoda w’ prvog pokusa i ishoda w” drugog pokusa. Zato
za prostor elementarnih dogadaja oba pokusa uzimamo Kartezijev produkt

Q=0 x L ={w= (") €, €Q}.

Vrijedi [Q] = |4] - [Qa] = mn.

Neka je Py vjerojatnost na (€21, P(£21)) i Py vjerojatnost na (€2a, P(£s)).
Intuitivno, vjerojatnost da oba pokusa zajedno rezultiraju ishodom (w’,w"”)
jednaka je produktu individualnih vjerojatnosti ishoda prvog i drugog po-
kusa. To je posljedica pretpostavljene nezavisnosti pokusa. To vodi na

© NS & ZV 28.01.2019.



1. Vjerojatnost 24

konstrukciju tzv. produktne vjerojatnosti na (€, P(Q2)). Definiramo P na
elementarnim dogadajima iz €2 sa

P({w}) = PR (W, w")}) = Pr({w' }P2({w"}) .

Uocite da vrijedi

Y Pwh = >, Pi({o'HE({w"})

weN (w' w")eQ

- (Z Pl({w’})> (Z Pz({w”})> —1.

w'e w'eNg

Zato se P moze sa jednoc¢lanih podskupova prosiriti do vjerojatnosti na P(£2).
Tako konstruirana vjerojatnost zove se produkt vjerojatnosti Py i Py te se
ponekad koristi oznaka P = Py x Ps.

Ako je Qy = Q; i Py = Py, onda je Q = Q2 a za produktnu vjerojatnost
P pisemo P?.

Gornja konstrukcija induktivno se prosiruje na produkt kona¢no mnogo
(kona¢nih) vjerojatnosnih prostora. Nadalje, uz malo vise tehnickih pro-
blema konstrukcija se moze provesti i za (kona¢no mnogo) prebrojivih vjero-
jatnosnih prostora.

1.3.2 Laplaceov model vjerojatnosti

U nastavku odjeljka diskutiramo Laplaceov model vjerojatnosti. Pretpos-
tavka tog modela je da imamo kona¢no mnogo ishoda koji su svi jednako
vjerojatni. Preciznije, Q = {wy,ws,...,wn}, Pw;}) == pi, i = 1,2,... 0,
P = pe = --- = p, =: p. 1z Propozicije 1.8 slijedi da P na jedinstven nacin
mozemo prosiriti do vjerojatnosti na P(2). Specijalno, buduéi da vrijedi
(A2), imamo

1=P(Q) :Zpi:np.
i=1

Ta jednakost nam daje o€igledno svojstvo P({w;}) = L. Slijedi da je za
proizvoljni A = {w;,,wi, ..., w;, },
- k1A
P A = T l{} = — = —
(4) ;:129] P T
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odnosno vjerojatnost svakog dogadaja A jednaka je omjeru broju elemenata
od A i broja svih elementarnih dogadaja.

Primjer 1.10 Kutija sadrzi 1000 listica numeriranih brojevima od 1 do
1000. Jedan listi¢ na slu¢ajan nacin je izvucen iz kutije. Nadite vjerojat-
nost da je broj na listi¢u djeljiv s 2,3 ili 5.

Za prostor elementarnih dogadaja uzimamo = {1,2,...,1000}. Pri-
rodno je pretpostaviti da su svi listi¢i jednako vjerojatni Sto znaci da se
nalazimo u Laplaceovom modelu. Stavimo Dy = {broj djeljiv s k}. Trazi se

P(Dy U D3 U D5) =P(D3) +P(D3) + P(Ds)
—P(Dy N D3) —P(Dy N Ds) — P(D3 N Ds) +P(Dy N D3N Ds)
= P(Ds) +P(D3) + P(Ds) — P(Dg) — P(D1g) — P(D15) + P(D3p)
1 734

= 1000(500 + 333 4200 — 166 — 100 — 66 + 33) = 1000
Primjer 1.11 Kutija sadrzi n bijelih i n crnih kuglica. Na slu¢ajan nacin
izvu¢emo iz kutije dvije kuglice, jednu za drugom (bez vrac¢anja). Odredite
prostor elementarnih dogadaja i nadite vjerojatnost da su izvucene kuglice
razli¢ite boje.

Kod odabira prostora elementarnih dogadaja prirodno je pokusati oda-
brati elementarne dogadaje tako da budu jednako vjerojatni, jer nas to vodi
do jednostavnog Laplaceovog modela. Mozemo pokusati sa Q2 = {BB, BC,
CB,CC} gdje, npr. BC oznacava da je prva izvuéena kuglica bijela, a druga
crna. No, nije jasno jesu li ti dogadaji jednako vjerojatni. Zato pokuSavamo
na drugi nacin. Pretpostavimo da su kuglice u kutiji numerirane brojevima
od 1 do 2n. Izbor dvije kuglice iz kutije tada odgovara izboru uredenog para
razli¢itih brojeva, $to vodi na sljedeci prostor elementarnih dogadaja:

O={(i,j): 1<i,j<2n,i+#j}

Ovdje elementarni dogadaj (7, j) interpretiramo kao: prva izvuc¢an kuglica
ima broj ¢, a druga broj j. Budud¢i da su sve kuglice jednake, iz simetrije
slijedi da su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni, odnosno nalazimo se
u Laplaceovom modelu. Ocito je |2] = 2n(2n — 1). Zanima nas vjerojatnost
dogadaja A = {izvucene kuglice su razli¢ite boje}. Stavimo

A; = {1. izvudena kuglica je bijela, 2. izvucena kuglica je crna}

Ay = {1. izvucena kuglica je crna, 2. izvucena kuglica je bijela}.
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Bududéi dasu A; i A; disjunktni te A = A;UA,, vrijedi P(A) = P(A;)+P(A,).
Ocito vrijedi da je |A;| = n-n = n? (broj uredenih parova (i, ;) kod kojih je
na prvoj koordinati bijela, a na drugoj crna kuglica je n?). Sli¢no, |As| = n?.
Slijedi da je

n? n? n

+ = .
2n(2n—1) 2n(2n—-1) 2n-—1

P(A) =P(A)) +P(Ay) =

Modificirajmo gornji pokus tako da pretpostavimo da su obje kuglice iz-
vucene istovremeno. Umjesto uredenog para, elementarni dogadaj za modifi-
cirani pokus je dvoc¢lani podskup skupa {1,2,...,2n}. Prostor elementarnih
dogadaja je B

Q= {{ij): 1<ij<2ni#])

0] = (22”> — (20 —1).

Opet su zbog simetrije svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni. Neka j Je
— {izvudene kuglice su razlicite boje}. Vrijedi da je |A| = (D () = n?
Stoga je

te imamo da je

~ ~ n? n

P(A) = nn—1) 2n—1

kao i prije (uocite da je sada i vjerojatnost P drugadija nego prije).
Primjer 1.12 U prethodnom primjeru odredimo sljedece:

(a) Vjerojatnost da je prva izvucena kuglica bijela;

(b) Vjerojatnost da je druga izvucena kuglica bijela;

(c) Pola kuglica izvuceno je iz kutije i stavljeno na stranu. Jedna od pre-

ostalih kuglica je izvucena. Nadite vjerojatnost da je bijela.

Rjesenje:

(a) Stavimo

A = {1. izvucena kuglica je bijela}
A; = {1. izvucena kuglica je bijela, 2. izvucena kuglica je bijela}

Ay = {1. izvucena kuglica je bijela, 2. izvucena kuglica je crna}.

© NS & ZV 28.01.2019.



1. Vjerojatnost 27

Tada je o¢ito A = A; U Ay te su Ay i Ay disjunktni. Sada imamo

B(4) = Bld) +B(4y) = QZEZn_—l)l) " 2n(27; -1 %

(b) Stavimo
B = {2. izvu¢ena kuglica je bijela}
B; = {1. izvuc¢ena kuglica je bijela, 2. izvucena kuglica je bijela}
By = {1. izvucena kuglica je crna, 2. izvucena kuglica je bijela}.
Ponovno, B = By U By te su By i By disjunktni. Dakle,
n(n —1) n? 1

BB =BB) T BB = 5 e = T e 1)~ 2

(c) Zbog simetrije, trazena vjerojatnost je 1/2.

Opcenito, kada se pokus sastoji od slu¢ajnog izbora k predmeta iz skupa
od N predmeta, fleksibilni smo u izboru elementarnih dogadaja — za ishod
pokusa mozemo uzeti uredenu k-torku od N elemenata (u tom slucaju ce
prostor elementarnih dogadaja imati N(N —1)--- (N —k+1) elemenata), ili
za ishod mozemo uzeti (neureden) k-clani podksup skupa od N elemenata (u
tom slucaju ¢e prostor elementarnih dogadaja imati (]Z ) elemenata). Ovisno
o prirodi problema, nekad je jednostavije raditi s jednim ili drugim pristupom.

Primjer 1.13 Petero ljudi na slu¢ajan nacin je izabrano iz grupe od 20
osoba koja se sastoji od 10 ozenjenih parova. Odredimo vjerojatnost da
medu izabranih 5 osoba ne postoji oZenjen par.

RjesSenje 1: Prostor elementarnih dogadaja je izbor skupa od 5 ljudi od
danih 20, dakle broj ishoda je (250). Implicitna pretpostavka je da su svi
izbori jednako vjerojatni. Ra¢unamo broj ishoda kod kojih medu 5 odabranih
osoba ne postoji ozenjen par. Prvo biramo 5 parova medu danih 10 parova.
Takvih izbora ima (150). Zatim unutar svakog odabranog para, izaberemo
jednog ¢lana para (Zenu ili muza). To moZemo uciniti na 2° na¢ina. Dakle,

broj povoljnih ishoda je (150) 2°. TraZena vjerojatnost je

2°(Y)  20-18-16-14-12

(250) - 20-19-18-17-16°
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Rjesenje 2: Sada za prostor elementarnih dogadaja uzimamo skup svih ure-
denih petorki danih osoba. Dakle, sada je broj ishoda 20 - 19 - 18- 17 - 16.
U ovom pristupu izbor osoba se vrsi sekvencijalno. Koliki je broj povoljnih
ishoda? Prvu osobu mozemo izabrati na 20 nacina, za drugu osobu mozemo
izabrati bilo koga osim bra¢nog para prvo izabrane osobe, dakle na 18 na-
¢ina. Treéu osobu mozemo izbarati na 16 nacina itd. Slijedi da je trazena
vjerojatnost jednaka

20-18-16-14-12

20-19-18-17-16"

Primjer 1.14 Permutacija skupa {1,2,..., N} je bijekcija
m:{1,2,...,N} - {1,2,...,N}.

Kazemo da je i € {1,2,..., N} fiksna tocka permutacije 7 ako vrijedi 7 (i) =
i. Odredimo vjerojatnost da slu¢ajna permutacija skupa {1,2,..., N} nema
fiksnu tocku.

Rjesenje: Pojam slucajna permutacija interpretiramo na nacin da su sve
permutacije jednako vjerojatne. Dakle, nalazimo se u Laplaceovom modelu
vjerojatnosti. Buduéi da ima N! permutacija skupa {1,2,..., N}, svaka
permutacija ima vjerojatnost 1/N!. Neka je A = {permutacija nema fiksnu
tocku}. Tada je A° = {permutacija ima barem jednu fiksnu tocku}. Za i €
{1,2,..., N} neka je A; = {i je fiksna tocka permutacije}. Tada je

AC:A1UA2UUAN

Nadalje, uocite da dogadaji (A4;)1<j<ny nisu disjunktni. Za ra¢unanje vjero-
jatnosti njihove unije koristimo formulu ukljuc¢ivanja-iskljucivanja:

P (U A,-) => (—1F! > P(A;, N A, N---NA).

k=1 1<i) <ig<-<ix<N

Fiksiramo ¢ i racunamo koliko permutacija ima 4 kao fiksnu tocku. Vidimo
da je taj broj jednak broju permutacija skupa {1,...,i —1,i+1,..., N},
dakle (N — 1)!. Slijedi da je

(N=-1)! 1

A =5 =~
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Ako fiksiramo 4, j, ¢ # j, broj permutacija koje imaju 7 i j kao fiksnu tocku
jednak je (N —2)!. Zato je

(N —2)! 1

Na isti nacin zakjlu¢ujemo da je za sve k € {1,2,..., N} isve 1 <i; < iy <
(N —k)!

k-clanih podksupova {iy, s, ..., i} skupa {1,2..., N} ima ( ) Uvrstimo li
gore izrac¢unato u formulu ukljuéivanja—iskljuéivanja dobivamo

9= (U] - o= ()5 - Sy

k=1 k=1

Slijedi da je

(4) A= (-
k=0
Iz formule za Taylorov red eksponencijalne funkcije e = >"77 ""”k—f, zakljucu-

jemo da je za velike N, P(A) ~ e~ L.

1.4 Nizovi dogadaja

Vratimo se na Primjer 1.3 u kojem se simetri¢an novci¢ baca sve dok ne
padne pismo. Za prostor elementarnih dogadaja uzeli smo

Q={w=(w,wy,...): w;=PiliG, i e N} = {P,G}".

Stavimo li Q; = {P,G}, vidimo da je Q@ = Q; x Q; x --- = Q) beskona-
¢an produkt €2y sa samim sobom. Na (£2;,P(€;)) definiramo vjerojatnost
P, na prirodan na¢in: P ({P}) = P;({G}) = 1/2. U pododjeljku 1.3.1 na
jednostavan nac¢in smo konstruirali produkt od kona¢no mnogo (konaé¢nih)
vjerojatnosnih prostora. Pitanje konstrukcije produkta (prebrojivo) besko-
na¢no (konaénih ili prebrojivo beskonaé¢nih) vjerojatnosnih prostora puno je
slozenije te ga za sada ne¢emo u potpunosti diskutirati. Za A C  za koji
postojen € Ni A™W C Ot td. A={weQ: (w,...,w,) € AM} kazemo
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da ovisi samo o prvih n koordinata. Neka je F najmanja o-algebra na {2
generirana skupovima koji ovise samo o prvih kona¢no mnogo koordinata (u
smislu Primjera 1.6). Tada se moze pokazati da na (2, F) postoji jedinstvena
vjerojatnost P t.d. za A € F koji ovisi samo o prvih n kooordinata vrijedi
da je P(A) = P*(A™), gdje je P" produktna vjerojatnost na (QF, P(Q})).

Promatrajmo skup B = {pismo nikada nece pasti} te za svaki n € N
skup B,, = {pismo nije palo u prvih n bacanja}. Stavimo li

B™ ={(G,G,...,G)}.

n puta

vidimo da je
B,={weQ: (w,...,w,) € BMW}.

Po gornjim pretpostavkama o vjerojatnosnom prostoru (§2, F,P) vidimo da
je B, € F te da je P(B,) = P*(B™) = 27". Nadalje, o¢ito vrijedi da je
By DBy DBy D ... te B=nN2,B,. Bududi da je F o-algebra, slijedi da je
B € F. Uocite da B ovisi o beskona¢no mnogo koordinata. Kako izracunati
P(B) =P(N,B,)? U nastavku pokazujemo da je svaka vjerojatnost nepre-
kidna na monotone nizove dogadaja, otkud ¢e slijediti (vidi Teorem 1.15 (b))
da je P(B) = lim, o, P(B,) = lim, ,, 27" = 0 $to je intuitivno bilo jasno
od pocetka.

Pretpostavimo da je (A, ).en neopadajuéi niz dogadaja, tj. A, € F za
svakin € Nte Ay C Ay C A3 C .... Zbog monotonosti vjerojatnosti tada
vrijedi P(A;) < P(Ay) < P(A3) < --- < 1. Slijedi da je (P(A,,))n>1 odozgo
omeden neopadajuéi niz realnih brojeva te zato postoji lim, ., P(A,). Mo-
zemo li ikako identificirati taj limes? Za ocekivati je da je taj limes jednak
vjerojatnosti nekog limesa dogadaja A,. U sluc¢aju ovakvog neopadajuceg
niza dogadaja, prirodan pojam limesa je U2 A,. O takvoj vrsti neprekid-
nosti vjerojatnosti govori sljedeéi teorem.

Teorem 1.15 (a) (neprekidnost vjerojatnosti na neopadajuce dogadaje) Za
svaki neopadajuci niz (A;)en dogadaja iz F vrijedi

(| |A ) = lim P(A,).
(jL:Jl J> lim P(4))
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(b) (neprekidnost vjerojatnosti na nerastuce dogadaje) Za svaki nerastuci
niz (A;)jen dogadaja iz F (A1 D Ay D ... ) vrijedi

]:

Dokaz: (a) Iz neopadajuceg niza (A;);ey konstruiramo novi niz (Bj) en
po parovima disjunktnih dogadaja takav da je U32;A; = U2, B;. Stavimo
By = A € Ftezan > 2 B, = A,\ 4,1 € F. Tada su dogadaji
B,, po parovima disjunktni, za svaki n € N je A, = By U---U B, otkud
zbog konacne aditivnosti slijedi da je P(A,) = >_7_, P(B;). Takoder vrijedi
U2, A; = U2, B;. Sada je

P (G Aj) = P (G Bj) = iP(Bj)

= lim > P(B;) = lim P(A,).
j=1

n—oo

(b) Uocite da lim;_, P(A;) postoji zbog monotonosti niz (P(A;));en. Buduéi
da je niz dogadaja (A;)jen nerastudi, niz dogadaja (A$);jen je neopadajuci.
Koristenjem de Morganovih zakona u drugoj jednakosti te dijela (a) u trecoj,

P(ﬁAJ‘> = 1—P<<ﬁf1j)c> = 1—P<GA5>
"~ — 1— lim IE;(_A§) =1 lim (1 —JI_P(AJ-))

Jj—00

j—o0

Primjer 1.16 Neka je A = {pismo je palo u prvom bacanju ili uopce nije
palo}. Odredimo P(A).

RjesSenje: Stavimo
A; = {pismo je palo u prvom bacanju}

Ay = {pismo nikada nece pasti}.
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Tada je oc¢ito A = A; U Ay te su Ay i Ay disjunktni. Kao $to smo veé
komentirali P(4;) = 1/2 te po prethodnom teoremu P(A;) = 0. Dakle,
P(A) =P(A)) +P(Ag) = 1/2.

Gornji teorem govori da iz og-aditivnosti vjerojatnosti slijedi neprekidnost.
Sljedeci teorem pokazuje da vrijedi i obrat: konac¢na aditivnost i neprekidnost
vjerojatnosti povlace o-aditivnost. To znaci da je, ukoliko ukoliko vrijedi
konacna aditivnost, o-aditivnost ekvivalentna neprekidnosti.

Teorem 1.17 Neka P : F — [0, 1] zadovoljava sljedeca tri svojstva:
(A1) Za sve A € F, P(A) > 0;
(A2) P(Q) =1;

(A8)* (konac¢na aditivnost): Za svaki n € N i svaki konacan niz (A;)i1<j<n
po parovima disjunktnih dogadaja A; € F vrijedi

(08) - Sran

(a) Ako je P neprekidna na neopadajuée nizove dogadaja, onda je P vjerojat-
nost na (2, F) (tj. vrijedi (A3)).

(b) Ako za svaki nerastuci niz (B;)jen dogadaja iz F takvih da je N2, B; = ()
vrijedi lim; . P(B;) = 0 (neprekidnost u nuli), onda je P vjerojatnost na
(€2, F).

Dokaz: (a) Neka je (A, )nen niz po parovima disjunktnih dogadaja. Defini-
ramo neopadajuci niz dogadaja (C,)nen takav da je US2,C,, = U | A,,. Za
n € N stavimo C,, := Ay U---UA,. Taj niz je o¢ito neopadajuéi i unija svih

C,-ova jednaka je uniji svih A,-ova. Zbog kona¢ne aditivnosti od P vrijedi
]P)<Cn) = P(nglAj) = Z?:l ]P)(AJ) Sada je

(00 - (0 - e
= JLIQOZP(AJ') :Z]P’(Aj)-
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(b) Neka je (A,)nen niz neopadajuc¢ih dogadaja iz F: A; C Ay C ... te
A =1 A,. Pokazujemo da je P(A) = lim,, . P(A,) pa ¢e trazena tvrdnja
Slljedltl iz dijela (a). Definiramo novi niz dogadaja (B, )nen sa B, := A\ A, =
AANAeF. Tadaje By D By D ... te

ﬁ AcmA (ﬂAc>mA <6An>cm,4:@,

Zato je

||
\\38

0= lim P(B,) = lim P(A\ A,) = lim (P(A) = P(A4,)) ,
otkud dobivamo da je P(A) = lim, ., P(A,). Uocite da treca jednakost
slijedi iz P(C'\ D) = P(C) — P(D) za C O D, sto je posljedica konacne
aditivnosti. O

U sluéaju monotonog niza dogadaja (A, ),en jednostavno je bilo reci sto
je limes takvog niza: ako je Ay C Ay C ..., mozemo definirati lim,,_,, A, :=
U A, dok u slucaju A; O A, DO ... stavimo lim, ,o 4, = NS, A4,.
Za opceniti niz dogadaja (A, )nen definiramo njihov limes inferior i limes
superior na sljede¢i nacin:

liminf 4, = GﬁAk,

n=1k=n
o0 (o]
limsup A4, = ﬂ U A .
=00 n=1k=n

Buducdi da je o-algebra dogadaja zatvorena na prebrojive unije i presjeke, oba
gornja skupa su dogadaji. Nadalje, jednostavno se vidi da je liminf,_,. A, C
lim sup,,_, ., Ax.

Uocimo sljedece: w € liminf,_,,, A, ako i samo ako postoji n = n(w) € N
takav da je w € N2 A, odnosno ako i samo ako je w € Ay za sve k > n =
n(w). Dakle, w € liminf, ,,, A, ako i samo ako je w u svim osim kona¢no
mnogo Ag-ova.

Sli¢no, w € limsup,,_,., A, ako i samo ako za svaki n € N postoji k =
k(n,w) > n takav da je w € A;. Dakle, w € limsup,,_,., A, ako i samo ako
je w u beskonacno mnogo Aj-ova. Zato se za dogadaj limsup,, ., A, Cesto
koristi kratica {A, b. m. p.} gdje b. m. p. znaci beskonacno mnogo puta.
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Primjer 1.18 Neka je (A, )neny neopadajudi ili nerastuci niz dogadaja. Tada
je liminf, . A, = limsup,_, . A, = lim,,, A,.

Rjesenje: Pokazimo da jednakost vrijedi u slu¢aju neopadajuéeg niza doga-
daja. Slucaj nerastuceg niza se diskutira analogno. Imamo

lim inf A, = UﬂAk_UA = lim A,

n=1k=n

S druge strane,

limsup A,, = ﬂ U A = U A, = hm A,

oo n=1k=n
Sto dokazuje tvrdnju.

Lema 1.19 (Borel-Cantellijeva lema) Neka je (Ay)nen niz dogadaja na vje-
rojatnosnom prostoru (0, F,P). Ako je

> rd
n=1
onda je
P (lim sup An> =0
n—oo

Dokaz: Prvo uo¢imo da je niz dogadaja (U3, Ar), . nerastudi te je zato po
Teoremu 1.15

P(limsupAn> =P (ﬁ GAk> lim P (U Ak> .

o n=1k=n

Nadalje, zbog o-subaditivnosti vjerojatnosti imamo

Desna strana gore je ostatak konvergentog reda pa zakljucujemo

n—oo n—oo

P <lim sup An) < lim Y P(A) =0.
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Primjer 1.20 Igrac igra niz razli¢itih igara na sre¢u. Vjerojatnost dobitka
u n-toj igri je p, € [0, 1]. Svaka sljedeca igra je teza i vjerojatnost dobitka se
smanjuje. Pretpostavite da je p, =n"" za a > 0.

(a) Ako je a > 1, onda je vjerojatnost da igra¢ dobije u beskona¢no mnogo
igara jednaka 0.

(b) Pretpostavite da su igre nezavisne jedna od druge. Ako je a € (0,1],
onda je vjerojatnost da igra¢ dobije u beskona¢no mnogo igara jednaka
1. (Uputa: pogledajte Lemu 2.17 na kraju drugog poglavlja.)

RjeSenje: Stavimo A, = {igrac¢ je dobio u n-oj igri}, n € N. Po pretpos-
tavei P(A,) = p, = n~“

(a) Za o > 1 vrijedi Y 7, n™® < oo pa tvrdnja slijedi izravno iz Borel-
Cantellijeve leme.

(b) Za o < 1 vrijedi > 7, n™® = oo pa tvrdnja slijedi iz Leme 2.17 (svo-
jevrstan obrat Borel-Cantellijeve leme).
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Poglavlje 2

Uvjetna vjerojatnost 1 nezavisnost

2.1 Uyvjetna vjerojatnost

Primjer 2.1 Bacamo dvije simetri¢ne igrace kocke, crvenu i plavu, i zanima
nas vjerojatnost da je zbroj brojeva na obje kocke jednak 6. Prostor elemen-
tarnih dogadaja je Q = {(7,7) : 1 <4,7 < 6}, gdje je ¢ broj na crvenoj, a j na
plavoj kocki. Vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja je, zbog simetrije,
jednaka 1/36. Dogadaj koji nas zanima je

A = {zbroj brojeva je 6} = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}.

Ocito je P(A) = |A|/|] = 2. Pretpostavimo da su kocke bacene te da nam
je poznato da je na plavoj kocki pao broj 2. Kolika je sada vjerojatnost da je
zbroj brojeva na obje kocke jednak 67 Intuitivno je jasno da buduéi da znamo
da je broj na plavoj kocki jednak 2, vjerojatnost da je zbroj jednak 6 ista
vjerojatnosti da je na crvenoj kocki pala ¢etvorka, dakle 1/6. Malo preciznije,
uz dano da je broj na plavoj kocki 2, preostaje samo Sest moguéih ishoda
naseg pokusa: (1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2). Bududi da je svaki od
ovih ishoda originalno imao istu vjerojatnost pojavljivanja, ti ishodi i dalje
imaju jednaku vjerojatnost. Kako ih ima Sest, svaki od njih ima vjerojatnost
1/6. Zakljuujemo da je vjerojatnost ishoda (2,4) (koji od preostalih Sest
ishoda jedini daje zbroj 6) jednaka 1/6.

Oznacimo sa B dogadaj da je na plavoj kocki pao broj 2: B = {(1,2), (2, 2),
(3,2),(4,2),(5,2),(6,2)}. Informacija da je na plavoj kocki pao broj 2 se
moze izreéi: dogadaj B se dogodio. Za daljnje racunanje vjerojatnosti origi-
nalni prostor elementarnih dogadaja €2 nije viSe relevantan — sva informacija

36



2. Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost 37

dana je u reduciranom prostoru elementarnih dogadaja B. Vjerojatnost do-
gadaja A ukoliko se dogodio dogadaj B naziva se uvjetna vjerojatnost od A
uz dano B, oznacava s P(A | B) i u ovom slu¢aju racuna kao omjer broja

ishoda u AN B i broja svih ishoda u B, dakle |AN B|/|B].

Definicija 2.2 Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor te B € F dogadaj
takav da je P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz dano B definira
se formulom

P(AN B)
P(A| B) = ———= 2.1
(A1) =5 (21)
Uocite da iz definicije uvjetne vjerojatnsti odmah slijedi da je
P(ANnB)=P(B)P(A| B) (2.2)

Sto c¢itamo kao: vjerojatnost da se istovremeno dogode A i B jednaka je
produktu vjerojatnosti da se dogodi B i uvjetne vjerojatnosti da se dogodi
A ako se dogodio B.

Ako jeiIP(A) > 0, onda je dobro definirana uvjetna vjerojatnost P(B | A)
te vrijedi

P(B)P(A| B)=P(ANB)=P(A)P(B | A). (2.3)
Formula (2.2) poop¢uje se sa dva na n dogadaja: pretpostavimo da su A; €
F,j=1,2,...,n, takvida je P(A; N---NA,_1) > 0. Tada vrijedi
P(AiNAynN---NA,)
=P(A)P(Ay | A))P(A3 | AyNAg) - P(A, | AiN--N A1) . (2.4)

Dokaz formule je jednostavan: raspiSemo desnu stranu po definiciji i dobijemo

P(A )IP’(AmAl)P(AmAmAz)  PANANNA)
YUP(AY) P(A; N Ay) P(A M- NAp1)

Svi ¢lanovi se pokrate osim brojnika u zadnjem faktoru koji je upravo jednak
lijevoj strani u (2.4).
Za B € F takav da je P(B) > 0 uvedimo oznaku

(AN B)

mm@:Pmym:PPw), AeF.

Propozicija 2.3 Neka je B € F takav da je P(B) > 0. Tada je Pg : F —
0, 1] wjerojatnost na (€2, F).
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Dokaz: Trebamo provjeriti da Py zadovoljava aksiome (A1)—(A3).
(A1) Pg(A) >0 zasve A € F;
(A2) Pp(Q) =P(QN B)/P(B) =1;

(A3) Neka je (A;)jen niz po parovima disjunktnih dogadaja iz F. Tada je
niz (A; N B)jen takoder niz po parovima disjunktnih dogadaja pa iz
definicije uvjetne vjerojatnosti Pg i o-aditivnosti od P slijedi

P303AJ :H%<wﬂAﬁmB)_P@gﬂ&ﬂB»

P(B) N P(B)

- 55 > P40 B) =3 Pald).

O

Iz Propozicije 2.3 zakljuc¢ujemo da uvjetna vjerojatnost uz dano B zado-
voljava sva svojstva vjerojatnosti. Na primjer, (i) za A,C € F,

P(AUC | B)=P(A| B)+P(C|B)-P(ANnC | B),
(ii) ako je (A, )nen neopadajudi iz dogadaja, onda je

P(UAMB):hmPMMBy
n—oo

n=1

Pretpostavimo sada da je (H;);c; kona¢na ili prebrojiva familija dogadaja
iz F takva da je P(H;) > 0zasvei € I, HLNH; =0 za 1 # j te U;, H; = ().
Takvu familiju (H;);e; zovemo potpun sustav dogadaja. Dogadaje H; Cesto
zovemo hipoteze. Sljedeéi rezultat kaze da se vjerojatnost svakog dogadaja
moze izracunati kao tezinska sredina uvjetnih vjerojatnosnti tog dogadaja
uvjetno na hipoteze, s tezinama jednakim vjerojatnosti hipoteza.

Propozicija 2.4 (Formula potpune vjerojatnosti) Neka je (H,;)ic; potpun
sustav dogadaja. Tada za svaki A € F vrijedi

P(A)=> P(H)P(A| H,).

el
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Dokaz: Koristenjem ¢injenice da je U;erH; =  u prvoj jednakosti, o-
aditivnost u trecoj te (2.2) u ¢etvrtoj, dobivamo

P(4) = P(Aﬂ(UHi>>=P<U<AﬂHz—>>

el el

= > P(ANH) =Y P(H)P(A|H,).

i€l i€l

Primjer 2.5 Rijesimo ponovno Primjer 1.12 (c).

RjeSenje: Stavimo H; = {izvuceno je i crnih i n — i bijelih kuglica}, i =

.....

Uoc¢imo da je

() -0 () )

)

Naime, u skupu od 2n objekata od koji je n prve vrste (koje medusobno
razlikujemo) te n druge vrste (koje takoder medusobno razlikujemo), desna
strana broji broj odabira od n objekata i izdvajanje jednog od odabranih n,
Sto je upravo lijeva strana. Sada slijedi da je P(A) = 1/2.
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Primjer 2.6 U dvije kutije nalaze se crne i bijele kuglice. U prvoj kutiji
je 1 bijela i 3 crne kuglice, a u drugoj kutiji je 6 bijelih i 2 crne kuglice.
Slucajno se izabire kutija te se iz izabrane kutije na sluc¢ajan nacin izvuce
jedna kuglica.

(a) Kolika je vjerojatnost da je izvucena crna kuglica?

(b) Ako je izvucena crna kuglica, nadite vjerojatnost da je izvucena iz prve
kutije.

Opisani slucajni pokusi sastoji se od dva pokusa: prvi je slu¢ajni odabir
kutije, a drugi slucajni odabir kuglice iz izabrane kutije. Uocite da vjero-
jatnost ishoda drugog pokusa ovise o rezultatu prvog. Prostor elementarnih
dogadaja 2 ovdje ne¢emo eksplicitno konstruirati (vidi pododjeljak 2.1.1).
Prvi pokus ima dva ishoda, H; = {odabrana prva kutija} i H, = {odabrana
druga kutija}. Kakav god bio 2, o¢ito vrijedi da je 2 = HiUHs te H1NHy =
(. Dakle, {Hy, Hy} je potpun sustav dogadaja te vrijedi da je P(H;) =
P(H,) =1/2.

(a) Neka je C' = {izvucena kuglica je crna}. Po formuli potpune vjerojat-
nosti

P(C) = P(H\P(C | Hy)+B(HL)E(C | Hy) = SF(C | )+ F(C | H).

Uvjetne vjerojatnosti P(C' | Hy) i P(C' | Hs) je jednostavno izra¢unati:

3 3 2 1
Slijedi da je
13 11 1

2 1721 2
Uocite da kada bi sve kuglice bile u istoj kutiji, vjerojatnost da se izvuce
crna bila bi 5/12.

P(C) =

(b) TraziseP(H; | C)! Ukoliko nam je poznato da je izvucena kuglica crna,
intuitivno je vjerojatnije da je izvucena iz prve kutije (prva kutija ima
veéi omjer crnih kuglica nego druga). Uvjetnu vjerojatnost P(H; | C)
ra¢unamo pomocu definicije i formule (2.3),

P(H NC) PH)P(C|H) 33

3
PO ="%G == ®moy ~ 1 "1
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Sli¢no se vidi da je P(Hy | C') = 1/4. Originalne vjerojatnosti hipoteza
P(H;) zovu se apriorne vjerojatnosti. To su vjerojatnosti koje pridru-
Zujemao hipotezama u nedostatku drugih informacija. Nakon sto je
ustanovljeno da je izvucena kuglica crna (dodatna informacija) apri-
orne vjerojatnosti modificiramo tako da uklju¢imo novu informaciju.
Dobivene vjerojatnosti P(H; | C) zovu se aposteriorne vjerojatnosti.

Racun iz Primjera 2.6 formaliziramo u sljede¢em teoremu:

Teorem 2.7 (Bayesova formula) Neka je (H;);er potpun sustav dogadaja
na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P). Tada za svaki A € F takav da je
P(A) > 0 vrijedi

_ P(H;)P(A| Hy)
P(H; | A) = S P(H)P(A | Hy)

Dokaz: Koristenjem definicije uvjetne vjerojatnosti u prvoj jednakosti, (2.3)
u drugoj i formule potpune vjerojatnosti u trecoj, dobivamo
P(H;NA) P(H;,)P(A|H;)
P(H;, | A) = J = J J
P(H;)P(A | Hj)
>_ier PUH)P(A | Hy)

Primjer 2.8 Rijesimo ponovno Primjer 0.3.

RjeSenje: Zanimaju nas sljedeca dva dogadaja: B = {osoba je bolesna}
i P = {test je pozitivan}. Trazi se P(B | P) — uvjetna vjerojatnost da je
osoba bolesna ako je test pozitivan. Podatke koji su nam dani zapisujemo
matematicki na sljedec¢i nacin: P(P | B) = 0.95 — uvjetna vjerojatnost da je
test pozitivan ako je osoba bolesna (test otkriva bolest), P(P | B¢) = 0.01 —
uvjetna vjerojatnost da je test pozitivan ako je osoba zdrava (false positive),
P(B) = 0.001 — vjerojatnost da je slu¢ajno odabrana osoba bolesna. Po
Bayesovoj formuli je

P(B)P(P | B)
BBIP) = P(B)P(P | B) + P(B)P(P | B°)
0.001 x 0.95 950

~ 0.0868

0.001 x 0.95 4+ 0.999 x 0.01 _ 10940
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Primjer 2.9 Reci ¢emo da dogadaj B priviaci dogadaj A ako vrijedi P(A |
B) > P(A) — vjerojatnost pojavljivanja A povecava se ako znamo da se
dogodio B. Na primjer, bacamo dvije simetri¢ne kocke. Neka je A doga-
daj da je na prvoj kocki pala Sestica. Jasno, P(A) = 1/6. Ako je B =
{zbroj brojeva na obje kocke je strogo ve¢i od 8} = {(3,6), (4,5), (4,6), (5,4),
(5,5), (5,6),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)} intuitivno je jasno da B privlaci A. Za-
ista

P(A|B) =

P(ANB) _ 4/36 _2 1
P(B)  10/36 5 6°
Dogadaj B odbija dogadaj A ako vrijedi P(A | B) < P(A).

(a) Ako B privlaci A, onda A privla¢i B. Zbog toga moZemo rec¢i da
se A i B privlace (tj. privlacnost je simetricna relacija). Zaista, B
privlaci A ako i samo ako je P(A) < P(A | B) sto je ekvivalentno
s P(A)P(B) < P(AN B). Taj zadnji uvjet je takoder ekvivalentan s
P(B) <P(B | A), odnosno A privlaci B.

(b) Ako B privla¢i A, onda B¢ odbija A. Treba pokazati da je P(ANB¢) <
P(A)P(B€). Imamo
P(A)P(B¢) =P(A) — P(A)P(B) > P(A) —P(AN B)
=P(A\ (AN B)) =P(AN B°).

(c) Vazan dokument nalazi se u jednoj on n kutija prepunih dokumenata.
Vjerojatnost dogadaja H; da se dokument nalazi u j-toj kutiji jednaka
jep; € (0,1), j = 1,2,...,n, gdje vrijedi py + po + -+ +p, = L
Sa I oznacimo dogadaj da djelomi¢nim pretrazivanjem j-te kutije ne
nademo trazeni dokument. Neka je ¢; € (0,1) vjerojatnost dogadaja
F}; ukoliko dokument jeste u j-toj kutiji. DokazZite da se dogadaji H; i
F; odbijaju, ali Fj privlaci H; za i # j.

Dano je P(H;) = p;, P(F; | H;) = g, i zbog prirode problema P(F; |
H;) =1 zai# j (ako je dokument u i-toj kutiji, vjerojatnost da ga ne
nademo u j-toj je 1). Pomoc¢u Bayesove formule ra¢unamo

p(H. | F) _ P(Hj)P(Fj | Hj) _ b;iq;
T i PUH)P(ES [ Hy)  pigs+ 3,500 1
_ b;q;
pig;+1—p;’
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otkud

>0

Pig) pi(1—p)(d —g))
P(H;) —P(H; | Fj) =pj — —H—— ==—"2——
ij] + 1 p_] p]QJ + 1 p]
zbog pj,q; € (0,1) (uocite da je p;q; +1 —p; = P(F;) > 0). Zato se H,
i F; odbijaju. Sli¢no se izracuna da je za i # j,

pip;(1 — ¢;)
P(H; | Fj) —P(H;) = m >0.
J 747

2.1.1 Vjerojatnosni prostor za zavisne pokuse

Provodimo dva pokusa takva da vjerojatnosti ishoda drugog pokusa ovise o
rezultatu prvog pokusa. Uocite da smo u gornjim primjerima imali takvu
situaciju. Zelimo konstruirati vjerojatnosni prostor koji opisuje takva dva
pokusa. Zbog jednostavnosti ¢emo pretpostaviti da oba pokusa imaju kona-
¢an broj ishoda. Sli¢ni argumenti, uz malo vise tehnickih problema, vrijede
i u slucéaju prebrojivih prostora elementarnih dogadaja.

Neka je ) = {w],...,w!, } prostor elementarnih dogadaja prvog pokusa,
a Qy = {w,...,w!’} prostor elementarnih dogadaja drugog pokusa. Pret-

postavimo da je za svaki v’ € € dan broj p;(w’) > 0, tako da vrijedi
> wea, P1(W) = 1t pi(w') interpretiramo kao vjerojatnost elementarnog do-
gadaja w'. Neka je, nadalje, za svaki w’ € Q; dana funkcija ps(w/',-) : Qo —
[0, 1] takva daje Y e, p2(W';w") = 1: po(w’,w") interpretiramo kao uvjetnu
vjerojatnost elementarnog dogadaja w” ako se u prvom pokusu dogodio w’.
Neka je

Q=0 x D ={w=(,u"):w €Q,u" €D}

prostor elementarnih dogadaja za oba pokusa. Definiramo

P({w}) = PR (W', w")}) = pr(e)pa(w, w")

Vrijedi
D P{wh =D Y pWmW W) = Y mW) D plw W) =1
weN w'eNq w’eQs w'e w'eNg

Iz Propozicije 1.8 sada slijedi da se IP na jedinstven na¢in moze prosiriti do vje-
rojatnosti na (2, P(£2)). Ovako konstruiran vjerojatnosni prostor (£2, P(2), P)
je model za dva pokusa kod kojih vjerojatnost ishoda drugog pokusa ovisi o
rezultatu prvog.
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Primjer 2.10 (a) Zaw' € Qi B C Qy, stavimo pa(w', B) 1= ) g p2(w',W').
Pokazimo da je po(w’, B) uvjetna vjerojatnost da se u drugom pokusu
dogodio B ako je ishod prvog pokusa w’, tj. vrijedi

P(Q; x B|{w'} x Qy) = pa(u', B).

(b) Neka je A C Q. POkazimo da je P(A x ) = > 4 p1(w').
Rjesenje:
(i) Imamo

POy x B | o'} x Q) = DX BO{w} x @) P{e} x B)

P({w}x )  p)
- pQ(W/7 B)
(ii) Imamo
P(A x ) = Z Z pi(wW)p2 (v, " Z]h(w/) Z pa(w',w”)
weAW'ENS w'eA w'" e
= Z pi(w’)
w/'eA

2.2 Nezavisnost

Za dogadaje A i B (pozitivne vjerojatnosti) moze se dogoditi da se niti
privlace niti odbijaju. To znaéi da je P(A | B) = P(A), odnosno P(B | A) =
P(B). Svaka od tih jednakosti ekvivalentna je s P(AN B) = P(A)P(B). U
tom sluc¢aju ¢emo reci da su dogadaji A i B nezavisni.

Definicija 2.11 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor.
(a) Dogadaji A, B € F su nezavisni ako vrijedi

P(ANB) =P(A)P(B).
(b) Dogadaji A, B € F su uvjetno nezavisni uz dani C' € F, P(C) > 0,
ako vrijeds

P(ANB|C)=PA|C)B(B|C).

© NS & ZV 28.01.2019.



2. Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost 45

(¢) Familija dogadaja (A;)ier (konaéna, prebrojiva ili neprebrojiva) je ne-

zavisna ako vrijeds
P (ﬂ Ai> =[P4

ieF i€l

za svaki konacan podskup F C 1.

(d) Familija dogadaja (A;)ier je po parovima nezavisna ako za sve i,j € I,

Uvjetna nezavisnost dogadaja A i B uz dani C' moze se zapisati kao
Pc(AN B) =Po(A)Pe(B),

tj. A1 B su nezavisni dogadaji na vjerojatnosnom prostoru (2, F,Pc). Neza-
visnost dogadaja je svojstvo vjerojatnosti uz koju se ti dogadaji promatraju.
Uocite da ako je familija dogadaja (A;);c;r nezavisna, onda je i po parovima
nezavisna. Sljedeéi primjer, medu ostalim, pokazuje da obrat ne vrijedi.

Primjer 2.12 (a) Bacamo dvije simetri¢ne kocke i promatramo sljedeca
tri dogadaja: A = {Sestica na 1. kocki}, B = {jedinica na 2. kocki}
i C = {zbroj je sedam} = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}. Vi-
dimo da je ANC = BNC = {(6,1)}. Ra¢unamo sljedece vjerojatnosti:

P(4) = P(B) = B(C) = ¢,

P(ANB) = % — P(A)B(B),
PANC) = o = FAP(O),
P(BNC) = % _ B(B)P(C).

Dakle, familija dogadaja {A, B,C} je po parovima nezavisna. S druge
strane, AN BNC = {(6,1)} te je zato

P(ANBNC) = % £ (é) — P(A)P(B)P(C).
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Dakle, {A, B, C} nije familija nezavisnih dogadaja. Nadalje,
P(ANC) 1/36 1

P(A|C) = BO) 1/6_6:P(A)’
P(B|C) = P(If(g)c) = 11/ /366 :é:P(B),
P(ANB|C) = P(A;(g)m(}) _ 11//366 _ é’

otkud slijedi (i) da su A i C nezavisni, B i C nezavisni, (ii) zbog
P(ANB | C)#PA|C)P(B | C), Ai B nisu uvjetno nezavisni uz
dano C' (iako su A i B nezavisni). Dakle, nezavisnost dogadaja ne
povlaci njihovu uvjetnu nezavisnost. U sljede¢em primjeru vidjet ¢emo
da ne vrijedi ni obratna implikacija.

(b) U istom pokusu kao u dijelu (a) promatramo sljedeca tri dogadaja:
E = {na 1. kocki je 1,2, ili 3}, F' = {na 2. kocki je 4,51li 6} i G =
{zbroj je 9} = {(3,6), (4,5), (5,4), (6,3)}. Viijedi ENFNG = {(3,6)}

¢ P(EmFmG)_%_%-%%_P(E)P(Fm(c;).
Medutim, oéito
P(ENF) = i _ % - % _ P(E)B(F),
P(ENG) = o # 5 5 = B(B)P(G),
P(FNG) = o # 5+ 5 = F(F)P(G)

Dakle, familija dogadaja {F, I, G} nije nezavisna.

Primjer 2.13 Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor te A, B € F takvi da
BCAi0<P(B)<P(A) < 1. Tada imamo

P(ANnB|B)=P(B|B)=1=P(A| B)P(B| B).
Dakle, A i B su uvjetno nezavisni uz dani B. S druge strane,
P(AN B) =P(B) > P(A)P(B),

tj. A1 B nisu nezavisni.
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Nezavisni dogadaji najcesce se javljaju kao rezultati nezavisnih pokusa.
U pododjeljku 1.3.1 konstruirali smo produktni vjerojatnosni prostor koji
sluzi kao model za dva nezavisna pokusa. Preciznije, neka su (21, P(€2;),Py)
i (Qg,P(Qs),Py) dva konacna vjerojatnosna prostora te 2 = 5 x 5. Na
(2,P(€2)) konstruirali smo vjerojatnost P koja je na jedinstven na¢in zadana

S

P({w}) = Pi({w'HP({w"}),  w= («,u").
Neka su A C Q11 B C Qy: dogadaj A ovisi o prvom pokusu, dok dogadaj B
ovisi o drugom pokusu. Definiramo

A=AxQy, B=Q, xB.

Tadasu Ai B dogadaji u £2: A kaze da se u prvom pokusu dogodio A, u dru-
gom pokusu bilo 8to. Tvrdimo da su A i B nezavisni dogadaji u (2, P(Q2),P).
Zaista,

P(ANB) = P((Ax Q)N (Y x B)) =P(A x B)
= >, PHwp =) > Pi{whHP,({w"})

w=(w' w")eAXB w'eAw"eB
= (Z Pl({w/})> (Z P2({W”})> = P1(A)Py(B).
w'eA w'eB

Uzimanjem B = y (te stoga B = ), gornja jednakost postaje IP’(E) =
Py (A). Slicno, P(B) = Py(B). Uvrstavanjem u gornju jednakost slijedi

P(AN B) = P(A)P(B),

tj. A'i B su nezavisni.

Sljedec¢a dva primjera pokazuju da s uvjetnim vjerojatnosntima treba biti
oprezan. Intuicija vezana uz uvjetne vjerojatnosni kod vecine nas je nerazvi-
jena §to Cesto dovodi do pogresnih zakljucaka.

Primjer 2.14 (Bertrandov paradoks 1889) Imamo tri igrace karte; jedna je
crna s obje strane, druga je bijela s obje strane, a treca crno-bijela. Na
slucajan nacin odabrana je jedna karta i stavljena na stol. Gornja strana
karte je bijela. Kolika je vjerojatnost da je i donja strana bijela?

Oznacimo stranice bijelo-bijele karte sa by i by, crno-crne sa ci, co te
crno-bijele sa c3 1 b3. Za prostor elementarnih dogadaja mozemo uzeti 2 =
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{b1, b2, b3, 1, o, c3}, gdje npr. by znaci da je donja stranica odabrane karte jed-
naka b;. Zbog simetrije svi elementarni dogadaji imaju istu vjerojatnost 1/6.
Zanimaju nas dogadaji A = {donja stranica odabrane karte je bijela} = {b,
ba,b3} 1 B = {gornja stranica odabrane karte je bijela} = {by,bq,c3} (Sto
znadi da su, redom, gornje stranice bo, by, b3). Tada je
P(A| B) = P(AN B) _ P{b1,b2}) _ 2/6 _ 2
P(B) P({b1,bs,c3}) 3/6 3

Primjer 2.15 (Monty Hall - auto i koze) Natjecete se u TV showu i trebate
odabrati jedna od triju zatvorenih vrata. Iza jednih vrata se nalazi auto, a
iza ostalih po jedna koza. Vas cilj je osvojiti auto. Izabirete prva vrata nakon
¢ega voditelj showa otvara trec¢a vrata iza kojih je koza. Voditelj Vam zatim
nudi moguénost da promijenite svoj izbor vrata (tj. da prva vrata zamijenite
drugim). Isplati li Vam se to? Mozete li izracunati vjerojatnost da je auto
iza drugih vrata?

Ovo je vrlo poznati problem te postoji puno razli¢itih objasnjenja zasto
je povoljno promijeniti vrata. Mi ¢emo problem rijesiti koristenjem Bayesove
formule te malo detaljnije analizirati pretpostavke problema. Procedura u
problemu ima nekoliko koraka (pokusa) od kojih je prvi Vas originalni izbor
vrata iza kojih je auto. Tu postoje tri moguénosti:

A; = {auto je iza i-tih vrata}, =1,2,3.

Bududi da na pocetku nemate nikakvu dodatnu informaciju, realno je pret-
postaviti da su sva tri dogadaja jednako vjerojatna, tj. P(A4;) = 1/3, i =
1,2,3. Izabirete prva vrata te voditelj otvara treca iza kojih je koza. Sta-
vimo

K = {koza otkrivena iza trec¢ih vrata}

= {otvorena treca vrata iza kojih je koza} .

Uz danu informaciju Zelimo izra¢unati vjerojatnost da je auto iza drugih
vrata, tj. zanima nas uvjetna vjerojatnost P(As | K). Po Bayesovoj formuli
vrijedi
P(A)P(K | A PK|A
P(A2|K): 3( 2)( ’ 2) _ ( ’ 2) :
S P(A)P(K | 4;)  P(K | A)+P(K | Ag)

gdje smo iskoristili P(A;) = 1/3 te ociglednu ¢injenicu da je P(K | A3) =0
(ako je auto iza tre¢ih vrata, onda koza nije iza tre¢ih vrata). Dakle, da bismo
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izracunali P(Ay | K), trebamo poznavati uvjetne vjerojatnosti P(K | Ay) i

P(K

| Ay). Te uvjetne vjerojatnosti ovise o protokolu po kojem voditel]

otvara vrata nakon VaSeg originalnog izbora vrata. Protokol otvaranja vrata
ustanovljen je prije VasSeg odabira vrata.

(a)

Protokol 1: (implicitno pretpostavljen) (i) koja god vrata odabrali,
voditelj otvara jedna od preostalih vrata iza kojih je koza, (ii) ako
ima izbor od dvije koze, izabrat ¢e jednu na slucajan nacin. Uz ova]

protokol je

1
B(K | A) =5,  B(K|A)=1,

(uz A; koze iza drugih i tre¢ih vrata, tre¢a vrata izabrana slu¢ajno; uz
A, koza iza prvih i treéih vrata, voditelj mora otvoriti tre¢a). Sada je
B 1

C1/241

Sto pokazuje da je povoljno promijeniti vrata (P(A; | K) = 1/3).

P(A; | K)

2
3’

Protokol 2: (i) koja god vrata odabrali, voditelj otvara jedna od pre-
ostalih vrata, (ii) odabir jednih od dvoja vrata je slucajan. Uz ovaj
protokol je

—_

1
P(K’Al):§7 P(K|A2):§,

(iuz Aj iuz As, odabir tre¢ih vrata jednako vjerojatan odabiru drugih
vrata). Sada je

1/2 1
P(A2\K):m:§,

Sto pokazuje da je uz ovaj protokol svejedno mijenjate li vrata (P(A; |
K)=1/2).

Protokol 3: Voditelj nikada ne otvara treca vrata ako je auto iza prvih.
Uz ovaj protokol je

P(K | A) =0, P(K | Ap) =1.
Sada je
1 J—
0+1
Sto pokazije da svakako treba promijeniti vrata. Ovakav protokol je
realistican samo ako dobro potplatite voditelja.

P(A, | K) = 1,
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(d) Protokol 4: (i) Ako je koza iza prvih vrata, voditelj otvara prva vrata,
(i) ako je auto iza prvih vrata, voditelj otvara neka druga vrata. Uz
ovaj protokol je P(K | Ay) = 0, jer ako je auto iza drugih vrata, onda
je koza iza prvih vrata pa po (i) voditelj otvara prva vrata (sjetite se
da dogadaj K znaci da voditelj otvara treca vrata i iza trec¢ih vrata je
koza). Sada slijedi da je P(A4y | K) = 0.

Primjer 2.16 Dva igraca, Fabijan i Baltazar, igraju niz igara od kojih svaka
zavrSava pobjedom Fabijana s vjerojatnoséu p, pobjedom Baltazara s vjero-
jatnoScu ¢ i nerijeSeno s vjerojatnoséu r, 0 < p,q,r < 1, p+qg+r = 1. Igre
su nezavisne. Niz igara zavrSava prvom pobjedom jednog od igraca. Nadite
vjerojatnost da ¢e Fabijan pobijediti.

Rjesenje 1: Promatramo sljede¢e dogadaje:

F,, = {Fabijan dobiva me¢ u n-toj igri},

Dy, = {k-ta igra je nerijeSena} ,

Ey = {Fabijan dobiva k-tu igru} .
Tada je F,, = DyN DyN---N D,y N E, i zbog nezavisnosti igara (te stoga
dogadaja), P(F,) = P(D,)---P(D,_,)P(E,) = r"'p. Dogadaji (F})nen

su po parovima disjunktni, F' = {Fabijan dobiva me¢} = U, F), te je po
o-aditivnosti,

PF) =Y PE)=Y rmlp=L = 2

1—r:p+q'

Rjesenje 2: Dogadaji {E1, Dy, (E; U Dp)¢} tvore potpun sustav dogadaja
(uocite, (Ey U Dq)¢ = {Baltazar dobiva prvu igru}). Uvjetujemo na rezultat
prve igre: po formuli potpune vjerojatnosti

P(F) =P(E)P(F | E1) +P(D1)P(F | D) + P((E1 U Dy))P(F | (B4 U Dy)°)
=p-14rP(F|Dy)+q-0=p+rP(F| D).

Medutim, zbog nezavisnosti igara, P(F' | D;) = P(F) — ako je prva igra
nerijesSena sve “pocinje ispocetka”’. Zato je

P(F)=p+rP(F),

otkud rjesavanjem slijedi
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Ovo poglavlje zavrsavamo svojevrsnim obratom Borel-Cantellijeve leme,
Lema 1.19.

Lema 2.17 Neka je (A,)nen miz nezavisnih dogadaja na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P). Ako je

ZP(AH) = 00,

onda je
P (lim sup An> =1.
n—oo
Dokaz: Prisjetimo se, limsup,_,. A, = N2, U2, Ag. Stavimo B, =

> ,Ai. Tada je (By)nen nerastudi niz dogadaja i vrijedi limsup,,_,. A, =
o, B,,. Ukoliko pokazemo da je P(B,) = 1 za svaki n > 1, onda ¢e tvrdnja
leme slijediti iz neprekidnosti vjerojatnosti na nerastuce nizove dogadaja.
Neka je n € N te m > n proizvoljan. Tada je zbog nezavisnosti familije
(A;)j>1 te ¢injenice da je e > 1 —x za sve x > 0,

P 45) = [ P(45) = [J(1-P(A) < [[ e 7 = e SEaFln) (2.5)
k=n k=n k=n k=n

Iz pretpostavke Y .- P(A)) = oo i neprekidnosti eksponencijalne funkcije,
slijedi da je
lim e~ 2i=n P — 0 (2.6)

m—r 00

Iz (2.5) 1 (2.6) te neprekidnosti vjerojatnosti na neopadajucée nizove dogadaja
slijedi

m—ro0 m—o0

P(B,) = lim P(U" A;) = lim <1 _P(ﬁ A;)) ~1.

© NS & ZV 28.01.2019.



Poglavlje 3

Prebrojavanje

Kod mnogih vjerojatnosnih problema, koristenjem simetrije dolazimo do ra-
¢unanja vjerojatnosti prebrojavanjem svih elementarnih dogadaja i svih ele-
mentarnih dogadaja koji nas zanimaju.

3.1 Osnovni principi

(1) (Pravilo sume) Ako imam n srebrnih vilica i m zlatnih vilica, onda
imam ukupno n + m vilica.

(2) (Pravilo produkta) Ako imam n razli¢itih vilica i m razli¢itih nozeva,
onda par wvilica—noZ mogu odabrati na nm nacina.

Tipi¢ni problem kod prebrojavanja je: n objekata (ili stvari) treba podi-
jeliti u r grupa (skupina, klasa). Broj nac¢ina na koji se to moZe uéiniti ovisi
0 tome

(i) razlikuju li se objekti ili ne;

(i) razlikuju li se klase ili ne;

(iii) je li uredaj (poredak) objekata u klasama relevantan ili ne;
)

(iv) mogu li se objekti upotrijebiti vise puta ili ne.

Primjer 3.1 (a) Baca se Sest kocaka. Kolika je vjerojatnost da dobijem
sve razlic¢ite brojeve?

52



3. Prebrojavanje 53

(b) Isto pitanje kao u (a) samo se baca pet kocaka.
Rjesenje:
(a) Stavimo A = {kocke pokazuju razli¢ite brojeve}. Zbog simetrije imamo
P(A) = %. Kako je || = 6° te |A| = 6!, imamo P(A) = 32
(b) Stavimo B = {kocke pokazuju razli¢ite brojeve}. Analognim zakljuci-

_ 1Bl _ 65432 _ 5
1 65 54°

vanjem kao u (a) dobivamo P(B)

3.2 Varijacije

Imamo n razli¢itih objekata koje stavljamo u red jedan do drugog. Svaki
takav uredaj od r, 1 < r < n, objekata zove se varijacija (bez ponavljanja).
Ako je r = n, onda takav uredaj zovemo permutacija. Ako je dozvoljeno
ponavljati isti objekt, uredaj se zove varijacija s ponavijanjem.

Teorem 3.2 (a) Broj varijacija (bez ponavljanja) duljine r od n razlicitih
elemenata je (nnf'r), =n(n—1)--- (n—r+1). Specijalno, broj permutacija
jenl.

(b) Broj varijacija s ponavljanjem duljine r od n razlicitih elemenata je n'.

Teorem 3.3 Dano je n = Y.._, n; objekata r razlic¢itih tipova od koji je n;
tipa i = 1,...,r (a inace su nerazlucivi). Broj varijacija (bez ponavljanja)
svih objekata je

n!
Mn(”la"'?”T): n1|”'n 1
: re

Primjer 3.4 Na koliko na¢ina mozemo urediti slova iz rije¢ci KVAKA?

Rjesenje: Oznacimo sa M;5(2,2,1) trazeni broj. Pogledajmo jedan uredaj,
npr. AKKVA. Pretpostavimo na trenutak da razlikujemo iste simbole; A —
Ay, Ay i K — Ky, Ky. Tada iz uredaja AKKVA dobivamo cetiri uredaja
u kojima se simboli razlikuju - AlKlKQVAQ, AQKIKQVAl, A1K2K1VA2 i
Ay Ko K1V Aq, tj. 2! zamjena od Ay 1 A te 2! zamjena od Ky i Ky (i 1!
zamjena od V). Dakle, jedan uredaj u kojem ne razlikujemo simbole daje
212!1! permutacije slova A, Ay, K1, K5, V. Budud¢i da je broj permutacija
pet razli¢ith simbola jednak 5!, slijedi da je M5(2,2,1)2!2!1! = 5. Dakle,
M;5(2,2,1) = 55

212111
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Dokaz: (Teorem 3.3) Dokaz slijedi analogno kao u Primjeru 3.4. O

Broj M,(ni,...,n,) se zove polinomijalni koeficijent (ili multinomijalni
koeficijent). Specijalno, kada je r = 2, ondan; = k, no = n—ki M, (nq,ny) =
Wlk), = (Z), kojeg zovemo binomni koeficijent.

Primjer 3.5 Na polici se nalaze ¢etiri knjige iz matematike, cetiri iz fizike,
¢etiri iz kemije i dvije iz biologije. Nadite vjerojatnost da su knjige slozene
po podrucjima.

RjesSenje: Stavimo A = {knjige su sloZene po podru¢jima}. Sada imamo,

A a3y 41
P(A> —Q T T 13 T M3(4432)"

Prosirimo sada pojam binomnog koeficijeta na skup realnih brojeva.

Definicija 3.6 Za x € R i r € N definiramo

(x) (e =1 (@—r+1)

r) 7!
3.3 Kombinacije

Izbor od r objekata izmedu n razli¢itih objekata zove se kombinacija (iza-
brane objekte ne uredujemo).

Teorem 3.7 Broj nacina izbora skupa od r objekata 1z skupa od n razlicitih
objekata (bez ponavljanja) je (:)

Teorem 3.8 Broj nacina podjela n razlicitih objekata uw r razlicitih grupa
velicine ny,...,n., n =y ._, n;, jednak je My(ny,...,n,).

Dokaz: Numerirajmo objekte brojevima 1,2, ..., n. Ukoliko je broj 1 u ¢-toj
grupi, na mjesto 1 stavimo kuglicu boje i. Ukoliko je objekt 2 u j-toj grupi,
na mjesto 2 stavimo kuglicu boje 7, itd. Na taj nac¢in smo svakoj podjeli n
razli¢itih simbola u r grupa pridruzili jedan uredaj od n kuglica r razli¢itih
boja (tipova) od kojih je n; boje (tipa) i. Od prije znao da takvih uredaja
imamo M, (nq,...,n,). O
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Teorem 3.9 Broj cjelobrojnh rjesenja (x4, . . ., x,) jednadzbe x1+- -+, =T
je
(a) (I~}) ako jex; >0 zasvei=1,...,n.

(b) (”::1) ako je x; > 0 za svei=1,...,n.
Dokaz:

(a) Problem je ekvivalentan sljedeéem: imamo r kuglica i n kutija. Na
koliko nac¢ina mozemo raspodijeliti kuglice u kutije tako da niti jedna
kutija ne ostane prazna? Zamislimo da je r kuglica poslozeno u red te
pretpostavimo da imamo n — 1 Stapova koje stavljamo u r — 1 razmaka
medu kuglicama (na stavljajuéi vise od jednog Stapa u isti razmak).
Broj moguéih izbora razmaka je (:Lj) Svaki izbor r — 1 razmaka,
odnosno nacina postavljenog Stapa, daje jednu raspodjelu kuglica po

kutijama. Dakle, trazeni odgovor je (;:11)

(b) Problem je ekvivalentan sljede¢em: imamo r kuglica i n kutija. Na
koliko na¢ina mozemo raspodijeliti kuglice u kutije? Dodajmo jo$ n
kuglica te n + r kuglica raspodjelimo po kutijama tako da niti jedna
kutija ne ostane prazna. Po (a) takvih raspodjela ima ("Z:l) Ko-
nacno, iz svake kutije maknimo toc¢no jednu kuglicu. O

Korolar 3.10 Dan je skup od n razlicitih objekata koj se mogu ponavljati.

Tada je broj nacina odabira skupa velicine r jednak (”I:l)
Dokaz: Odabiremo z; objekata tipa 1, ..., x, objekata tipa n tako da je
x4+ -+ x, =r. Sada zbog x; > 0,7 =1,...,n, slijedi tvrdnja. O

Teorem 3.11 (Binomni teorem) Za sve x,y € R in > 0 vrijedi

(1+2)" = zn: (Z)xk

k=0

(z+y)" = 2": (Z) T

k=0
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Nadalje, za |x| <1 in >0 vrijedi

(1—z) Z<n+k_1>xk.

k=

Dokaz: Prve dvije jednakosti se lagano pokazu indukcijom. Pokazimo trecu.

Imamo
(1—2x) Z T

Dakle, .
(1—x)™ (Zx) :lel---le”.
11 =0 1, =0

Zelimo odrediti koeficijent uz 2%, k = 0,1,..., u (1 — 2)™, koji je oblika
b =2l xlh tj k=1 4+ +1,. Medutim, znamo da takvih cjelobrojnih

rjeSenja ima (”ﬁ;l) O
Teorem 3.12 (Multinomijalni teorem) Za sver > 1, n> 04 xy,...,x2, € R
vrijeds
(o1 4+ +x,)" = Z M,(ny, ... n )™ -z,
ni,...,ny >0

ni+--+n,=n

Primjer 3.13 Krilati zmaj ugrozena je vrsta u divljini. Zelite osnovati ko-
loniju krilatih zmajeva koja ¢e se moci razmozavati te procijenjujete da bi
kolonija trebala imati r muzjaka i r Zenki. Stoga lovite niz krilatih zmajeva,
svaki od kojih je (nezavisno od drugih) muzjak s vjerojatnoséu p, odnosno
zenka s vjerojatnoséu ¢ = 1 — p, gdje je p # q. Nadite vjerojatnost p, da
je potrebno uloviti n zmajeva da bi u tih n bilo barem r muzjaka i barem r
zenki.

Rjesenje: Oznacimo s A,, = {ulovljeno je r muzjaka ir zenki un-tom ulovu}
i M, = {n-ti krilati zmaj je muzjak}. Tada je u prvih n — 1 ulovljenih zma-
jeva r—1 muzjaka i n—r Zenki. Za bilo koji fiksan uredaj spolova vjerojatnost
ulova u tom poretku je p-p" g™ ". Broj nacina na koji se moze urediti r — 1

muzjaka i n — r Zenki je (::11) Zato je za n > 2r,
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Sli¢no,
n—1
P(A, N MS) = "
(A, N My) (T_ 1)19 q
Slijedi

_ n—1 ror(, n—2r n—2r
pn—(r_l)pQ(p +q").

3.4 Ukljucenje — iskljucenje

Tipican primjer primjene U-I formule je problem deranzmana (engl. deran-
gements = poremecenost, nered).

Primjer 3.14 Permutacija w skupa {1,...,n} je deranZman ako je 7 (i) # 1,
1 =1,...,n. Nadite vjerojatnost p, da slucajno odabrana permutacija skupa
{1,...,n} ne fiksira niti jednu tocku te nadite lim,, oo py.

Rjesenje: Zai = 1,...,n stavimo A; = {m: n(i) =i} i1 A =U" A =
{7 : 7 ima fiksnu tocku}. Dakle, A° = {r : 7 nema fiksnu tocku} i P(A°) =
1 —P(A). Nadalje,

r-#(0)

:iP<Ai)_ZP(AiﬁAj)+ Z P(A,NA;NAL)+ -

1<j i<j<k

FEDRE ST P(AL N A e (CD)PTIP(AL NN AL,

11 <o <ip
Rac¢unamo,
n—1)! 1
P(A;) = = —
(4) n! n
(n—2)! 1
P(A;NA;) = =
(Ain4) n! n(n —1)
—k)! 1
P(4;, N---NA;) (n |k) =
n (k)k'
1
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Takoder, uo¢imo da je broj ¢lanova u sumi » k=1,...,n, jednak

i <o <iig?
(k) Dakle,
1 n 1 1
P(A) =n— 1)t —1)r =
(@A) =nZ+-+ (=) (k)(g)k!+ DT
_ 1 k—1 1 n—1 1
=t (CD G e ()
Sada imamo
. 1 L1 1
pn:P(A)Zl—P(A):i+"'+(—1) H+---+(—1) r
v : N (DR
Konacno, limy, oo pn = D 10y - = € - O

3.5 Funkcije izvodnice
Definicija 3.15 Dan je niz a = (a,)n>0 realnih brojeva.
(a) Funkcija go(x) = 0" anz™ zove se funkcija izvodnica niza a.

(b) Funkcija hq(x) = > 07 %a™ zove se eksponencijalna funkcija izvod-
nica niza a.

Uocimo da je funkcija izvodnica niza a = (a,),>o red potencija. Pretpos-
tavit ¢emo da je radijus konvergencije ry tog reda potencija strogo pozitivan
ili beskonacan, ry € (0,00]. Tada red konvergira apsolutno na otvorenom
intervalu (—rg, rg), uniformno na svakom kompaktnom podskupu tog inter-
vala i definira analiticku funkciju na (—rg,79). Po Taylorovom teoremu je
tada g((zn)(O) = nla,, Sto znaci da red potencija jedinstveno odreduje svoje
koeficijenete. Na taj nacin je pokazan sljedeci rezultat.

Teorem 3.16 Neka sua = (ay)n>0 © b = (bn)n>0 nizovi realnih brojeva. Ako
vrijedi gq(x) = gp(x) za sve x € (xg,x1), =10 < o9 < 0 < 21 < 19, onda je
an, = b, za sven > 0.

Definicija 3.17 Neka je dan niz funkcija (f,)n>0. Funkcija g(z,y) =3 ",
fu(@)y™ zove se dvodimenzionalna funkcija izvodnica.
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Sljedeé¢i primjer pokazuje primjenu funkcija izvodnica. Vise o funkcijama
izvodnicama bit ¢e re¢eno u Poglavlju 6.

Primjer 3.18 U Sumi je n ptica, niti jedna nije prstenovana. Svaki dan
se ulovi jedna ptica te joj se stavi prsten (ukoliko veé¢ nije prstenovana) i
pusti. Svaka ptica ima jednaku Sansu biti ulovljena svaki dan. Ta procedura
ponavlja se r dana uzastopce, r > n. Pokazite da je vjerojatnost da nakon r
dana sve ptice budu prstenovane jednaka

Rjesenje 1: Ukupan broj ishoda je n" (ptice su razli¢ite). Stavimo
N(r,n) = broj ishoda u kojima je svaka ptica ulovljena barem jednom.
Nazovimo jednu pticu prvom pticom. Neka je

Ni(r,n) = broj ishoda u kojima je prva ptica ulovljena to¢no k puta,

a sve ostale barem jednom.
Uocimo de je (;) broj odabira od k£ dana u kojima je ulovljena prva ptica i

N(r — k,n — 1) = broj ishoda u kojima je preostalih n — 1 ptica ulovijeno

u ostalih r — £ dana.

Sada imamo

r

Ni(r,n) = (k>N(r —kn—1)

N(r,n) = ZNk(r, n)
N(r,1) = )

Dakle,

N(r,n) = Z (;)N(r —k,n - 1).
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Uvedimo sada eksponencijalnu funkciju izvodnicu niza (N(r,n)),>0, n > 1.

Imamo
N
ha(r) =S XD sy
r!
r=1
Ocito .
z" -
hl(x):;ﬁ:e -1
Nadalje, za n > 1 imamo
@) =S IS (VNG k1) =SS T v
”(@_Zﬁz g |V =k = )_ZZ(T_k)lkl (r—&n
r=1 k=1 r=1 k=1
e 0k O 4l
k=1 """ r=k k=1 =1
ak -
=2 yln-1(@) = (€ = Dhps(z)

J=0 J
" /n — " /n = (n—j)z"
_ 1) =iy — —1)
(1) et (") D
o n n—j” /n :
= ( 7“'>(_1>J(' x.
r=0 j=0 ) J
Za r = 0 imamo .
> (") =1 =0
Jj=0 J
Dakle,
N o= T ., i(n
(o) = =30y - ()
r=1 r=1 " j=0
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iz ¢ega zakljucujemo da je

Konacno,

RjeSenje 2: Stavimo Aj, = {k-ta ptica nije prstenovana}l i A = U}_, Ay.
Tada je A = {sve su ptice prstenovane} te imamo P(A°) =1 —P(A) i

Nadalje,
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Poglavlje 4

Slucajne varijable

4.1 Slucajne varijable

Primjer 4.1 (a) Bacamo nov¢i¢ n puta. Zanima nas broj pisama. Taj
broj je sluc¢ajan i ovisi o elementarnom dogadaju w € 2. Oznacimo taj
broj s X (w). Dakle, X : Q@ — {0,...,n}.

(b) Bacamo nov¢ci¢ sve dok ne pade pismo. Neka je T broj potrebnih ba-
canje. Ponovno, taj broj je slucajan i ovisi o elementarnom dogadaju
w e Q; T'(w) € N. Dakle, T: Q — N.

Definicija 4.2 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R
zove se diskretna slu¢ajna varijabla ako postoji prebrojiv skup D = {aq,aq, ... }
C R takav da je

(1) X(w) € D za sve w € §);
(1) {X =q;} ={w e Q: X(w) =q,;} € F za sve j € N.

Napomena 4.3 Neka je x € R i neka je X diskretna slucajna varijabla.
Tada je {X <2} ={w € Q: X(w) < 2} = Uy,<.{X = a;} € F. Obratno,
prepostavimo da je X : Q — D = {ay,as,...} C R te da vrijedi {X <z} €
F za sve x € R. Tvrdimo da je X diskretna sluc¢ajna varijabla. Uoc¢imo da
je{X <z}={weQ: X(w) <z} =U2{X <z—-1/n} € F. Zato je za
svakiz € R, {X =z} = {X <z}\{X <=z} € F. Specijalno, {X =a;} € F
za sve j € N.

Gornja napomena vodi do sljedece opéenite definicije sluc¢ajne varijable.
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Definicija 4.4 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R
zove se slucajna varijabla ako vrijedi {X < x} € F za sve x € R.

Napomena 4.3 kaze da je diskretna sluc¢ajna varijabla ujedno i slu¢ajna
varijabla te da je sluc¢ajna varijabla koja poprima prebrojivo mnogo vrijed-
nosti diskretna slucajna varijabla.

Napomena 4.5 Neka je € konacan ili prebrojiv te F = P(Q2). Tada je
svaka funkcija X : Q — R diskretna slucajna vrijabla.

4.1.1 Bernoullijeva sluc¢ajna varijabla

Ako X : Q — {0,1}, X se zove Bernoullijeva slucajna varijabla. Stavimo,
p=P(X=1)iqg=1—-p=P(X =0). Tada pisemo X ~ B(1,p) ili

X o (0 1)
q p
i nazivamo je Bernoullijeva slu¢ajna varijabla s parametrom p € [0, 1].

Napomena 4.6 Uoc¢imo da za A € F, X = 14 je Bernoullijeva slu¢ajna
varijabla s parametrom P(A).

Primjer 4.7 Slucajno biramo tocku iz intervala [0, 1]. Elementarni dogadaji
su tocke iz [0, 1] pa stavimo © = [0,1]. Zanima nas je li slu¢ajno odabrana
tocka veca ili jednaka od 1/2.

RjeSenje: Definirajmo X = 1p/0q. Tada je P(X = 1) = P([1/2,1]) =
intuitivno = 1/2.

Bernoullijevu sluc¢ajnu varijablu mozemo kanonski reprezentirati na slje-
dedi na¢in. Stavimo ; = {0,1}, F; = P(y) i P1({0}) = ¢ te P1({1}) = p.
Definirajmo X; : € — {0,1} kao Xj(w) = w. Dakle, Py(X; = 1) =
Py ({1}) = p pa je X; ~ B(1,p). Nadalje, za n > 1 stavimo Q = {0,1}",
F=PQ)iP=P; x---xP;. Uo¢imo da je w € Q oblika w = (w1, ...,wy)
(niz 01 1). Zai = 1,...,n definirajmo X; : @ — {0,1} kao X;(w) = w;.
Ocito P(X; =1) =P ({1}) = p paje X; ~ B(1,p).
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4.1.2 Binomna sluc¢ajna varijabla

Bacamo ne nuzno simetrican nov¢i¢ n puta. Pretpostavljamo da su bacanja
nezavisna. Vjerojatost da ¢e u jednom bacanju pasti pismo je p € [0,1]
Neka je X broj pisama koji su pali. Dakle, X(w) € {0,1,...,n} za sve
w € ) te vrijedi da je P(X = k) = (Z)pkq”_k za k =0,1,...,n. Nadalje, za
j=1,...,n stavimo

Y. — 1, u j-tom bacanju je palo pismo
7771 0, inace.

Dakle, X; ~ B(1,p) zasve j = 1,...,n. Intuitivno ocekujemo X = > 7 | X;.
Zaista, uz Q = Qf, gdje je ; = {0,1}, definiramo X(w) := >°7  wj, w =
(w1, ...,wy). Sada jednostavno zakljucujemo da je X = Z;‘:l X;. Slucajnu
varijablu X zovemo binomna slucajna varijabla s parametrima p i n. PiSemo
X ~ B(n,p) ili

X ( 0 1 . k - n)
4.1.3 Geometrijska slucajna varijabla

Bacamo ne nuzno simetrican novci¢. Pretpostavljamo da su bacanja neza-
visna. Vjerojatnost da ¢e u jedom bacanju pasti pismo je p € (0, 1]. Neka je
T broj bacanja potrebnih da bi se dobilo prvo pismo. Dakle, T'(w) € N za
svew € QiP(T =n) =q¢"'pzan € N. Uocimo, ako dozvolimo p = 0, onda
je P(T < oo0) = 0. Analogno kao i prije, za j € N stavimo

Y. — 1, u j-tom bacanju je palo pismo
771 0, inace.

Dakle, X; ~ B(1,p) za sve j € N. Intuitivho ocekujemo 7" = min{n €
N: 37 X; = 1} Stavimo Q = Q) (pripadna o-algebra i vjerojatnost su
dane u duhu odjeljka 1.4 te ih ovdje ne¢emo detaljno diskutirati), gdje je
ponovno € = {0,1} i T(w) = min{j € N : w; = 1}, w = (wy,ws,...).
Sada jednostavno zakljuéujemo da je 7' = min{n € N : }°%  X; = 1}.
Sluc¢ajnu varijablu T zovemo geometrijska slucajna varijabla s parametrom p
s vrijednostima u N. Pisemo T' ~ G(p) ili

TN(1 2 ... nr_ll )
P qgp ... qQp ...
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Uz gore opisanu geometrijsku slu¢ajnu varijablu, ponekad se koristi i slje-
deca modifikacija. Oznacimo sa T' broj glava prije nego Sto se pojavi prvo
pismo. Tada je T(w) € Z, za w € €, o¢ito vrijedi da je T =T — 1 te
]P’(T =n)=PT =n+1) = ¢"p, n € Z,. Slucajnu varijablu T zovemo
geometrijska slucajna varijabla s parametrom p s vrijednostima u Z, te ¢emo
je oznacavati sa T' ~ Go(p).

4.2 Distribucije

Definicija 4.8 Neka je (Q, F,P) vjerojatnosi prostor i neka je X : Q —
D = {ay,as,...} C R diskretna slucajna varijabla. Funkcija f : R — [0, 1]
definirana sa

flz)=P(X =2) =P{{w e Q: X(w) =z})

zove se diskretna (vjerojatnosna) funkcija gustoce slucajne varijable X.

Neka je p; = P(X = a;), j € N. Tada je

ro={ 1oy
Gornju relaciju ¢esto pisemo kao
()
i to zovemo distribucija od X.
Primjer 4.9 Neka je X ~ B(n,p). Tada je

flz) = { (Mp*q"™, z€{0,1,...,n}

0, inace.

Neka je X diskretna sluc¢ajna varijabla s vrijednostima u D = {ay,as, ... }
te neka je f njena diskretna funkcija gustoée. Uo¢imo da vrijedi

Y f@)=) fl@)=) fla=) pj=P(XeD)=1

zeR zeD a; €D a;€D
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Izraz ) g f(x) je neuobicajen, jer sugerira sumaciju po neprebrojivom
skupu R. No, buduéi da je f(z) # 0 za najviSe prebrojivo mnogo z, su-
macija je po prebrojivom skupu.

Pretpostavimo da je f : R — [0, 1] te da postoji D = {ay,as,...} takav
da je

(i) f(zr)=0zax ¢ D;
(i) D f(@) =2 cp flz) =1.

Tada je f funkcija gustoce neke diskretne slucajne varijable. Uoc¢imo da
takva sluc¢ajna varijabla zaista postoji. Naime, stavimo 2 = D, F = P(D),
P{w}) = f(w), we 2,1 X : Q — R definiramo s X (w) = w.

Primjer 4.10 Neka je A > 0 i neka je
AT -\
f(a:):{ e, re40,1,2,...}

0, inace.

Uocimo,
Zf(x) = Ze’)‘m = e”\zm =1.
z€eR n=0 n=0

Dakle, f je funkcija gustoée neke diskretne sluc¢ajne varijable X koju nazi-
vamo Poissonova slucajna varijabla s parametrom A. Oznaka je X ~ P(\).

Primjer 4.11 Bacamo ne nuzno simetri¢an simetrican novci¢. Pretpostav-
ljamo da su bacanja nezavisna. Vjerojatnost da ¢e u jedom bacanju pasti
pismo je p € (0,1]. Neka je Y broj bacanja potrebnih da se dobije r pisama,
r € N. Nadite funkciju gustoce sluc¢ajne varijable Y.

Rjesenje: Izracunajmo P(Y = m), m > r. Dakle, u m-tom bacanju smo
dobili pismo. U prethodnih m—1 bacanja imamo r—1 pisama i (m—1)—(r—
1) = m — r glava. Vjerojatnost svakog takvog niza je ¢™"p" " p = ¢™ "p".
Broj nacina da u prvih m — 1 bacanja imamo r — 1 pisama jedak je (m_l)

r—1/"
Dakle,
m—1
]P) Y — — m—r T"
(Y =m) (T . )q p
Uocite da je za r = 1 slucajna varijabla Y u stvari geometrijska slucajna

varijabla s vrijednostima u N.
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Neka je sada Z broj glava koje su se pojavile prije r-tog pisma. Drugim
rije¢ima, Z je broj neuspjeha prije r-tog uspjeha. Tada je Z + r broj pokusa
potrebnih za r uspjeha, tj. Z +r =Y. Slijedi,

P(Z=n)=PY —r=n)=PY =n+r)= (n:i51>q”pr.

Slucajnu varijablu Z zovemo negativna binomna slucajna varijabla s para-
metrima r i p te oznacavamo Z ~ N(r,p). Ponovno, N(1,p) je geometrijska
slucajna varijabla s vrijednostima u Z,. Zbog

=S =3 ("
n=0 n=0

imamo

“(n+r—1
1—g) "=p " = n
(1-q) " =p ( . >q

n=0

Definicija 4.12 Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P). Funkcija distribucije od X je funkcija F' : R — [0,1]
definirana sa

Flx)=P(X <z2)=PHw € Q: X(w) < z}).

Primjer 4.13 Neka je X ~ B(1,p). Tada je pripadna funkcija distribucije
dana sa

0, z <0
Flz)=<¢ 1—-p, 0<zx<1
1, z > 1.

Uoc¢imo sljede¢a svojstva funkcija distribucije, koja su izravna posljedica
svojstva vjerojatnosti.

Teorem 4.14 Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P) te neka je F pripadna funkcija distribucije. Tada vrijedi

(i) F je neopadajuca;
(i1) F je neprekida zdesna u svakoj tocki x € R;

(11i) F ima limes s lijeva u svakoj tocki x € R;
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() F(—o00) :=1lim, o F(z) =0 i F(00) 1= lim, o F(x) = 1.
Dokaz:

(i) Neka je z < y. Tada je {X < z} C {X < y} te je zbog monotonosti
vjerojatnosti F(x) =P(X <z) <P(X <y) = F(y).

(ii) Neka je x € R te (x,)nen nerastuéi niz takav da je x = lim, o =,
(dakle z,, konvergira prema z zdesna). Tada je {X < z;} D {X <
o} D - D{X <z} te {X <z} =N {X <=x,}. Iz neprekidnosti
vjerojatnosti na nerastuce nizove dogadaja slijedi
Flz)=P(X <z2)=P(N_{X <z,}) = lim P(X <z,) = lim F(z,),

n—o0 n—oo

Sto dokazuje neprekidnost zdesna u x.

(iii) Poznato je da svaka neopadajuca funkcija ima limes slijeva u svakoj
tocki x € R. U ovom dokazu vjerojatnosno ¢emo identificirati taj
limes slijeva. Neka je 2 € R te (x,),en neopadajuci niz takav da je
x = lim,_, x, (dakle z, konvergira prema x slijeva). Tada je {X <
n} C{X S 1} C - C{X < a} te {X < 2} = U {X < z,}
(uocite strogu nejednakost u {X < z}). Iz neprekidnosti vjerojatnosti
na neopadajuce nizove dogadaja slijedi

PX <z)=P (U2 {X <z,}) = lim P(X <z, = lim F(z,).

n—oo n—o0

To dokazuje da F' ima limes slijeva u z te da je Fl(z—) = P(X < x).

(iv) Neka je (z,)n>1 proizvoljan nerastuéi niz takav da je lim, o 2, = —00.
Tada je {X < 21} D{X < 2} D ... te N2 {X < z,} = 0. Iz
neprekidnosti vjerojatnosti na nerastuée nizove dogadaja slijedi

lim F(z,) = lim P(X <z, =P(N" {X <z,})=P0) =0,

n—o0 n—oo
Sto dokazuje prvu jednakost. Druga se dokazuje na slican nacin.

O

Posljedica gornjeg dokaza je sljede¢a vazna ¢injenica: za svaki x € R
vrijedi da je

PX=2)=P(X <z)-PX <z)=F(z)— F(z—). (4.1)
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Zaklju¢ujemo da je F' neprekidna u x € R ako i samo ako je P(X = x) = 0.
Sljedeci teorem pokazuje da se kod diskretne slu¢ajne varijable funkcija
gustoce moze rekonstruirati iz funkcije distribucije i obratno.

Teorem 4.15 Neka je X diskretna slucajna varijabla definirana na vjerojat-
nosnom prostoru (2, F,P) te neka su F i f, redom, pripadne fukcije distri-
bucije © gustoce. Tada vrijedi:

(1) f(x) = F(z) = F(z—);
(i) F(x) =3 <, f(x).

Dokaz:
(i) Za diskretnu sluc¢ajnu varijablu je f(z) = P(X = z) pa tvrdnja slijedi
iz (4.1).
(ii) Pretpostavimo da je D = {ay, as, ...} skup vrijednosti slu¢ajne varija-

ble X. Za z € R je {X <2} = Uy, <.{X = a;} paje

F(z) =P(X <o) =PUy<{X =0} = Y P(X =05) = ) flay).

lljS(E aj Sx
Zadnju sumu Cesto pisemo kao >, f(y). Bududi da je f(y) # 0 samo

za najvise prebrojivo mnogo y, ta suma je najvise prebrojiva te stoga
dobro definirana.

Primjer 4.16 Neka je sluc¢ajna varijabla X dana sa

X”(1}4 132 138 1;18)'

Tada je pripadna funkcija distribucije dana sa

0, r <l
1/4, 1<zx<2

Fz)=4¢ 3/4, 2<2<3
7/8, 3<x<A4
1 T > 4.

)
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Neka je X diskretna sluc¢ajna varijabla definirana na vjerojatnosnom pros-
toru (2, F,P) te neka je D = {aq, as, ... } skup njezinih vrijednosti. Nadalje,
neka je g : D — R neka funkcija. Tada Y := go X : Q2 — R poprima
vrijednosti u skupu g(D) = {by,bs,...}, koji je takoder najvise prebrojiv.
Nadalje, za svaki 7 € N,

{Y=b}={goX=b}={Xeg ' ({t})}eF
Dakle, Y je diskretna slucajna varijabla.

Teorem 4.17 Funkcija gustoce slucajne varijable Y dana je s
= 2 Il
z: g(z)=y
Dokaz: Imamo,

frly) =P(g(X) =y) =P(X € g ' ({y})) Z fx = ) fx(x).

TEGT z:g(z)=y

Primjer 4.18 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
fx. Odredimo funkciju gustoce sljede¢ih sluc¢ajnih varijabli

(a) —

(b) X* :=max{0, X};
(c) X~ :=max{0,—X};
(d) |X]=XT+X;

_ ) X/IXl, X#0
(¢) sgn X := { 0, inace.

Rjesenje:

(a) Ocito f-x(z) = fx(—=).
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(b) Imamo
fX(y)a y > 0
fx+(y Z fx(z > oo [x(1), ¥ =
rxt=y O, y < 0.
(¢) Imamo
fX(_y)> y>0
fx-(y) = Z fx(z) = szo fx(z), y=
T =Y 0, y < 0.
(d) Imamo,

fx(y) + fx(=y), y>0
fx1(y) =P(|X[=y) = fx(0), y=0
0, y < 0.

(e) Ocito, sgn X € {—1,0,1}. Sada imamo f, x(0) = fx(0),

fsan(l) X>O ZfX

>0

fanx(=1) =P(X <0) =) fx(x)

<0

Primjer 4.19 Kutija sadrzi n kuglica numeriranih brojevima 1,...,n. Iz
kutije je izvu¢eno r < n kuglica (s vracanjem). Neka je Y najvec¢i od izvuce-
nih brojeva. Odredimo pripadnu funkciju gustoce fy i funkciju distribucije
Fy.

Nadalje, r kuglica izvlaci se bez vracanja. Neka je X najveci izvuceni broj.
Ponovno, odredimo pripadnu funkciju gustoce fx i funkciju distribucije Fy
te pokazimo da je F'x < Fy.

Rjesenje: Ocito, Y € {1,...,n}i X €{r,...,n}. Zaz € {1,...,n} imamo

x"’
Fy (z) = P(svaka izvucena kuglica je manja ili jednaka od x) = —
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te
frx) = PY=2)=PY <z)—-PY <zx—-1)=Fy(zr)— Fy(z—1)
v @
Dakle, ' ! —
i 0, z <0
Fy(z) = [z}:, 0<z<n
{ 1, T >n.
S druge strane, ako je x € {r,...,n}, onda je
()
FX(E = 7n
)
fx(x) = Fx(z) — Fx(z — 1)
(6D
¢ Q)
_ b z--(x—r+1) (x—1)---(z—r)
(:f) 7! 7!
:L(m—l)---(x—r—l—l) o (o7
" | (2~ (2 1)
_ G
(7)
Dakle, -
fX<a:>={ ORI
0, inace
1 0, r<r
_ ) )
Fx(z) = o) 0<z<n
1, T > n.

Sada se lagano pokaze da vrijedi Fix < Fy.
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4.3 Matematicko ocekivanje
Matematicko oc¢ekivanje je poopéenje pojma srednje vrijednosti.

Definicija 4.20 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
[ Ako wvrijedi ) p|x|f(x) < oo, onda kaZemo da X ima matematicko
ocekivanje koje definiramo kao

E(X) =) af(x).

zeR

X ~ <(1,1 a9 )’
p1 p2 ...
onda jo 3, cp 2l f(x) = 3, < lajlp; 1 E(X) = 5,y ajp;. Ako X poprima
najvise kona¢no mnogo vrijednosti, onda X nuzno ima ocekivanje. Broj
E(X) shvacamo kao parametar lokacije od X.

Definicija matematickog ocekivanja ima sljedecu fizikalnu interpretaciju:
ako distribuciju

Uocimo, ako je

X ~ ay asz ... Qp .
pP1r P2 .- Dn
interpretiramo kao sustav materijalnih tocaka s masama p; razmjestenih po
realnom pravcu na koordinatama a;, 7 = 1,...,n, onda, s fizikalnog kuta

gledista, veli¢ina E(X) = Z?’:l a;p; predstavlja teziSte tog sustava.

Primjer 4.21 Neka je A € F, P(A) =pi X :=14. Tada je X ~ B(1,p) i
E(X)=0-(1-p)+1-p=p.

Primjer 4.22 Neka su X i Y diskretne slucajne varijable s, redom, funkci-
jama gustoce

4

K@) = oy Y€V
: 1
fy(l‘)zm, r € N.

Tada X ima matematicko ocekivanje, a ¥ nema.
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Rjesenje: Za m € N imamo

m

Z|I|fx Zaz:x+1 +2)
1

r=1

4;(95—1—1 x+2>

1 1
2 m+2)

> lzlfx(a) = lim » z|fx(z) =

z€R

|
I

Dakle,

E(X) =) afx(z) =2

z€eR
S druge strane,
1
— 1 1; -
> lelfvle) = Jim ;mfy( CREUD IR

Dakle, Y nema matematicko ocekivanje.

Primjer 4.23 Modificirajmo slu¢ajnu varijablu Y iz prethodnog primjera na
sljedeéi nacin. Neka je Z diskretna slucajna varijabla koja prima vrijednosti
uskupu D ={...,—6,—4,-2,1,3,5,...} s funkcijom gustoce

Fale) = o e

7(r) = ———, x .
jz[(Jz[ + 1)

Uocite da je razlika izmedu Y i Z ta da Z poprima negativne parne vri-
jednosti, no s istim vjerojatnostima s kojima Y poprima pozitivne parne
vrijednosti. Pokazimo da Z nema matematicko ocekivanje. Zaista, isto kao
u prethodnom primjeru imamo

> lelfz(e) = lim mez ngggozil —

z€R
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Uocite da odgovarajuci red bez apsolutnih vrijednosti

B e (_1)x+1x B 0 (_1)a:+1
foz(f)—;m—z o

z€R z=1

konvergira po Leibnizovom kriteriju. Dakle, iako je red ) _p xfz(x) konver-
gentan, slucajna varijabla Z nema matematicko ocekivanje.

Neka je X diskretna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce f, takva da
X >0i) glelf(r) = oo. Tada je ocito > paf(x) = oo i mozemo
definirati E(X) = oo. Nadalje, neka je X proizvoljna diskretna sluc¢ajna
varijabla. Tada ocito vrijedi X = X+ — X, X 1 X~ su takoder diskretne
sluc¢ajne varijable te X* > 01 X~ > 0. Ako je barem jedan od brojeva
E(XT) i E(X™) konacan, onda definiramo E(X) = E(XT) —E(X ™).

4.3.1 Matematicko ocekivanje nekih slucajnih varijabli

U ovom odjeljku ra¢unamo matematicko oc¢ekivanje najpoznatijih diskretnih
sluc¢ajnih varijabli — binomne, Poissonove i geometrijske.

Primjer 4.24 Neka je X ~ B(n,p). Odredimo E(X).

Rjesenje: Imamo,

=np(p+q)" =np.
Primjer 4.25 Neka je X ~ P()\). Odredimo E(X).

Rjesenje: Imamo,

o A" B B o A" 1 B
E(X):ane ’\Z =1 e et =\
n=0
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Primjer 4.26 Neka je T ~ G(p) geometrijska slu¢ajna varijabla na N.
Odredimo E(X).

Rjesenje: Imamo,
- d — d 1
n—1 n -1 -2
=) ng"" p=p—> ¢"=p—(1—q) =pl—gq) " =-.
2=y 2 =y p

Ako je T geometrijska slucajna varijabla na Z,, onda je T=T-1 pa je
(vidi Teorem 4.31 (a)), E(T) =E(T)—-1=1/p—1=¢q/p.

4.3.2 Matematicko ocekivanje na diskretnom vjerojat-
nosnom prostoru

Na diskretnom vjerojatnosnom prostoru matematicko ocekivanje moze se de-
finirati na ekvivalentan nacin, ¢esto pogodniji za neke izracune.

Propozicija 4.27 Neka je (2, P(2),P) diskretan vjerojatnosni prostor i X :
Q — R slucajna varijabla s vjerojatnosnom funkcijom gustoée f. Tada X ima
matematicko ocekivanje ako i samo ako

DX (W) PH{w}) < (4.2)

U tom slucaju je

= X(w)P({w}). (4.3)

weN

Dokaz: Bududi da je 2 najvise prebrojiv, X prima najvise prebrojivo vri-
jednosti D = {ay,as,...}. Stavimo A, = {w € Q : X(w) = q;} te
pj =P(A;) = > e, Pw}). Nadalje vrijedi

DIX@IPHwH =Y Y IX@IP{w) =Y Y lglP({w})

weN a; €D weA; a; €D weA;

Do lal Y PHwh) = ) laslpy =) lalf(2)

a;eD wEA; a;eD z€R

Dakle, red u (4.2) konvergira ako i samo ako je Y _p[z|f(z) < oo, tj. ako
i samo ako postoji matematicko ocekivanje. Jednakost (4.3) sada slijedi
slicnim ra¢unom kao gore. O
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Propozicija 4.28 Neka je (2, P(2),P) diskretan vjerojatnosni prostor i X, Y :
Q — R dvije slucagne varijable. Ako X i'Y imaju matematicko ocekivanje,
onda 1 slucajna varijabla X +Y : Q — R ima matematicko ocekivange i vrijedi

E(X+Y)=EX)+EY).
Dokaz: Racunamo

DX HY|@P{w}) =) 1X(w w)[P({w})

< Y IX@IB(w) + IV @)IB({w}) <

Po Propoziciji 4.27 zakljucujemo da X + Y ima matematicko ocekivanje.
Nadalje, ponovno koristeé¢i Propoziciju 4.27 dobivamo

E(X +Y) =) (X +Y)(w)P({w}) =Y (X(w) +Y(w)P({w})

weN weN

= ) X(wP({w}) + ) Y(wP({w}) =E(X)+E(Y).

weN we

4.3.3 Ocekivanje funkcije slucajne varijable

Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce fx 1 neka je
g : R — R neka funkcija. Definirajmo Y := g(X). Zelimo odrediti E(Y") (ako

isto postoji). Po definiciji, E(Y) = >° pyfv(y) ako > g [y[fy(y) < oo
Dakle, prvo bismo trebali odrediti fy, §to nije uvijek jednostavno. Sljeded¢i
rezultat olakSava ra¢unanje E(Y).

Teorem 4.29 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f
te neka je g : R — R neka funkcija. Tada vrijeds

= g(@)f(x)

z€R

kadgod 3, g |9(2)|f(x) < oo
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Dokaz: Neka je g(X(Q)) = {¢1,92,...}. Za j € N definiramo A; := {z €
R : g(z) = g;}. Uo¢imo, g(X(w)) = g; ako i samo ako X (w) € A;. Dakle,
Jox)(g;) = P(9(X) = g;) = P(X € A;), j € N. Konacno, ukoliko sve donje
sume apsolutno konvergiraju (Sto je slu¢aj uz pretpostavku teorema), imamo

E(g(X)= Y. gifaolg) = > gPeX)=g)

9;€9(X () 9;€9(X ()

= ) gPXed)= > g fl@
9;€9(X(2)) g;€9(X(Q) =z€A;

= > D gf@= > D g@)f(x)
9;€9(X(Q)) z€A; g;€9(X(Q)) z€A;

= g(x)f(x),
TER

gdje smo u zadnjem koraku koristili ¢injenicu da je A;N Ay =0za j# k. O

Primjer 4.30 Neka je X ~ P()\). Odredimo E(cos(6X)).

RjeSenje: Kako je € = cosf + isinf, imamo

o - A" -\ _ - ind A" -
E(cos(0X)) = 2003(719)56 = Re ; e e

e (e e
:Re(e A; Z! )zRe(e ’\e)‘e)

— Re 6/\(ei‘g—l) — Re 6A(cos€—1)+i)\sin9

= M=) o5(\sin f).

Teorem 4.31 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f
i matematickim ocekivanjem E(X) te neka su a,b € R. Tada vrijedi:

(1) E(aX +b) = aE(X) + b;
(i1) ako je P(X =a) =1, onda je E(X) = a;
(i1i) ako je P(a < X <b) =1, onda je a < E(X) <b;
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(v) ako g(X) i h(X) imaju matematicko ocekivanje, za neke funkcije g, h :
R — R, onda E(g(X) + h(X)) = E(9(X)) + E(h(X)).

Dokaz:

(i) Prvo uo¢imo da slucajna varijabla a X + b ima ocekivanje. Naime,

Y lax + bl f () <Y (lallz] +[B]) f(z) = la] Y [w] f(x) + [b] < oo,

z€R z€eR z€R

Sada imamo

E(aX +b) = Z(aw+b)f(x) = afo(x) +b=aE(X) +b.

zeR zeR
(ii) Imamo,

E(X) =) af(x) =) aP(X =z)=aP(X =a) =a.

zeR z€R

(ili) Imamo,

=> af(z) <> af(x) =E(X) <) bf(x) =0

z€R z€R z€R

(iv) Prvo uoc¢imo da slucajna varijabla g(X)+h(X ) ima ocekivanje. Naime,

D lgx) +h(@)|f(x) < Y lg(@)] + [h(2)|f(2)

<D lg@)If(2) + Y ()| f(2)
< 0Q.

Sada imamo

E(g(X) + (X)) = E((g + h)(X))

= E(9(X)) + E(h(X)).
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O

Napomena 4.32 Uocite slicnost tvrdnji Propozicije 4.28 i Teorema 4.31
(iv): obje kazu da je oc¢ekivanje zbroja slu¢ajnih varijabli jednako zbroju
ocekivanja. Kod Propozicije 4.28 sluc¢ajne varijable X i Y su definirane na
prebrojivom vjerojatnosnom prostoru, dok je kod Teorema 4.31 (iv) vjero-
jatnosni prostor proizvoljan, ali su sluc¢ajne varijable koje zbrajamo funkcije
jedne te iste diskretne slucajne varijable X. Op¢i rezultat koji dokazujemo u
sljede¢em poglavlju, vidi Korolar 5.11, kaze da za diskretne sluc¢ajne varija-
ble X 1Y definirane na proizvoljnom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) koje
imaju matematicko ocekivanje, diskretna slucajna varijabla X +Y : Q — R
takoder ima matematicko ocekivanje i vrijedi E(X +Y) = EX + EY. Taj
rezultat ¢esto pojednostavljuje ra¢unanje oc¢ekivanja te ¢emo korisititi u nas-
tavku teksta.

Primjer 4.33 U pododjeljku 4.1.2 pokazali smo da se binomna slucajna
varijabla X ~ B(n,p) moze prikazati kao zbroj od n Bernoullijevih slu¢ajnih
varijabli X;, 7 =1,2,...,n, s parametrom p: X = X;+---+X,,. Iz prethodne
primjedbe, indukcijom slijedi da je EX = EX; + --- + EX,,. Za sve 1 =
L,2,...,n,vrijedi EX; =0-¢+1-p=p. Zato je EX =" | p = np §to smo
koristenjem definicije dobili i u Primjeru 4.24.

Teorem 4.34 Neka je X diskretna slucajna varijabla. Ako postoji E(X),
onda vrijedi

E(X)? < E(|X])* < E(X?). (4.4)
Dokaz: Prvo uo¢imo da je —|X| < X < |X]|. Sada po Teoremu 4.31 (iii) i
(iv) imamo

—E(]X]) < E(X) < E(]X]),
tj. |[E(X)| < E(]X]), $to je ekvivalentno s prvom nejednakosti u (4.4).

U slucaju da je E(X?) = co druga nejednakost trivijalno slijedi. Pretpos-
tavimo da je E(X?) < oo i uo€imo da je (|X| —E(|X]))? > 0. Sada imamo

Tm 4.31 (iii

o S M E[x] - E(XD)
— E(|XP - 2|X[E(X]) + E(X])?)
2 E(XP) - EQ2IXE(|X]) + E(E(X)?)

Tm 4.31 (i) i

i) i (iii)
= E(X?) - E(|X])*
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Napomena 4.35 Iz Teorema 4.29 i 4.31 mozemo zakljuciti sljedece: ako je
X diskretna slucajna varijabla takva da je E(X?) < oo, onda X ima ma-
tematicko oCekivanje. Zaista, neka su g,h : R — [0,00) dane s g(z) =
2| Lgyeriyi<1y (@) 1 h(x) = |2|1{yer|y>13 (z). OCito vrijedi da je | X| = g(X) +
h(X),0<g(X)<1i0 < h(X) < X2 Sada primjenom Teorema 4.29 zaklju-
¢ujemo da g(X) i h(X) imaju matematicko o¢ekivanje te primjenom Teorema
4.31 (iv) imamo E(|X|) < 1 + E(X?). Alternativno, isti zakljutak moZzemo
izvesti koristenjem Cauchy-Schwartzove nejednakosti za sume/redove:

E(1X]) = Z\I|f(x):Z(|x|f(x)1/2)f<x)1/2

1/2 1/2
< <Z|x|2f<x>> (Zf(x)) = (B(X?))"/2.

Na kraju odjeljka izvest ¢emo korisnu formulu za ra¢unanje matematickog
ocekivanja diskretne slucajne varijable s vrijednostima u Z .

Teorem 4.36 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f,
koja poprima vrijednosti u Z... Tada vrijeds

E(X) = iP(X >n) = iP(X > n).

Dokaz: Imamo

D PXZn) =Y Y P(X=k=Y Y fk)=)_ > f(k)
= kf(k) =) kf(k)

O

Na kraju ovog odjeljka pokazujemo prirodan primjer prosirene slucajne
varijable, tj. slu¢ajne varijable koja kao vrijednost moze poprimiti oo.
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Primjer 4.37 Igramo niz nezavisnih igara. Vjerojatnost dobitka u n-toj igri
je 27", n € N. Oznac¢imo sa T broj igre u kojoj prvi put dobijemo. Malo
formalnije, neka je (X, ),>1 niz nezavisnih Bernoullijevih slu¢ajnih varijabli
takvih da je P(X,, = 1) = 27" i stavimo

T =min{n >1: X, =1}.

Buduéi da apriori nije jasno da postoji n € N takav da je X,, = 1 (odnosno
nije jasno da ¢emo dobiti u bilo kojoj igri), dopustamo mogucénost da je
T = oo. Formalno, definiramo da je min () = +oo. Vrijedi

P(T >n)=P(X; =0,X,=0,...,X,=0) = [[P(X; =0) = [J(1 - 27)

j=1 j=1

te je po neprekidnosti vjerojatnosti na padajuéi niz dogadaja

P(T = +00) = lim P(T >n) = lim [J(1-27).
Moze se pokazati da ako je (,,),>1 niz brojeva iz intervala (0, 1), onda vrijedi
lim,, o0 [[}, 2; > 0 ako i samo ako »>7° (1 — x;) < oo. Bududi da je
> (1—(1—277)) < oo, zakljuéujemo da je

_ I E _ 9]
P(T_+oo)_n1ggonl(1 277) > 0.
j_

Dakle, T je slu¢ajna varijabla koja poprima vrijednosti u skupu N U {oco}
te sve vrijednosti imaju strogo pozitivnu vjerojatnost. Takve slucajne va-
rijable zovemo prosirenim slucajnim varijablama. Kako mozemo definirati
matematicko ocekivanje takve prosirene slucajne varijable? Po analogiji s
Definicijom 4.20 stavimo
E(T) =Y nP(T =n)+o0-P(T =o0).
n=1

Formalno je co-a = 0o za svaki a > 0. Stoga zaklju¢ujemo da je E(T) = oc.
Da bismo izbjegli ovakvo formalno zakljuc¢ivanje, definiramo da je matema-
ticko ocekivanje progirene sluc¢ajne varijable jednako oo.

Uocite da iz gornjeg razmatranja slijedi da ako je X nenegativna (even-

tualno prosirena) diskretna slu¢ajna varijabla takva da je E(X) < oo, onda
je P(X = 00) =0.
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4.4 Varijanca

Neka su

X <1_/12 1}2) R (_11%)0 110/020) '

Slu¢ajnu varijablu X, odnosno Y, mozemo shvatiti kao dobitak/gubitak u
igri koja moze rezultirati dobitkom 1, odnosno 1000, ili gubitkom 1, odnosno
1000. Uocimo da je E(X) = E(Y') = 0. Postavlja se pitanje koju igru se vise
“isplati” igrati.

Promatramo odstupanje diskretne sluc¢ajne varijable od svog ocekivanja
X — E(X). Zbog E(X — E(X)) = 0 kvadriramo odstupanje te trazimo
ocekivano kvadratno odstupanje.

Definicija 4.38 Neka je X diskretna slucajna varyabla s funkcijom gustoce
f 1 ocekivanjem E(X). Varijanca od X definira se kao

Var(X) := E[(X — E(X))?].

Standardna devijacija od X je definirana kao o(X) := y/Var(X). Za k € N,
k-ti moment 7 k-ti centralni moment od X su, redom, definirani kao py 1=
E(X*) i o := E((X —E(X))"), ako >, g 2| f(2) < oo.

Uoc¢imo 0 < Var(X) < oo i Var(X) = E(X?) — E(X)? pa Var(X) < oo
povla¢i E(X?) < oo. Obratno, ako je E(X?) < oo, onda po Teoremu 4.34
vrijedi E(|X|) < oo i specijalno Var(X) < oo.

Propozicija 4.39 Ako je E(X?) < oo, onda je za sve a,b € R, Var(aX +
b) = a*Var(X).

Dokaz: Ve¢ smo komentirali da E(X?) < oo povlaci da X ima matematitko
o¢ekivanje. Sada imamo

Var(aX +b) = E((aX 4+ b — E(aX + b)) = E((aX + b — aE(X) — b)?)
= a’E((X — E(X))?) = a*Var(X).

O

Sljededi rezultat analogon je Teorema 4.36 te se dokazuje na slican nacin.
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Teorem 4.40 Neka je X diskretna slucajna varijabla koja poprima vrijed-
nosti u Z 1 neka je k > 2. Tada vrijeds

E(X- (X —k+1)=k) (n—1)---(n—k+1)P(X >n).
n=k
4.4.1 Varijanca nekih slu¢ajnih varijabli

U ovom odjeljku racunamo varijancu najpoznatijih diskretnih slucajnih va-
rijabli.

Primjer 4.41 Neka je X ~ B(n,p) binomna slu¢ajna varijabla. Pomoc¢u
Teorema 4.29 prvo racunamo

BIXCX - 1) = 3kt - 1) ot

" nn—1)mn-2)---2-1,
N kz_;k(k_l) ( k)!gn—k))! vt

n

2 (n—2)---2-1 4 5
= =Y e

n—2

= n(n—1)p? ZO %ﬁfﬁﬁ =n(n—1)p*.

Sada je E[X?] = E[X(X — 1)+ X| =E[X(X —1)]+E[X] =n(n—1)p*+np
pa je
Var(X) = E[X?] = (EX)* = n(n — 1)p* +np — (np)® = np — np* = npq.

Primjer 4.42 Neka je X ~ P()\). Sli¢no kao u prethodnom primjeru prvo
rac¢unamo

B 00 A\ A e 00 )\an
E[X(X — 1)] = nE:O TL(TL — 1)56 = )\ (& nE:2 m

_ )\2 -\ - )\k _ )\2

B 2 K

Slijedi da je
Var(X) = E[X?] - (EX)? = E[(X (X —1)]+E[X]—(EX)> = X+ A=)\ = ).
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Primjer 4.43 Neka je T' ~ G(p). Tada znamo da je P(T = n) = ¢" 'p,
n € N. U Primjeru 4.26 smo pokazali da je E(7) = 1/p. Alternativno,
vrijedi P(T" > n) = ¢". Po Teoremu 4.36 imamo

ZIP’T>n :i

n=0

@)H

[zra¢unajmao sada Var(T) = E(T?) — E(T)? Imamo

TQ)—inZ]P’(T Zn2 nly = Znn—l p+an

—qunn—l)”2+E Z
n=2 n=2
P 2 1
=pq +ET)=—+-
(1-4q)? ) P p

Kona¢no,
2q 1 1 1 -p
Var(T 4+ -——==—.
1) = P p PP
Ako je T ~ Go(p), onda otprije znamo da je T=T-1 pa je po Propoziciji
4.39, Var(T) = Var(T) = (1 — p)/p*.

4.4.2 Razni primjeri
Primjer 4.44 Kutija sadrzi n listica numeriranih brojevima 1,...,n. Na
slu¢ajan nacin izabran je listi¢. Neka sluc¢ajna varijabla X oznacava broj na
tom listi¢cu. Odredimo E(X) i Var(X).
RjesSenje: Prirodno je za pretpostaviti da je
1 ... n

X~ (l/n 1/n)
Sluc¢ajna varijabla s gornjom distribucijom zove se uniformna ili jednolika
slucagna varijabla. Oznaka X ~ U(1,...,n). Imamo,

n—l—l n+1
Z_: 2
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2 nn+1)2n+1) (m+1)(2n+1)

E(X?) = — = = .
(X%) —n 6n 6
Dakle,
1)(2 1 1) 21
Var(X) = B(X2) — B(x)2 = (0Dt 17 nwT -1
6 4 12
Primjer 4.45 Kutija sadrzi n kuglica numeriranih brojevima 1,...,n. Iz

kutije se izvuce kuglica, zabiljezi njen broj te vrati u kutiju. Postupak se
ponavlja sve dok ne budu zabiljezeni svi brojevi. Neka je R slucajna varijabla
koja oznacava broj izvlacenja potrebnih da se zabiljeze svi brojevi. Odredimo
E(R).

Rjesenje: Za r € N stavimo
A? = {u prvih r izvlaenja nisu izvuceni svi brojevi} = {R > r}
i
C} := {kuglica s brojem k nije izvucena u prvih r izvlacenja}, k=1,...,n.

Tada je A, = U}_,C}. Racunamo,

(n—1)"

P(CT) —

="
— 9\

porney ="
n"'
— k)
[[D(CZ?“I n... Cl’”k) = (n—r)’ 1, ..., 1 razliciti.

n

Dakle, za r > 1,

(A7) = P ) = Do 19 (1)

Za r = 0 takoder vrijedi

P(R>0)=1=1-(1-1)"= Zn:(—w’“ (”) =4,

Jj=1
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uz konvenciju da je 0° = 1. Sada imamo,

E(R) = Z]P)(R >r) = Z Z(_l)jﬂ (”) (n ;TJ')T

r=0 j=1 J
- (1 — A 1 (n 1
S (S 0-Y S O
j=1 J ; n ; j)1—=(1—j/n)
—n 1)i+1 <”)_
()]
Stavimo .
Uy = Y ( 1)”1(7) : n €N
g J/)J
Rac¢unamo,
n+1 n
. +1\1 . (n\1
Up, — Up = _1 ]+1<n . - _1 j+1(.)_.
= ()5 e ()
(=1t N "L (—1)itt (<n+1> B (n))
n+1 = J J il)
Kako je

(7)) s
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1mamo
U — U, = 1)n+2+ - (_1>J+1 n+1
n+1 n — n+1 = n+1 ]
1 U n+1
_ 172 4 1j+1( . )_ ) g (—1)nt2
n+1<<> N W R
1 n
=3 (-1
1
Cn+1

Dakle, w11 = u, +1/(n+ 1) n € N. Zbog u; = 1 zaklju¢ujemo
1
Up = Z .
=17
Kona¢no,

1
E(R)=n)_ -,
=17

Sto se za velike n ponasa kao nlogn.

Primjer 4.46 U kutiji se nalazi N kuglica, od kojih m bijelih i N —m crnih.
Iz kutije se na slu¢ajan nacin izabere (uzorak od) n kuglica. Ozna¢imo sa X
broj izvucenih bijelih kuglica. Tada je

L (DG

ror-0- B

Ova slucajna varijaba se zove hipergeometrijska slucajna varijabla. lzracu-

najmo ocekivanje od X. Numerirajmo bijele kuglice brojevima 1,...,m

te stavimo A; := {izvucena je samo bijela kuglica s brojem j} i X; := 14,
j=1,...,m. Tadaje X = >7"" | X;. Dakle, kako je

max{0,n +m — N} <i < min{m,n}.

E(X;) = P(4;) = —(1>((£)‘_1) =

n

imamo E(X) =E(>", X;) = ZT:1 E(X;) = my.
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Primjer 4.47 Iz kutije koja sadrzi 20 kuglica numeriranih brojevima 1, ..., 20
izvucene su 3 kuglice. Oznac¢imo s X najveéi broj medu njima. Odredite

E(X)iP(X > 17).

Rjesenje: Izracunajmo P(X = 7). Prvo uo¢imo da je X > 3 pa je P(X =
1) = P(X = 2) = 0. Nadalje,

Slijedi da je

20 20 (i1
. . . 17955
E(X) = g iP(X =1) = E Z((220)) =110 = 15.75
i=3 =3 \3

U nastavku primjera uvodimo dvije nove mjere lokacije sluc¢ajne varijable,
medijan i mod. Kao prvo, vrijedi da je

20
1
P(X >17) =Y P(X =)~ 0.508 > -
(X >17) 21:7 ( ) 2 5
Takoder, uo¢imo
20
, 1
P(X <17)=1-P(X >18) =1- Y P(X =)~ 0.507 > 5
=18

Broj m € R je medijan slucajne varijable X ako vrijedi

PX<m)2> i P(X>m)>

N —
N | —

Dakle, u nasem primjeru m = 17. Takoder, uo¢imo da medijan ne mora
biti jedinstven. Primjerice, za X ~ B(1,1/2) svaki broj u intervalu [0, 1] je
medijan od X.

Usporedimo sada P(X =i+ 1) i P(X =) zai=3,...,19. Imamo

P(X=i+1) (3 i
P(X =) _(i—l)_¢—2>1'

Dakle,
P(X =20) >--->P(X =3).
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Broj € R je mod diskretne sluc¢ajne varijable X s funkcijom gustoce f,
ako f postize svoj maksimum u p. Ekvivalentno, mod je najvjerojatnija
vrijednost od X. U nasem primjeru g = 20. O¢ito, niti mod ne mora biti
jedinstven.

Primjer 4.48 Kladite se na igru u kojoj je vjerojatnost dobitka 0 < p < 1/2.
Ako dobijete u igri, dobitak je jednak iznosu uloga (ako izgubite, izgubili ste
ulog). Prva oklada je 1 kn; ako dobijete, prestajete igrati. Ako izgubite,
kladite se za 2 kn, itd. Vasa n-ta oklada iznosi 2"~ kn. Cim dobijete u
nekoj igri odmah odustajete od daljnje igre.

(a) Pokazite da je Vas ukupni dobitak 1 kn s vjerojatnoséu 1.

(b) Nadite o¢ekivani iznos oklade kojom dobivate.
Nadalje, pretpostavite da je najveé¢a dopustena oklada jednaka 2° kn, L € N.

(c) Koliki je ocekivani dobitak kada prestajete s igrom.

Rjesenje: Stavimo 7" := {broj igara do prvog dobitka}.

(a) Ocito P(T =n) = ¢q"'p, n € N. Dakle, T ~ G(p). Nadalje, oklada u
T-toj igri je 277! kn te bududi da u toj igri pobjedujete, dobivate 271
kn. S druge strane, gubitak do tada je 3., 2¥=1 = 271 — 1. Bududi
da je P(T < 00) = > °7 | P(T = n) = 1, s vjerojatnos¢u 1 dobivate 1

n=1
kn.
(b) Dobitna oklada iznosi 27! kn. Sada imamo
EQ" )= 2" p=p> (29" = o0,
n=1 n=1

zbog 2q > 1.
(c) Dobivate 1 kn akoje 1 <T < L+41 (271 = 2%), a gubite S°r_, 2 ako
je T > L+ 1. Slijedi da je ocekivani dobitak v jednak
L
y=P(T <L+1)- <22k> P(T > L +1)
k=0
— 1 gkt (2B )ttt
=1 —(2¢)".
Dakle, zap=q=1/2,v=0,tezap < 1/2, v < 0. Takoder, za vec¢i L

imamo veéi oc¢ekivani dobitak.
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4.5 Uvjetne distribucije

Neka je X diskretna slu¢ajna varijabla na izmjerivom prostoru (€2, F) s vri-
jednostima u skupu D = {ay, as, ... }. Distribucija slu¢ajne varijable X ovisi
o vjerojatnosti P koju imamo na (2, F): F(z) =P(X < z), f(z) =P(X =
x). Zamjenimo li vjerojatnost P nekom drugom vjerojatnoséu na (92, F),
promijenit ¢e se distribucija slucajne varijable X. Tipicna situacija je slje-
deca: neka je B € F takav da je P(B) > 0. Promatramo uvjetnu vjerojatnost
Pg. Distribucija sluc¢ajne varijable X uz vjerojatnost Pp naziva se uvjetna
distribucija od X uz dano B. Preciznije, imamo sljede¢u definiciju.

Definicija 4.49 Neka je X diskretna slucajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P) s vrijednostima u skupu D = {aq,aq,...} te neka je B
dogadaj iz F takav da je P(B) > 0. Uvjetna funkcija distribucije od X uz
dano B je funkcija F(- | B) : R — [0, 1] definirana sa

F(z|B)=P(X <z |B)=Ps(X<z), z€R.

Uvjetna diskretna funkcija gustoée od X uz dano B je funkcija f(- | B) :
R — [0, 1] definirana sa

flo|B)=P(X =x|B)=Py(X =2), acR.

Definicija 4.50 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
f. Nadalje, neka je B € F takav da P(B) > 0 i neka je f(-|B) uvjetna
funkcija gustoce od X. Ako vrijedi ) |z|f(x|B) < oo, definiramo uvjetno
ocekivanje od X uz dano B kao E(X|B) := Y pzf(z|B).

Uocimo, ako postoji E(X), tj. > .r |7|f(x) < 0o, onda postojii E(X|B),
tj. > .er 2] f(2|B) < oco. Zaista,

PH{X =x2}NnB
S elelB) = o .

1
< BB > JxlP(X = )

zeR

_ ﬁz 2l ().

z€eR
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Teorem 4.51 Neka je {H; : i € I} potpun sustav dogadaja te neka je X
diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f, koja ima ocekivanje. Tada

je
= P(H,)E(X|H,).

el

Dokaz: Kako E(X|H,), i € I, postoje, imamo

S PH)E(X|H) =) P(H)> af(x|H)=> P(H)Y aP(X =z|H,)

el el zeR el zeR
=> 2> PH)P(X =z|H) =) aP(X =
zeR i€l z€eR
= af(2) =
zeR

O

Kao posljedicu Teorema 4.51 zakljucujemo da ze B € F takav da 0 <
P(B) < 1 imamo

E(X) = P(B)E(X|B) + P(B°)E(X|B°).

Primjer 4.52 Bacamo nov¢i¢. Vjerojatnost glave je p. Promatramo nizove
glava, odnosno nizove pisama. Prvi niz moze biti niz pisama ili niz glava.
Oznac¢imo s R, duljinu n-tog niza. Pokazimo da za sve k,j € N vrijedi
E(Rak+1) > E(Ry;) uz jednakost ako i samo ako p = ¢ = 1/2.

RjeSenje: Neka je X broj glava prije pojave prvog pisma. Tada, P(X =
k) = pFq, k > 0. Izra¢unajmo E(X). Primjenom Teorema 4.36 lagao dobi-
jemo E(X) = p/q. Ovdje dajemo alternativni dokaz, temeljen na uvjetnim
distribucijama. Stavimo G := {prvo bacanje je glava}. Uz dano G, neka je
X’ broj glava prije pojave prvog pisma. Dakle, P(X' = k) = p*q = P(X = k),
k > 0. Nadalje, uo¢imo da je uvjetno na G, X =1+ X’ te uvjeto na G° je
X = 0. Sada imamo

E(X) = P(G)E(X|G) + P(G)E(X|G¢) = p(1 + E(X")) = p + pE(X).

Dakle, E(X) = p/q. Sli¢no, ako je Y broj pisama prije pojave prve glave,
onda imamo E(Y) = ¢/p.
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Nadalje, uo¢imo da je Rop.1 niz glava ako i samo ako je prvo bacanje
glava. Slijedi

E(Rart1) = P(G)E(Rox11|G) + P(G)E(Rak41/G°)
= pE(Ro41|G) + qE(Rak11|G°)
=pE(1+ X')+¢E(1+Y")

o

p  q

- = )

qg p

gdje je uz dano G°, Y’ broj pisama prije pojave prve glave. Sli¢no, Ry; je niz
glava ako i samo ako je prvo bacanje pismo. Slijedi

E(R;) = P(G)E(Ry|G) + P(G)E(Ry;|G%) = pE(Ry;|G) + qE(R2;|G)
=pE(1+Y’) +q¢E(1+ X") :p(1+]%) +q (1+§) = 2.

Dakle, E(Rai41) > E(Ry;) i lako se vidi da se jednakost postize ako i samo
akop=q=1/2.

4.6 Nizovi distribucija

Definicija 4.53 Neka je X slucajna varygabla s funkcijom distribucije F,
definirana na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P). Oznacimo s Cg skup svih
tocaka u R u kojima je F' neprekidna. Niz funkcija distribucije (F,)nen kon-
vergira funkciji distribucije F' ako vrijedi

F(z) = lim F,(z), z € Cp.
n—oo
Niz slucagnih varijabli (X,)nen konvergira po distribuciji slucajnoj varijabli

X ako niz pripadnih funkcija distribucije konvergira funkciji distribucije od

X.

Propozicija 4.54 Neka je X slucajna varijabla i (X,)nen niz slucagnih va-
rijabli s funkcijama distribucije F' i (F,)nen, funkcijama gustoée f i (fu)nen
te vrijednostima u Z,.. Tada,

F(z) = lim F,(z), z € Cp,

n—o0
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ako
f(z) = lim f,(x), z € R.

n—oo

Dokaz: Uocimo prvo da je f(x) = 0 za z € {0,1,...}° C Cx. Kako je
F(i[}) = Zygz f(y) 1 Fn(]}) = Zyggg fn(y)a Imamo

lim F(o) = lim Y fuly) =) lm fuly) =) fly) =F(z), €k

y<z y<z y<wz

gdje smo u drugom koraku iskoristili ¢injenicu da baratamo kona¢nom su-
mom. O

Primjer 4.55 Gledamo slu¢ajnu permutaciju skupa {1,...,n}. Neka je X,
broj fiksnih toc¢aka permutacije. Odredimo distribuciju od X,,. Imamo

P(X,=r)= (n>P({odabranih r toCaka su fiksne tocke})
r

P({preostalih n — r to¢aka nema fiksne tocke})

n 1 — 1
(r)n-n(n—r—i—l)g( )k:!
1 — 1

:ﬁ <_1)kg> r= 07 , 1,
k=0

, T A
B PO =) =5 ) (0 = e

iz. ¢ega zakljucujemo da niz {X, },en konvergira po distribuciji Poissonovoj
sluc¢ajnoj varijabli s parametrom 1.

Teorem 4.56 (Zakon rijetkih dogadaja) Neka je za svakin € N | X, ~
B(n,pn), 0 < p, <1, takva da X := lim,_,o. np, € (0,00). Tada niz (X,)nen
konvergira po distribuciji Poissonovoj slucajnoj varijabli s parametrom \.
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Dokaz: Po Propoziciji 4.54 dovoljno je pokazati da vrijedi

. N
lim P(X,, = k)

= e
n—o0 k! ’

k=0,1,...
Rac¢unamo,

P, = 1) = (| Jsh o

_ n...(n_k+1) (npn)k (1_%>nk

nk k! n
1 kE—1 (npn>k npn\" -
—1(1==).- (1= (1——) 1—p,) "
( n) < n ) k! n (1=pn)
Sada pusStajuc¢i n — oo, tvrdnja slijedi. O

4.7 Nejednakosti

Teorem 4.57 Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f
i neka je h: R — [0,00) funkcija. Tada za svaki a > 0 vrijedi

E(h(X))

P(h(X) >a) < "

(4.5)
Dokaz: Vrijedi

ER(X)] = > h@)f(x) > W) f(z) > Y af(x)

otkud odmabh slijedi tvrdnja.
Alternativni dokaz: Prvo uo¢imo da je

P(h(X) > a) =E(lpxza)) 1 W(X) = algnx)zay
Sada, zbog monotonosti ocekivanja, imamo

E(h(X)) = E(al{nx)za}) = aE(Linx)2a}) = aP(A(X) > a).
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O

Ako u Teoremu 4.57 stavimo h(z) = |z|, dobijemo tzv. Markovljevu
nejednakost:
E(X1)

a

P(|X| >a) <

, a > 0.

Ako uzmemo h(z) = (z—E(X))?, onda, za a > 0, dobijemo tzv. Cebisevljevu
nejedakost:

E((X —E(X)?) _ Var(X)

a? a?

P(IX ~ E(X)| > a) = (X — E(X))’ > ) <

Uocite da alternativni dokaz nejednakosti (4.5) ne koristi pretpostavku da
je X diskretna slu¢ajna varijabla. Kasnije u tekstu (vidi Teorem 6.22 (iii)),
istu nejednakost dokazat ¢emo i za apsolutno neprekidne slu¢ajne varijable.
Nejednakost vrijedi i opéenito za sve slucajne varijable, Sto ¢emo iskoristiti u
sljede¢em korolaru. Za diskretne slucajne varijable rezultat kaze da ako je X
nenegativna, diskretna i EX = 0, onda je X identicki jednaka nuli. Zaista,
ako je X € D = {ay,a9,...} 10 =EX = ZajeD a;p;, onda je a;p; = 0 za
sve j, otkud p; = 0 ako je a; > 0 pa zato X = 0.

Korolar 4.58 (i) Ako je X > 0 slucajna varijabla takva da je EX = 0,
onda je P(X =0) = 1.

(i1) Ako je X slucajna varijabla takva da je Var(X) = 0, onda postoji ¢ € R
takav da je P(X =¢) = 1.

Dokaz: (i) Po Markovljevoj nejednakosti za svaki n € N vrijedi
P(X >1/n) <nEX =0.
Zato je
P(X >0) =P(U, {X >1/n}) <D P(X >1/n) =0,
n=1
odnosno P(X =0) = 1.
(ii) Stavimo Y = (X — EX)2 Po pretpostavci je EY = Var(X) = 0 pa iz

dijela (i) slijedi da je P(Y = 0) = 1. Toznac¢idajeuzc=EX, P(X =¢) = 1.
O
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4. Slucajne varijable 97

Primjer 4.59 Broj tjednih proizvoda u tvornici je slucajna varijabla X s
oc¢ekivanjem 50. Ocijenimo P(X > 75). Imamo P(X > 75) < E(X)/75 =
2/3.

Ako je pripadna varijanca 25, ocijenimo P(40 < X < 60). Imamo P(|X —
50| > 10) < Var(X)/100 = 1/4, odnosno P(40 < X < 60) > 3/4.
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Poglavlje 5

Slucajni vektori: nezavisnost i
zavisnost

5.1 Slucajni vektori

Primjer 5.1 Tri kuglice su na slucajan nacin izvucene iz kutije koja sadrzi
tri crvene, Cetiri bijele i pet plavih kuglica. Neka X ozacava broj crvenih
izvucenih kuglica, a Y broj bijelih. Odredimo P(X =4,V =j) =P({w € Q:
Xw)=i}N{we:Y(w)=4}),4,j=0,...,3.

Rjesenje: Imamo

() 20
P(X =0,Y =1) = (1()12()2) B 242007

()~ 220°

oy ) 4
P(X_O,Y_S)—®—220,
iy WE) 80
P(X =1,Y =0) = @ ~ 20

98



5. Slucajni vektori: nezavisnost i zavisnost 99

() 220
P(X=1Y =2) = (2)132(;2‘) _ %
P(X =2, = 0) = (3;)132()?) _ 212507
P(X =2,V =1) = (%)132()1‘) B %
P(Xz?),y:o):%:ﬁ'

Gornje vrijednosti mozemo zapisati i tabli¢no:

X\Y |0 1 2 3|PX=1)
4

0 10 40 30 84

220 220 220 220 220

1 30 6 18 108

220 220 220 220

15 12 27

2 520 20 O 0 220

1 1

3 w0 0 0 0 220
| s m2 oas 4

PY =7) | 26 20 220 22 1

Uo¢imo da P(X =14,V =j) # P(X =9)P(Y =j) zai,j=0,...,3.

Definicija 5.2 Neka su X @Y dvije diskretne slucajne varijable definirane
na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P). Uredeni par (X,Y") zove se dvodimen-
zionalni (diskretni) sluc¢ajni vektor.

Uoc¢imo da je (X,Y) : Q — R? preslikavanje s prostora elementarnih
dogadaja Q u R? te da postoji prebrojiv skup D = {(x1,y1), (z2,%2),...} C
R? takav da P((X,Y) € D) = 1. Naime, ako su Dx i Dy (prebrojivi) skupovi
vrijednosti od, redom, X i Y, onda je D C Dx x Dy. Nadalje, zasve 7,7 € N
vrijedi

{(XY) = (z3,95)} = {w € Q1 (X (), Y(w)) = (1, 95)}
={we: X(w) =z} N{weN:Y(w) =y}
:{X:xl}ﬂ{Y:yy}Ef
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Ako su Xi,..., X, diskretne slucajne varijable definirane na vjerojat-
nosnom prostoru (€2, F,P), na analogan nacin definiramo n-dimenzionalni
(diskretni) slucajni vektor (Xi,...,X,).

Kod sluéajnih vektora najvaznije pitanje je veza (meduzavisnost) slucaj-
nih varijabli.

Definicija 5.3 Neka je (X,Y) dvodimenzionalni diskretni slucajni vektor de-
finiran na vjerojatnosnom prostoru (§2, F,IP). Diskretna funkcija gustoce
slucajnog vektora (X,Y) (ili zajednicka funkcija gustoce diskretnih slucajnih
varijabli X 1Y) je funkcija f : R? — [0, 1] definirana s

flz,y) =P(X =2,V =y).

Neka je D = {(z;,y;),%,j > 1} skup vrijednosti od (X,Y) te neka su Dy
i Dy skupovi vrijednosti od, redom, X i Y. Tada vrijedi

flz,y) = { P(X =2,Y =y;), (z,y) = (2, y;)

0, inace.

Nadalje, uoc¢imo
(i) vrijedi

2 Sy = ) flwy)= ) ) BE=wnY=y)

(z,y)ER? (x4,y5)€D z;€Dx y;€Dy
=Y Px=u1)=1
:EZ'GDX

P(X,Y)e () = P{we: (X(w),Y(w)) €C})
= j{: f x y jg: cf xulh
(z,y)eC (z4,y5)€C

(iii) ako su fx i fy funkcije gustoce od, redom, X i Y, onda vrijedi
=> fly) 1 A=) fy).
yeR x€ER
Zaista,

Y flay) =) PX =Y =y)=P(X =2)= fx(x),

yeR yeR
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5. Slucajni vektori: nezavisnost i zavisnost 101

gdje smo u drugom koraku koristili ¢ijenicu da je {Y = y},ecr potpun sustav
dogadaja. Analogno slijedi i druga relacija. U ovom kontekstu se funkcije
fx 1 fy zovu marginalne funkcije gustoce od (X,Y).

Neka je (X,Y) dvodimenzionalni diskretni slucéajni vektor definiran na
vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) te neka je g : R*> — R neka funkcija.
Tada je dobro definirano preslikavanje Z := go (X,Y) = g(X,Y) : Q@ — R.
Stovise, Z je diskretna slucajna varijabla. Pripadna funkcija gustoée f je
dana s

f2(2) =Pg(X,Y)=2)= > [f(x,y).

(z,y)ER?
g(z,y)==2

5.2 Nezavisnost

Neka je (X,Y") dvodimenzionalni diskretni slu¢ajni vektor s funkcijom gutoce
f imarginalnim funkcijama gustoce fx i fy. Uoc¢imo da opéenito marginalne
funkcije gustoce ne odreduju jedinstveno fukciju gustoce (distribuciju).

Primjer 5.4 Neka su dvodimenzionalni diskretni slucajni vektori (X,Y) i
(U, V') dani, redom, sljede¢im tablicama:

X\Y |0 1]fx U\V|0 1] fs
o [ 32 o |13
U5 5 3 L 10 5] 3
frl: )1 fv |1 21

Slucajni vektori (X, Y') i (U, V') o¢ito imaju iste marginalne funkcije gustoce,

fx = fuify = fv,dokje fixy)# fov)

Specijalan sluc¢aj u kojem marginalne funkcije distribucije na jedinstven
nac¢in odreduju funkciju distribucije je nezavisnost.

Definicija 5.5 Neka su X 1Y diskretne slucajne varijable definirane na vje-
rojatnosnom prostoru (0, F,P), s funkcijama gustoce fx i fy. Nadalje, neka
je [ funkcija gustoée od (X,Y). KaZemo da su X i Y nezavisne ako vrijedi
flx,y) = fx(z)fy(y) za sve z,y € R. Ekvivalentno, X 1Y su nezavisne ako
jeP(X =2,Y =y) =P(X =2)P(Y =y) za sve x,y € R.
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Analogno kao u gornjoj definiciji, kazemo da su diskretne slucajne va-

rijable X3,..., X, definirane na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) neza-
visne ako P(X; = x1,..., X, = z,) = P(X; = 21)---P(X,, = x,) za sve
x1,...,x, € R Takoder, beskonacna (prebrojiva ili neprebrojiva) familija

diskretnih slucajnih varijabli (X;);e; definiranih na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) je nezavisna ako za svaki konacan F C [,

]P’(ﬂ{Xi—xi}> =[[P(Xi=2), xeR,icF.

i€F iEF
Teorem 5.6 Neka su X 1Y diskretne slucajne varijable definirane na vje-
rojatnosnom prostoru (2, F,P).

(a) Slucajne varijable X iY su nezavisne ako i samo ako P(X € A)Y €
B)=P(X € A)P(Y € B) za sve A,B CR.

(b) Ako su X i Y nezavisne, onda su g(X) i h(Y') takoder nezavisne za
proizvoljne funkcije g, h : R — R.

(¢c) Neka su Xi,...,X, nezavisne diskretne slucajne varijable te neka su
g:R™ =R ih:R"™™ — R dvije funkcije. Tada su slucajne varijable
9( X1, Xm) 1t h( X1, ..., X)) takoder nezavisne.

Dokaz:
(a) Dovoljnost je o¢ita (uzmemo A = {z} i B = {y}). Pokazimo nuznost.
Neka su A, B C R proizvoljni. Imamo,
P(X €AY €B)=) P(X=1Y =y)

€A
yeB

= P(X =2)P(Y =y)

=P(X € A)P(Y € B).

(b) Neka su g,h : R — R neke funkcije. Za fiksne u,v € R stavimo A :=
g '{up) ={reR:gx)=u}liB:=h'{v}) ={r eR: h(x) =0}

Sada imamo

P(g(X) = u, h(Y) = v)

P(X € AY € B)
P(X € A)P(Y € B)
P(g(X) = wP(g(Y) = v).
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(c) Ocito, (X1,...,Xmn) 1 (Xma1,.-.,X,) su diskretni slucéajni vektori te
su g(Xq,...,Xm) 1 A( X1, ..., X,) diskretne sluc¢ajne varijable. Za
x,y € R imamo

P(g(Xy,...,Xn) =2, M( Xpi1,..., X0) =9)
=P((X1,..., Xn) €97 ({2}), Kt Xa) €07 ({y})
P((X1,...,Xa) € g ({z}) x ™' ({u})),

g {2} x h {y}y) = {(21, ..., 2,) ER™ : (21,...,20) € g ({2}),
("Em-i-la cen >$n) € h_l({y})}'

P(Q(Xh e ,Xm) =, h(Xm—i—la s 7Xn) = y)

= > P((X1,..., X0) = (21,...,20))
(21,-2n) €9 ({2 }) x ™1 ({y})

- Z P(X:=21,...,X, = 2,)
(21,-2n) €9~ ({z}) xh 1 ({y})

— > P(X,=2) - P(X, = 2,)

(21,20)€97 ({2 xh ™ ({y})

- > > P(X)=2) - P(X, = z,)

P(( X1 Xn) = (Zmgts s 2n))
(zmt150520) R~ ({y})
=P((X1,..., Xn) € g7 ({2})P(Xina, - X)) € H71({y)))
=P(g(Xy, ..., Xn) = 2)P(W( Xpi1,- .-, Xn) = y).
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Primjer 5.7 Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable ¢ije su distribucije

dane s
-1 1 . -1 1
XN(l—a a) ' YN(l—b b>’
gdje su a,b € [0,1]. Nadalje, definirajmo Z := cos((X + Y)7r/2). Pokazimo

da postoje jedinstvene vrijednosti a,b € (0,1) takve dasu X 1 Z te Y i Z
nezavisne. Jesu li u tom slucaju X, Y i Z nezavisne?

Rjesenje: Prvo uoc¢imo da Z poprima samo vrijednosti 1 ili —1. Sada imamo

P(Z=1)=P(X+Y =0)=a(l—0b)+(1—a)b
PZ=-1)=PX+Y =2)+P(X+Y =-2)=ab+ (1 —a)(1l—-0).

Dakle, mora vrijediti

a(l—0b) =a(a(l —b)+ (1 —a)b)
ab=a(ab+ (1 —a)(1 —1))
(1—a)b=(1-a)a(l—-0)+(1—a)b)
(I1—a)(1=b)=(1—a)(ab+ (1 —a)(l—1D)).
Rjesavajuéi gornje jednadzbe zakljuc¢ujemo da su X i Z nezavisne ako i samo
ako b =1/2. Analogno, Y i Z su nezavisne ako i samo ako a = 1/2.

Konacno, u sluéaju a = b = 1/2, X, Y i Z nisu nezavisne. Naime,

0=PX=1Y=12=1)#£PX =1DPY =1P(Z=1) =1/8.

Primjer 5.8 Nekasu X ~ G(A\) 1Y ~ G(u) nezavisne, gdjesu 0 < A\, p < 1.
Odredimo funkciju gustoée od Z := min{X,Y}.
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Rjesenje: Za n € N imamo
P(Z>n)=PX >nY >n)=P(X >n)PY >n)=(1-N)"(1—pn"

Dakle,

P(Z=n)=P(Z>n-1)-P(Z >n) = (1-N)(1-u)" " (1-(1=N)(1-p)),

iz ¢ega zakljutujemo da je Z ~ G(1 — (1 — X\)(1 — u)).

Teorem 5.9 Neka su fi,..., f, diskretne funkcije gustoce. Tada postoji vje-
rojatnosni prostor (0, F,P) i nezavisne slucajne varijable Xy, ..., X,, defi-
nirane na (Q, F,P), ¢ije su funkcije gustoée upravo, redom, fi,..., fpn.

Dokaz: Za i = 1,...,n stavimo D; := {z € R : f;(z) > 0}. Po pret-
postavci Dy, ..., D, su najvise prebrojivi skupovi. Sada, definirajmo €2 :=
Dy x -+ x Dp, F :i=P(Q), Pw}) = fi(wr) - fulwn) te Xi(w) = w; za
w=(wg,...,wy) € Qii=1,...,n. Dakle, (Q2,F,P) je dobro definiran
vjerojatnosni prostor i X1, ..., X, su dobro definirane diskretne slucajne va-
rijable na (2, F,P). Provjerimo da je funkcija gusto¢e od X; upravo f;,
1=1,...,n. Imamo,

P(X;, =2)=P{w € Q: X;(w) = z})
=PH{we:w =21}

=Y filwn) - fir(@i) fil@) firpa(@irn) -+ falwn)

we
wi=x

= fi(z).
Konacno, provjerimo nezavisnost od Xy, ..., X,. Imamo,

PX=x,...,.X,=2,) =P{weQ: X;(w)=a;, i=1,...,n})
=PH{weQ:iw =1, i=1,...,n})

= fi(@1) - falzn)
=P(X; =21) - P(X,, = z,).
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5.3 Ocekivanje

Neka je (X,Y) dvodimenzionalni diskretni slucajni vektor definiran na vje-
rojatnosnom prostoru (€, F,P), g : R — R neka funkcija te Z := g(X,Y).
Tada je Z diskretna sluc¢ajna varijabla pa je po definiciji matematickog oce-
kivanja
E(Z)=) P(Z=2)=) =fz(z) =) Pg(X,Y)=2),
z€R z€R z€R

ako Y, g |2|P(9(X,Y) = 2) < co. Medutim, gornju formulu nije uvijek lako
primijeniti, buduéi da zahtijeva racunanje funkcije gustoce sluc¢ajne varijable
7. Umjesto nje pogodnija je sljedeca formula.

Teorem 5.10 Neka je (X,Y) dvodimenzionalni diskretni slucajni vektor s
funkcijom qustoée f te neka je g : R? — R neka funkcija. Ako suma

> gz y)lf(a,y) < oo,
(z,y)€R?

onda je

E(g(X,Y)= > gx,y)f(z.y).

(z,y)€R2
Dokaz: Neka je g(X,Y)(Q) = {g1,92,...} skup vrijednosti od g(X,Y).
Stavimo A; := {(z,y) € R? : g(z,y) = ¢;}, j € N, 1 Z := g(X,Y). Sada
imamo

P((va)EAj):P(g(X’Y>:gj):fZ(gj)v jGN,

gdje je fz funkcija gustoée od Z. Takoder, uo¢imo da po pretpostavci

> lgilfz(gy) < 0.

9;€9(XY)(Q)
Dakle,
EgX.Y) = Y gfzie)= >  gPUXY)=g)
97€9(X.,Y)(Q) 9;€9(X,Y)(2)
= Y gP(X,Y)ed)= > g Y. fly
9;€9(X.,Y)(Q) gi€IXY)Q)  (wy)EA,
= > Y g@yfEy) = > 9@y fley).
9;€9(X,Y)(Q) (z,y)€EA; (z,y)€R?
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Korolar 5.11 Neka su X 1Y dvige diskretne slucajne varijable te neka su
a,b € R. Ako slucajne varijable X i Y imaju matematicko ocekivanje, onda
1 slucagna varijabla aX 4+ bY 1ma matematicko ocekivange i vrijedi

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).

Dokaz: Neka je f funkcija gustoée od (X,Y) te neka su fx i fy, redom,
funkcije gustoce od X i Y. Tada po Teoremu 5.10, za g(z,y) = ax + by,
imamo

E(@X +bY) = Y (az +by)f(z,y)

(z,y)ER?
=a Y af(@y)+b Y yf(z,y)
(z,y)€R? (z,y)ER?
zeR  yeR yeR  zeR
= afoX(a:) + bzny(y)
z€R y€eR

= aE(X) + bE(Y).

Primjer 5.12 Rijesimo sada Primjer 4.45 alternativnim nac¢inom. Prisje-
timo se, kutija sadrzi n kuglica numeriranih brojevima 1,...,n. Iz kutije se
izvuce kuglica, zabiljezi njen broj te vrati u kutiju. Postupak se ponavlja
sve dok ne budu zabiljezeni svi brojevi. Neka je R slucajna varijabla koja
oznacava broj izvlacenja potrebnih da se zabiljeze svi brojevi. Treba odrediti
E(R).

Rjesenje: Stavimo

Ty := {broj izvlacenja potrebnih za prvi broj}

T5 := {daljnji broj izvla¢enja potrebnih za novi razli¢iti broj}
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te, induktivno,
Ty := {daljnji broj izvla¢enja potrebnih za k-ti razliciti broj}.

Prvo uoc¢imo da je 77 = 1. Nadalje, za » > 1 imamo

0= () ()
P(T, =r) = (k‘;l)rl (1— k‘;l)

Dakle, T, ~ G(1 — (k—1)/n) za k = 1,...,n, iz ¢ega zkljucujemo E(T}) =
n/(n — k + 1). Kona¢no, bududi je R = _;_, T}, imamo

E(R)=> E(T}) = "Zn—;k:ﬂ = nZ%
k=1 k=1 k=1

Tipi¢na primjena Korolara 5.11 je sljedec¢a: neka je {41, ..., A, } familija
dogadaja. Stavimo X; :=14,,i=1,...,n, te

X := broj A;-ova koji su se dogodili.
Ocito, X =3 " | X;. Dakle, E(X) =>" | E(X;) = > | P(A,;). Specijalno,
ako je X ~ B(n,p) i A; := {uspjeh u i-tom pokusu}, i = 1,...,n. Tada,
P(A;)) =pzasvei=1,...,n, te E(X)=np.

Definicija 5.13 Neka su X 1Y dvije diskretne slucajne varijable. Zajednicki
momenti od X 1Y definiraju se s

pi =E(XYY),  ijeN,
kadgod postoje.

Uoc¢imo, po Teoremu 5.10,

Hij = Z o'y f(x,y),

(z,y)ER?

gdje je f funkcija gustoce od (X,Y).
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Lema 5.14 Neka su X @Y dvige diskretne slucajne varijable takve da je
E(X?) < 0o i E(Y?) < co. Tada vrijedi:

(a) E(]XY]) < 0.
(b) (Cauchy-Schwartzova nejednakost) |[E(XY)| < E(X?)V2E(Y?)Y/2,

(c) U gornjoj relaciji jednakost se postize ako i samo ako su X 1Y koline-
arne, tj. postoji A € R takav da P(Y =AX)=1iliP(X =)\Y) = 1.

Dokaz: (a) Neka je f funkcija gustoce od (X,Y") te neka su fy i fy, redom,
funkcije gustoée od X i Y. Imamo,

E(XY)= ) l|ellylf(z,y)

(z,y)€R?

= > (alf@y)2)ylf(z.y)?)
(z,y)€R?

< Z |2 f (z,y) Z 2 f(z,y)
(z,y)ER? (z,y)ER?

= Y JaPfx(@) [ Iyl (y)
zeR yeER

= VE(X?)VE(Y?) < oo,

gdje smo u prvom koraku koristili Teorem 5.10, a u tre¢em koraku Cauchy-
Schwartzovu nejednakost (za kona¢ne sume, odnosno redove).

(b) Buduéi da je po dijelu (a) E(|]XY]) < oo, mozemo primjeniti Teorem
4.34 i zakljuciti da je |[E(XY)| < E(]XY]). Trazena nejednakost sada slijedi
iz dokaza dijela (a).

U nastavku dajemo alternativni dokaz Cauchy-Schwartzove nejednakosti
iz kojeg ¢e odmah slijediti i dio (¢). Uo¢imo prvo da za svaki A\ € R vrijedi
(X+AY)? < 2(X24+X2Y?). Odavde, iz pretpostavke E(X?) < 0o, E(Y?) < oo
i linearnosti o¢ekivanja slijedi da je E(X +\Y)? < oco. Buduéi da je po dijelu
(a) E(XY) dobro definirano, imamo

0<E(X +AY)2=E(X)2+2EXY)+NE(Y?), MeR.

Ako je E(Y?) # 0, gornja nejednakost kaZe da je kvadratna funkcija po A
svuda nenegativna, pa joj je diskriminanta nepozitivna. Zakljucujemo da je
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(2E(XY))? < 4E(X?)E(Y?) sto dokazuje tvrdnju. Ako je E(Y?) = 0, tvrdnja
je trivijalna (jer je tada P(Y = 0) = 1).

(c) Iz dokaza dijela (b) vidimo da u sluéaju E(Y?) # 0 jednakost vrijedi ako
i samo ako postoji A € R takav da je E(X + A\Y)? = 0. Zadnja jednakost
ekvivalentna je s P(X +AY = 0) = 1, odnosno P(X = —\Y) = 1. U slucaju
E(Y?) = 0 o¢ito vrijedi P(Y = AX) =1za A =0. O

Definicija 5.15 Neka su X 1Y dvige diskretne slucajne varijable takve da
E(X?) < 0o i E(Y?) < co. Kovarijanca od X ¢ Y definira se kao

Cov(X,Y) == E(X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

Uoc¢imo da je kovarijanca dobro definirana (tj. postoji o¢ekivanje na desnoj
strani) zbog Leme 5.14.

Teorem 5.16 Neka su X @ Y dvije diskretne slucajne varijable takve da
E(X?) < 0o i E(Y?) < 0o te neka su a,b,c,d € R. Tada vrijedi

(i) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y);

(11) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y).
Dokaz:

(i) Imamo,

Cov(aX +b,c¢Y +d) =E((aX +b—aE(X) = b)(cY +d — cE(Y) — d))
= acE((X - E(X))(Y - E(Y)))
= acCov(X,Y).

(ii) Imamo,

Var(X +Y)

=E(X+Y —E(X +Y))?)

= E((X - E(X))* +2(X - E(X))(Y —E(Y)) + (Y - E(Y))?)
= Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
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Teorem 5.17 Neka su X @Y dvije nezavisne diskretne slucajne varijable
takve da E(|X]) < oo 1 E(|Y]) < oo. Tada je E(|XY|) < 00 i E(XY) =
E(X)E(Y).

Dokaz: Neka je f funkcija gustoc¢e od (X,Y) te neka su fx i fy, redom,
funkcije gustoc¢e od X i Y. Imamo

E(XY))= Y |allylf(@y) = Y |=llylfx(@)fy(y)

(z,y)ER? (x,y)€R2
= Jalfx @)D ylfy(y) = E(IXDE(JY]) < oo
z€R y€R

Zato postoji matematicko ocekivanje produkta XY te analogno dobivamo,

E(XY) = Z vy f(z,y) = Z vy fx (@) fy (y)

(z,y)€ER? (z,y)ER2
=S afx(@) S yhv(y) = E(XOE(Y).
zeR yeR

O

Uoc¢imo da iz prethodnog teorema slijedi da ako su X i Y dvije nezavisne
diskretne sluc¢ajne varijable s kona¢nim ocekivanjima, onda ima smisla pro-
matrati njihovu kovarijancu ¢ak iako one nuzno nemaju konacne druge mo-
mente. Stovige, prethodni teorem implicira da je u toj situaciji Cov(X,Y) =

0.

Definicija 5.18 Ako je Cov(X,Y) = 0, onda kaZemo da su X i Y nekore-
lirane. Ako je E(XY') =0, onda kaZemo da su X 1Y ortogonalne.

Uoc¢imo, X 1Y su nekorelirane ako i samo ako su X —E(X)iY —E(Y)
ortogonalne.

Definicija 5.19 Neka je X diskretna slucajna varijabla definirana na vjero-
jatnosom prostoru (Q, F,P), s funkcijom gustoce f. Slucajna varijabla X je
simetricna ako P(X = z) = P(X = —x) za sve z € R. FEkvivalentno, X je
simetricna ako f(x) = f(—x) za sve x € R.

U Teoremu 5.17 je pokazano da nezavisnost dviju slucajnih varijabli pov-
la¢i njihovu nekoreliranost. Medutim, obrat ne vrijedi.
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Primjer 5.20 Neka je X simetri¢na diskretna slucajna varijabla takva da
E(|X|?) < co. Definirajmo Y := X2, Imamo

E(X) =) aP(X =)

= ZxIP’(X = 1) +ZxP(X = 1)

= Z(—x)IP’(X =—z)+ ZxIP’(X =)
=—> aP(X =z)+ ) 2P(X =x)
=0.

Dakle, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY). Medutim, buduéi je X
simetri¢na slucajna varijabla, analogno kao i gore zaklju¢ujemo E(XY) =
E(X3) = 0. Dakle, X i Y su nekorelirane. S druge strane, ako ne postoji
7o € R takav da je P(X? = z2) = 1, onda imamo

0=P(X =2,Y #2%) #P(X = 2)P(Y # 27
za svaki x € R takav da P(X = z) > 0. Dakle, X i Y nisu nezavisne.

Kovarijanca slucajnih varijabi X i Y je odredena mjera njihove zavisnosti.
Medutim, Cov(X,Y’) ovisi o skali od X i Y. Primjerice, ako umjesto X i
Y gledamo aX i Y, a € R, onda je Cov(aX,Y) = aCov(X,Y), dok je,
intuitivno, zavisnost ostala ista. Shodno tome, uvodimo sljede¢u definiciju
mjere zavisnosti slu¢ajnih varijabli koja ne ovisi o skali.

Definicija 5.21 Neka su X 1Y dvije diskretne slucajne varijable takve da
E(X?) < 00 i E(Y?) < co. Korelacija (ili koeficijent korelacije) od X 1Y se
definira kao
Cov(X,Y
p(X,)Y) = ( ) :
\/Var(X)y/Var(Y)

Teorem 5.22 Neka su X 1Y diskretne slucajne varijable takve da je E(X?) <
o0 i E(Y?) < oo te neka je p(X,Y) njihov koeficijent korelacije. Tada vrijedi:

(i) —1<p(X,Y) < 1;

© NS & ZV 28.01.2019.



5. Slucajni vektori: nezavisnost i zavisnost 113

(i) |p(X,Y)| = 1 ako i samo ako postoje a,b € R takvi da je P(Y =
aX +0b)=1;

(11i) ako su X 1Y nezavisne, onda je p(X,Y) = 0.

Dokaz: Stavimo ox := /Var(X) i oy := y/Var(Y).

(i) Imamo,
0 < Var (ﬁ . X) _ Var(X) | Var(y) |, Cov(X,Y)
ox Oy Ox oy oxOy

=2+4+2p(X,Y) =2(1 + p(X,Y)).

Dakle, p(X,Y) > —1. Analogno, iz

X Y
Var(———)Z()

ox Oy
zakljucujemo da je p(X,Y) < 1.

(ii) Ocito, p(X,Y) = 1 ako i samo ako Var(X/ox — Y/oy) = 0, $to je
ekvivalentno s egzistencijom ¢ € R takvim da

P(YZJ—YX—CO'y) —1.

0x

Analogno, p(X,Y) = —1 ako i samo ako postoji ¢ € R takav da

P (Y: —U—YX—i-cay) =1.

OXx

(iii) Tvrdnja slijedi izravno iz definicije korelacije.

Primjer 5.23 Neka je
X := broj fiksnih tocaka slu¢ajnih permutacija skupa {1,...,n}.
Odredimo E(X) i Var(X)
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RjeSenje: Za j = 1,...,n stavimo A; := {j je fiksna tocka} i X; := 14
Ocito, X = 77| X;. Nadalje, zai,j =1,...,n

G°

o (=10 1
P(X; =1)=P(4;) = =
(n—2)! 1
PX,X,=1)=P(X;=1,X,=1)=P(A4,NA;) = = )
Dakle, sluc¢ajne varijable X,..., X, nisu u parovima nezavisne. Imamo,

:jz";E(Xﬂ:
(i)@)g —E <ZX2+ZXX>

i#£]

Dakle, Var(X) = E(XQ) —E(X)?=1.

5.4 Zbroj slucajnih varijabli

Teorem 5.24 Neka su X 1Y duvije diskretne slucajne varijable s funkcijama
gustoce, redom, fx i fy. Nadalje, neka je f funkcija gustoée od (X,Y).
Definirajmo Z := X +Y. Tada je i Z diskretna slucajna varijabla c¢ija je
funkcija gustoce dana s

=Y fl@z—2) =) flz—y.)
z€R yEeR
Ako su X 1Y mezavisne, onda je
=Y Ix@fy(z—2)=> fx(z =) fr(y).
z€eR yeR

Dokaz: Ocito je Z diskretna sluc¢ajna varijabla. Odredimo pripadnu funkciju
gustoc¢e. Imamo,

f22)=P(Z=2)=P(X+Y =2)= Z flz,y) = Zf(x,z—x)
(z,y)ER? z€R
T+y==z
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U slucaju da su X i Y nezavisne, imamo f(x,z — z) = fx(x)fy(z — z).
Analogno se dokazuju druge dvije relacije. a

Primjer 5.25 (a) Neka su X, Xy ~ Go(p) nezavisne sluc¢ajne varijable

s vrijednostima u Z, = {0,1,2,...} (vidi pododjeljak 4.1.3). Vrijedi
P(X;=n)=(1—-p)"p,n=0,1,2.... Odredimo funkciju gustoce od
Z:=X1+ Xs. Zan=0,1,... imamo,

Zf)ﬁ sz n— SC Zle sz n— k) <n+1)p2(1_p>n.

zeR

Neka su Xi,..., X, ~ Go(p) nezavisne. Odredimo funkciju gustoce
od Z = X; + .-+ X,. Uoc¢imo da je jedna od mogucih realizacija
geometrijske sluc¢ajne varijable X; broj neuspjeha do prvog uspjeha u
nizu nezavisnih pokusa. Zato X7, X, ..., X, moZemo interpretirati na
sljededi nacin:

X, = broj neuspjeha do prvog uspjeha
Xy = broj daljnjih neuspjeha do drugog uspjeha

X, = broj daljnjih neuspjeha do r-tog uspjeha.
Uz takvu interpretaciju,
Z = broj neuspjeha potrebnih za r uspjeha.

[z Primjera 4.11 znamo da je Z ~ N(r,p) negativna biomna sluc¢ajna
varijabla. To sugerira da je funkcija gustoée od Z jednaka

e = ("I, nzo (5.1)

n
Dokazimo to sada formalno matematickom indukcijom. Za r =1, (5.1)
je ofito tofno. Pretpostavimo da (5.1) vrijedi za r > 1 i izra¢unajmo

funkciju gustoce sluc¢ajne varijable X7 +--- 4+ X, + X,11 = 2 + X,41.
Uoc¢imo prvo da su po Propoziciji 5.6 (¢), Z i X, nezavisne slucajne
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varijable. Neka je fz.x ., funkcija gustoée od Z + X, ;. Tada, za

n > 0 imamo

fZ+Xr+1 Z fZ er+1 )

z€R

- ZfZ er+1 k)

r+1

(c) Kona¢no, prisjetimo se Primjera 4.43 u kojem smo izrac¢unali oce-
kivanje i varijancu geometrijske sluc¢ajne varijable s vrijednostima u
N={1,2,...}. Po tom primjeru je E(X; +1) = 1/p te Var(X; + 1) =
(1 —p)/p*. Zato je E(X;) =E(X; +1)-1=1/p—1=(1—-p)/pi
Var(X;) = Var(X; + 1) = (1 —p)/p* j = 1,...,r. Upotrebom linear-
nosti oc¢ekivanja i Teorema 5.16 dobivamo

E(Z) = ril=p) i Var(X) = M

P p?

Primjer 5.26 Neka su X ~ B(n,p) i Y ~ B(m,p) nezavisne. Pokazimo da
je X+Y ~ B(n+m,p). Neka je fx.y funkcija gustoée od X +Y te neka su
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fx 1 fy, redom, funkcije gustoée od X i Y. Tada, zal=0,...,n+m imamo
Fxav(D) =) fx(@) fr(l - x)
zeR
!
=Y fx(k)fr(l— k)
k=0
l
_ k(1 _ \n—k I—k(q1 _ ym—I+k
= ; (k)p (1-p) (l k)p (1-p)

Propozicija 5.27 Neka su X,...,X,, ~ B(1,p) nezavisne. Tada je X; +
-+ X, ~ B(n,p).

Dokaz: Za k= 0,...,n vrijedi
N\ & n—k
PXi+-+Xo=k) = ( )p q,
Sto dokazuje tvrdnju. O
Primjenjuju¢i Teorem 5.6 (c) i Propoziciju 5.27, Primjer 5.26 mozemo
rijesiti alternativnim pristupom. Neka su Xi,..., X, ~ B(1,p). Tada je
Xi+--+ X, ~B(n,p), Xni1+ -+ Xpym ~ B(m,p) te su zbog Teorema

5.6 (c) to nezavisne sluc¢ajne varijable. Bududi da je X7 + -+ + X, ~
B(n + m,p) to dokazuje tvrdnju.

Primjer 5.28 Neka su X ~ P(\) 1Y ~ P(u) nezavisne. Pokazimo da je
X+Y ~ P(A+p). Neka je fxyy funkcija gustocée od X +Y te neka su fx
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i fy, redom, funkcije gustoée od X 1 Y. Tada, za l =0,1,... imamo

Fxov(D) =" fx@) fr(l—2) =" fx(k)fr (1 — k)

zeR
l l
A\ =+ e~ (A1) i
_ A7 — )\k: -k
R U—n) I Zk(l—k)
k=0 k=0
vy A1)

5.5 Zavisnost 1 uvjetno ocekivanje

Neka je (X,Y) dvodimenzionalni diskretni slu¢ajni vektor definiran na vje-
rojatnosnom prostoru (2, F,P), s funkcijom gusto¢e f. Nadalje, neka su
fx 1 fy pripadne marginalne gustoce. Postavlja se pitanje utjece li, i kako,
poznavanje sluc¢ajne varijable Y na distribuciju od X.

Definicija 5.29 Uvjetna (diskretna) funkcija gustoce slucajne varijable X
uz dano Y =y definira se s

_ flx,y)

za sve y € R za koje je fy(y) > 0.
Uocimo, ako je fy(y) > 0, onda

flz,y) PX =2zY=y)

Primjer 5.30 Neka su X,Y ~ Gy(p) nezavisne slu¢ajne varijable s vrijed-
nostima u Z, te neka je Z := X +Y. Odredimo fxz(z|z).

Rjesenje: Primjetimo da X i Y mozemo interpretirati kao broj neuspjeha
potrebnih za prvi uspjeh. Vrijedi: X,Y € Z, iP(X = k) = (1—-p)*p, k € Z,.
Uz takvu intrepretaciju Z je broj neuspjeha potrebnih za dva uspjeha te je
Z ~ N(2,p) — negativna binomna. Iz Primjera 5.25 vidimo da je

f2(2) = (z+ 1)1 —p)p®,  z€Z.

© NS & ZV 28.01.2019.



5. Slucajni vektori: nezavisnost i zavisnost 119

Sada za z € {0,1,..., 2} imamo
PX=22=2) PX=2Y=z—-1)
fxiz(z)2) P(Z=2) P(Z = 2)
 PX =2)P(Y =2 —x)
B P(Z =z

_(A=pp(=pp 1
(z 4 1)(1 — p)*p? z+1

Dakle, uvjetna distribucija od X uz dano Z = 2z je uniformna na skupu
{0, ..., z}. Drugim rije¢ima, ako nam je poznato da je broj neuspjeha potreb-
nih za dva uspjeha jednak z € Z,, onda su sve vrijednosti z € {0,1,..., 2}
jednako vjerojatne kao broj neuspjeha do prvog uspjeha.

Uocimo, ako su X 1Y nezavisne, onda je fxy = fx. Zaista,

ey (@i _ g,
Frlaly) = 7 = PECAEE = (o)

Teorem 5.31 Funkcija x — fxy(x|y) je diskretna funkcija gustoce, tj.
> fxvlaly) = 1.
z€eR

Dokaz: Imamo

1
> fxy(zly) = fy—(y)Zf(l’ y) =

z€R z€R

O

Bududi je fxy funkcija gustoce, moze imati ocekivanje, koje zovemo
uvjetno ocekivanje.

Definicija 5.32 Uvjetno ocekivanje slucajne varijable X uz dano YV = y,
gdje je fy(y) >0, definira se kao

E(X[Y =y) =) zfxy(zly).

zeR

ako 3, cp x| fxpy (2]y) < oo.
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Uoc¢imo,

E(X|Y =y) = Zx —xY—y Zx]P’ =z|Y =vy).

zeR z€R

Neka je D :=Y(Q) = {y1, 92, ... }. Definiramo g : R — R formulom

_JEXY =y), yeD
9(y) = { 0, inace.

Tada je g oY = ¢g(Y) diskretna slucajna varijabla. Tu slucajnu varijablu
oznacavamo s E(X|Y) i zovemo uvjetno ocekivanje od X uz dano Y.

Primjer 5.33 Odredimo E(X|Z = z) i E(X|Z) u Primjeru 5.30.
Rjesenje: Za n € Z, imamo,

nk:_n

E(X|Z =n) = foX|Z(:c|n) =2 1" %

zeR k=0

Dakle, g(z) = z/2, tj. E(X|Z) = Z/2. Nadalje, E(Z/2) = E(Z)/2. Medutim,
Z ~ N(p,2) pa je E(Z) = 2(1 — p)/p. Dakle, E(Z/2) = (1 — p)/p. S druge
strane E(X) = (1 — p)/p, iz ¢ega zakljucujemo E(E(X|Z)) = E(X). Sada se
postavlja pitanje je li to sluc¢ajnost ili pravilo.

Teorem 5.34 Ukoliko oba ocekivanja postoje, onda vrijedi
E(E(X]Y)) = E(X).

Dokaz: Imamo

EEXY)) = =D 9W)r(y) = D EXY =y)fr(y)
=>_ D whar () fr(y ZZ f
=Y D aflay) =Y ay flay) = fox(:c> — E(X).
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Primjer 5.35 Rudar je izgubljen u rudniku s troja vrata. Prva vrata vode
u tunel koji ¢e izvesti rudara na sigurno nakon 3 sata hoda. Druga vrata
vode u tunel koji ée ga vratiti u rudnik nakon 5 sati hoda, a tre¢a vode u
tunel koji ¢e ga vratiti u rudnik nakon 7 sati hoda. Rudar izabire vrata s
jednakom vjerojatnoséu. Odredimo ocekivano vrijeme za koje ¢e rudar doci
na sigurno.

Rjesenje: Stavimo

X := vrijeme u satima za koje ¢e rudar do¢i na sigurno

Y := pocetno odabrana vrata.

Imamo,
E(X) = E(E(X]Y))
=EX|Y =1D)PY =1)+EX|Y =2)P(Y =2) + E(X|Y =3)P(Y = 3)
_ %(E(X]Y _ ) +E(X]Y = 2) + E(X]Y = 3)).
Nadalje,
EX|lY =1)=3
E(X|Y =2)=5+E(X)
E(X]Y =3)=7T+E(X).
Dakle,

1
E(X) = 5(3+5 +E(X)+ 7+ E(X)),
iz Cega slijedi E(X) = 15.
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Poglavlje 6

Neprekidne slucajne varijable

U ovom poglavlju uvest ¢emo pojam apsolutno neprekidne sluc¢ajne varijable,
pokazat kako se racunaju vjerojatnosti vezane uz takve slucajne varijable,
navesti glavne primjere apsolutno neprekidnih sluc¢ajnih varijabli i definirati
pojam matematickog ocekivanja.

6.1 Funkcije distribucije i funkcije gustoce

Prisjetimo se prvo opée definicije sluc¢ajne varijable i pripadajuce funkcije
distribucije iz Poglavlja 4.

Definicija 6.1 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajna varijabla
na (2, F,P) je svaka funkcija X : Q — R takva da vrijedi

{(X<z}={weQ: X(w)<z}eF, z € R.

Definicija 6.2 Funkcija distribucije slucajne varijable X je funkcija F
R — [0,1] definirana formulom

F(z) =P(X < x), r e R.

Prisjetimo se, P(X = z) = F(z)—F(z—), gdje je F'(z—) := limy », F(y). Ako
je X diskretna sluc¢ajna varijabla s vrijednostima u D = {aq, as, ... }, onda je
F(aj) — F(aj—) =P(X =a;) >0, j=1,2,..., tj., funkcija distribucije nije
neprekidna. Svi dosadasnji primjeri bili su takvi. S druge strane, ukoliko je
F neprekidna u z € R, onda je P(X = z) = 0 za sve z € R. Sljede¢i primjer
ilustrira jednu takvu sluc¢ajnu varijablu.
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Primjer 6.3 Odabiremo tocku iz segmenta [0, 1] na nac¢in da su, intuitivno,
sve tocke “jednako vjerojatne”. Za prostor elementarnih dogadaja prirodno
je uzeti Q = [0, 1]. Takoder je prirodno zahtijevati da su intervali dogadaji.
Neka je F najmanja o-algebra generirana familijom svih otvorenih i zatvore-
nih intervala sadrzanih u [0, 1], vidi Zadatak 1.6. Ta o-algebra zove se Bore-
lova o-algebra na [0, 1] i oznacava s B([0, 1]). Neka je P : B([0, 1]) — [0, 1] vje-
rojatnost takva da vrijedi P((a, b)) = b—a za sve otvorene intervale (a, b) C ).
Egzistencija takve vjerojatnosti je netrivijalna i izlazi iz okvira ovog kolegija.
Neka je, nadalje, X (w) := w, tj.,

X := udaljenost tocke w od 0.

Tada imamo

0, <0
Fx)=P(X <z)=P([0,2]) =1 =z, 0<z<1
1, inace.

Specijalno, F' je neprekidna pa imamo da je P(X = z) = 0 za sve z € R.
Slucajna varijabla X se zove uniformna sluéajna varijabla na segmentu [0, 1]
Sto oznacavamo sa X ~ U(0,1).

Definicija 6.4 Slucajna varygabla X : €2 — R je apsolutno neprekidna ako
postogi f : R — [0, 00) takva da za sve x € R vrijedi

F(z)=P(X <x)= / f(t)dt.
Funkcija f se zove funkcija gustoée od X.

Napomenimo da je integral na desnoj strani u gornjoj definiciji tzv. Lebe-
sgueov integral ¢iji pojam izlazi iz okvira ovog kolegija te ga ovdje neé¢emo
diskutirati. U slu¢aju nenegativne funkcije f koja ima najvise prebrojivo
mnogo prekida, taj se integral podudara s klasi¢nim nepravim Riemannovim
integralom. Opcenito, ako je nenegativna funkcija f Riemann integrabilna
(u pravom ili nepravom smislu), onda je ona i Lebesgue integrabilna. Do-
datno, omedena funkcija na segmentu je Riemann integrabilna ako i samo
ako je skup njenih prekida skup Lebesgueove mjere nula, sto je slucaj kad
ima konacno ili prebrojivo mnogo prekida. Takoder, napomenimo ako je X
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apsolutno neprekidna, onda je za “ve¢inu tocaka” r € R funkcija F' diferen-
cijabilna i vrijedi F'(x) = f(x) (preciznije, skup tocaka za koje to eventu-
alno ne vrijedi je skup Lebesgueove mjere nula). Ako je f neprekidna, onda
F'(x) = f(x) za sve x € R. Nadalje, za a,b € R, a < b, imamo

b a b
P@<X§®:F@—F@:/‘ﬂmw:/f@ﬁ:/fwﬁ
Specijalno, za svaki b € R vrijedi

b
P(X =b)=lmPb—-—ec< X <)) =1 t)dt = 0.
(X =t)=lmP(—c <X <t)=lm [ /)

U sluc¢aju da je f Riemann integrabilna i b toc¢ka neprekidnosti od f, gornja
relacija jednostavno slijedi. U opcenitoj situaciji ona je posljedica tzv. te-
orema o monotonoj konvergenciji. Napomenimo takoder da se gornja relacija
moze poopditi, tj. vrijedi

MXem:/j@ﬁ, B € B(R),

gdje je B(R) Borelova o-algebra na R (vidi Zadatak 1.6).

6.2 Neke apsolutno neprekidne slucajne varija-
ble

U ovom odjeljku diskutiramo neke najpoznatije apsolutno neprekidne slu-
¢ajne varijable.

Primjer 6.5 Neka je X ~ U(0, 1). Tada je X apsolutno neprekidna slu¢ajna
varijabla. Zaista, za

1, O0<z <1,
f(x)_{o, x<0iliz>1,
vrijedi da je
x 0, <0
| twiy=4 w 0zas<a
-0 1, =z>1.

§to je funkcija distribucije F' uniformne slu¢ajne varijable U(0,1). Uo¢ite jos
da je F'(x) = f(z) za sve x € R\ {0, 1} te da funkcija distribucije F' nije
diferencijabilna u tockama 0 i 1.
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Neka je f: R — [0,00) (Lebesgue integrabilna) funkcija za koju vrijedi

/Z f(t)dt = 1.

Tada je f funkcija gustoce neke apsolutno neprekidne slucajne varijable.
Zaista, stavimo Q := R, F := B(R), P(B) := [, f(t)dt, B € B(R) i X (w) :=
w, w € . Tada vrijedi,

F(x):IP’(Xga:):P({wEQ:wSx}):/:E f()dt.

Primjer 6.6 Neka je X slucajna varijabla s funkcijom gustoce

Ae M x>0

ﬂ@:{o, e <0,

gdje je A > 0 parametar. Funkcija distribucije slucajne varijable X je tada

l—e ™ >0
ﬂ@:{o z < 0.

Slucajna varijabla X se zove eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom
A > 0. Oznaka je X ~ Exp()).
Eksponencijalna slu¢ajna varijabla X ima svojstvo zaboravljanja: za sve
s,t > 0 vrijedi
P(X >s+tX >t) =P(X > s). (6.1)

Ukoliko slucajnu varijablu X interpretiramo kao vrijeme ¢ekanja da se ne-
Sto dogodi, onda svojstvo zaboravljanja kaze da je vjerojatnost da je vri-
jeme cekanja barem s 4 t uz uvjet da smo cekali barem vrijeme ¢, jed-
nako bezuvjetnoj vjerojatnosti da je vrijeme cekanja barem s: slucajna
varijabla X je “zaboravila’ da je ve¢ proslo ¢ vremenskih trenutaka. Do-
kaz jednakosti (6.1) je jednostavan i koristi ¢injenicu da je za sve x > 0,
PX>z)=1-P(X <x)=1-F(z) = e . Slijedi

PX >s+t, X >t) PX>s+1t)
P(X >s+t|X >t)= PX > 1) = PIX > 1)
e—/\(s-i-t)

e —e—)\t —= 6_)\5 = P(X > S)
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Stavimo F(z) :=1— F(z) = P(X > z). Tada je (6.1) ekvivalentno s
F(s+1t) = F(s)F(t), s,t > 0.

Moze se pokazati da ako zdesna neprekidna funkcija F zadovoljava gornju
funkcionalnu jednakost, onda postoji A > 0 tako da je F/(z) = e=**. To znadi
da svojstvo zaboravljanja karakterizira eksponencijalnu sluc¢ajnu varijablu.
Primjer 6.7 Odredimo konstantu ¢ > 0 takvu da funkcija

&
f(l‘):m7 z € R,

bude funkcija gustoce neke sluc¢ajne varijable. Mora vrijediti

/ Z f(t)dt =

C o0
1= / fdt = / e dt = carctan(t) =

Dakle, ¢ = 1/m. Slu¢ajna varijabla X s funkcijom gustoce f se zove Cauc-
hyjeva slucajna variyjabla.

Imamo.

Primjer 6.8 Neka je

o(x) = e 7, z € R.

Pokazimo da je ¢ funkcija gustocée neke slucajne varijable. Definirajmo

oo t2
[:—/ e~ 2 dt.
0
Tada imamo

2 o0 _ﬁ o0 2+t2
I = e 2ds -5 dt dsdt
% 2
/ / -5 Tdrdé’ = / e 2rdr = —/ e tdt = =
2 /o
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Dakle, I = /m/2. Kona¢no,

&0 21
/Oogb(t)dt - -1

Sluc¢ajna varijabla X s funkcijom gustoce ¢ zove se standardna normalna
slucajna varijabla. Oznaka je X ~ N(0,1). Pripadnu funkciju distribucije
oznacavamo s P.
Nadalje, neka su p € R i 02 > 0 te neka je
1 _@w?

f(z) = e 207 | r e R.
o\V2m

Buduéi da vrijedi (zamjena varijabli t = (z — p)/0),

| taa= [ ot =1

f je funkcija gustoée neke slucajne varijable. Pripadna sluc¢ajna varijabla

X zove se normalna slucajna varijabla s parametrima pu i o®. Oznaka je

X ~ N(p,0°).
Primjer 6.9 Za o > 0 definiramo
[(a):= / t*tetdt.
0

Funkcija I" se zove gama funkcija. Odredimo I'(n) za n € N. O¢ito I'(1) = 1.
Za n > 2, koristec¢i parcijalnu integraciju, dobivamo

F(n):/ t" e tdt
0

+(n— 1)/ t"2etdt
0 0

=(n—-1)I'(n-1).

— _tn—le—t

Dakle, T'(n) = (n — 1)!.

Nadalje, za A > 0, uz zamjenu varijabli ¢ = As, imamo

> © L\ at
/ N5 e s = / A (—) e f— = / t* e tdt = T'(a).
0 0 A A 0
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Definiramo funkciju

)= { .

1 a.a—1,_—Ax
m)\w e M, x> 0.

Tada je
(i) f(z) >0 zasve z € R;

(ii) koriste¢i zamjenu varijabli ¢ = Az i definiciju gama funkcije,

f(z)dx = —/ Nz e My = —/ tte~tdt = 1.
/oo ['(@) Jo I'(a) Jo

Slucajna varijabla X s funkcijom gustoée f zove se gama distribucija s para-
metrima o i A. Oznaka je X ~ ['(a, \).
Uoc¢imo, za a = 1 dobivamo

0, <0
f(.flﬁ) - { )\67)\17 T > O7

tj. pripadna slucajna varijabla je eksponencijalna s parametrom A. Nadalje,
zaA=1/2ia=n/2, n €N, imamo

f() {O’ rey
x) = 1 n n/2—1_—x
NOOR [2gn/2=le=e/2 2 > .

Slu¢ajna varijabla X ~ I'(n/2,1/2) zove se hi-kvadrat distribucija s n stup-
njeva slobode. Oznaka je X ~ x?(n).

6.3 Funkcije sluc¢ajnih varijabli

Neka je X apsolutno neprekidna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce fy,
definirana na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P) te neka je g : R — R neka
funkcija. Tada je (uz neke dodatne uvjete na g, npr. ¢ ima najvise prebrojivo
mnogo prekida) Y := go X = ¢g(X) slucajna varijabla. Funkcija distribucije
Fy od Y je dana s

Fww=MY§w=P@@)§w=A.U<ﬂﬁ@m-
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Ako je Fy diferencijabilna na R, onda mozemo naéi pripadnu funkciju gustoce
fy. Primjerice, pretpostavimo da je g strogo rastuca i diferencijabilna. Neka
je m = infex(0)g(z) > —00 i M = sup,cx(q) 9(z) < oco. Tada vrijedi

Fy(y) =P <y)=Pg(X)<y), yeR.
Dakle,

Nadalje, za m < y < M imamo

—1

g (v) Yy
Fy(y) =P(X < g '() =/ fx(x)dx =/ fx (g7 (@) (g™ (t)at.

—0o0

Dakle, Y je apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce

_J 0, y<m,y>M
frly) = { fx(g W)™ (y), m<y<M.

U slucaju da je g strogo padajuca, uz iste oznake kao i gore, imamo

_J 0, y<m,y>M
Frly) = { (g W)Y W), m <y <M,

Primjer 6.10 Neka je X ~ U(0,1) i neka su a,b € R, a < b. Definirajmo
g(x) := (b—a)r+a. Tadaje Y := g(X) slucéajna varijabla s fukcijom gustoce

a<y<b
inace,

fY(Z/):{ Sf_w

Slucajnu varijablu Y zovemo uniformna slucajna varijabla na segmetu [a, b)].

Oznaka Y ~ U(a,b).

Primjer 6.11 Neka je X ~ U(0,1) i neka je A > 0. Definirajmo g(z) :=
—(1/X\)logz. Tada je Y := g(X) dobro definirana sluc¢ajna varijabla i vrijedi
Y € (0,00). Odredimo pripadnu funkciju gustoce fy. Imamo,

1
PY <y) =P (—XlogX < x) = P(log X > —\x)

Dakle, Y ~ Exp(A).
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Primjer 6.12 Neka je X ~ U(—1,1) i neka je g(z) := 2", n € N. Odredimo
funkciju gustoce fy od Y := g(X).
Rjesenje: Imamo dva slucaja.

(i) U slucaju da je n neparan imamo Y € [—1,1] te g je strogo rastuca i
diferencijabilna. Dakle,

1,1

S=Yn —-1l<y<l1
— 2n ’
() { 0, inace.

(ii) U slucaju kada je n paran imamo Y € [0,1] i ¢ nije monotona. Medu-
tim, za 0 < y < 1 vrijedi

Fy(y) = B(Y <y) = B(X" <y) =P (4" < X <y?)

1/n

L |
_yl/n 2

1
ynl, 0<y<1
inace,

Dakle,

Y

fﬂ@z{é
1

Primjer 6.13 Neka je X ~ N(0,1) i neka su y,0 € R, 0 # 0. Definirajmo
g(x) == ox + p. Tada je Y := ¢g(X) dobro definirana slu¢ajna varijabla i
pripadna funkcija gustoce je

1 _(a=w)?

fr(z) = /—27T02€ 20

Dakle, Y ~ N(u,0?).

Primjer 6.14 Neka je X slucajna varijabla sa strogo rastu¢om funkcijom
distribucije F'. Definirajmo Y := F(X). Tada je Y ~ U(0,1). Zaista, kako
Y poprima vrijednosti u (0, 1), za 0 < < 1 imamo

P(Y <) = P(F(X) <) = B(X < F\(2)) = F(F\(2)) ==,

sto dokazuje tvrdnju.
Nadalje, uo¢imo da ako je U ~ U(0,1), onda Z := F~}(U) ima funkciju
distribucije F'. Imamo

P(Z<xz)=P(F'(U)<2)=PU < F(x)) = F(x).
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6.4 Matematicko ocekivanje
Definicija 6.15 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funk-

cijom qustoce f. Ako je ffooo |z| f(z)dxr < oo, onda postoji matematicko
ocekivanje od X koje definiramo sa

E(X) = /Oo o f (x)dz.

—00

Primjer 6.16 (i) Neka je X ~ U(a,b). Tada imamo
00 b b
E(X):/ooxf(x)dx:/a bfadx:a; .

(ii) Neka je X ~ Exp(\). Tada imamo

E(X) = /00 zf(z)dr = /000 rhe Mdy = %

oo

(iii) Neka je X ~ N(0,1). Tada je

E(X) = /fo(x)dx: /Z \/%e—’fdx — 0.

(iv) Neka je a > 1 te neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s
funkcijom gustoce

(a—1)z™, x>1

fla) = { 0, inace,

Slucajnu varijablu X zovemo Paretova slucajna varijabla s parametrom
«. Sada imamo

IE(X):/OO xf(x)d:p:/loo(a_l)xl—adx:{ o 1<a<?

oo a2 mace.

(v) Neka je X Cauchyeva slucajna varijabla. Uo¢imo da ocekivanje od X
ne postoji. Zaista,

o0 Y A |z _1/00 dv
/_oo|x|f(x)dx—/_oo7r(1+x2>d$—W 0 vz
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Teorem 6.17 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkci-
jom gustoce fx i neka je g : R — R neka funkcija (koja zadovoljava odre-
dena svojstva, npr. g ima najviSe prebrojivo mnogo prekida). Definirajmo
Vi=goX =g(X). Ako [~ _|g(x)|fx(2)dz < co, ondaY ima matematicko
ocekivange 1 vrijeds

B(Y) =Blg(X)) = [ gla)fx(a)da.

Dokaz: Dokaz provodimo za slu¢aj kada je g strogo rastuca i diferencijabilna
funkcija. Tada je

_ 0, y<m,y>M
fr(y) = { fx(g W)™ (), m<y<M,

gdje je fy funkcija gustoce od Y, m = inf,cx ) g(z) i M = SUD,e v (q) g(x).
Dakle,

o0

E(Y) = /Ooyfyw)dyz / uhx (g7 () (g7 (y)dy = / o) fx (2)dz.

—00 m —0o0

O

Primjer 6.18 Neka je Y ~ N(u,0?). Pokazimo da je E(Y) = u. Neka je
X ~ N(0,1). Budué¢idaje 0 X+pu ~ N(u,c?), po Teoremu 6.17 zaklju¢ujemo
da je

2

EY)=E(cX +pn) = \/% /OO (ox + p)e” T dr = p.

Teorem 6.19 Neka je X nenegativna apsolutno neprekidna sluc¢ajna varija-
bla s funkcijom gustocée f, funkcijom distribucije £’ i kona¢nim ocekivanjem.
Tada je

E(X) = /000(1 ~ F(2))de = /OOO P(X > 2)da.

Dokaz: Za y > 0, uz primjenu parcijalne integracije, imamo
y y y
/ zf(x)der = —x(1 — F(as))‘o +/ (1 - F(x))dx
0 0
y
— (1= F@) + [ (1= F(@)do.
0
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Medutim,
0<y(1-F) =y [ fdr< [ afe)is

te zadnji ¢lan u gornjoj relaciji tezi u 0 kada y tezi u oo jer fooo xf(x)dx =
E(X) < oo. Dakle,

Y

E(X) = /000 xf(z)dr = lim nyf(:v)d:c = lim [ (1- F(z))dx

Yy—00 y—oo Jo

_ /000(1 ~ F(2))de = /OOO P(X > z)dx.

Primjer 6.20 Neka je X nenegativna apsolutno neprekidna sluc¢ajna varija-
bla s funkcijom gustoce f te neka je g : [0, 00) — [0, 00) neka funkcija takva
da E(g(X)) < co. Tada imamo

B0 = [P0 > way= [T ey

- [t /{ e = | s@taas

Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
f te neka je k € N. Ukoliko je [* |z|*f(x)dz < oo, k-ti moment od X
definiramo kao

e = E(XF) = /00 2* f(x)da.

—00

Analogno, k-ti centralni moment od X je definiran kao

7= B(X —ECO)) = [ " (@ — E(X))*f(x)d.

[e.9]
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Ocito, o1 = 01 09 = Var(X). Nadalje,

— Var(X) = B((X - ) = [ (o - ) fla)da

—00

- / (2 — 2z + p) f(2)da

o0

— /Z 2 f(x)dx — 2 /Z zf (z)dx + p? /OO f(x)dx

= /OO 2? f(x)de — pi = pa — 5.
Primjer 6.21 Neka je X ~ N(0,0?). Odredimo py, k € N.
Rjesenje: Prvo uocimo da je
/OO |x|ke_§dx < 00, ke N.

—00

Zaista, za svaki k € N postoji M (k) > 0 takav da |z|* < el*l za sve |z| >
M (k). Dakle,

oo 2 M(k) 22 z2
/ |z|*e™ 2 da :/ \:L’]ke2d:v+/ lz[Fe™ 7 da
oo —M(k) {2 |z|>M (k)}

SQM(]{?)IC+1+€§/ e el dx < oo.
{a:la| =M (k)}

Nadalje, za k neparan ocito imamo pu; = 0. Neka je £k = 2n, n € N. Uz
primjenu parcijalne integracije imamo

e 202 dz

Hon = o /_27'(‘
2n — 1 o° o2
= —( i )o 22222 4y
21 —00
= (2n — 1)0”Ha(n-1)-

Dakle,

2n)!
fion = 02" (2n —1)(2n — 3)---3 -1 :O.Zn( n) .

Specijalno, py = o2
Neka je sada X ~ (u,0?). Uocimo da je onda X — u ~ N(0,0?). Dakle,

2n(

e , Specijalno, oy = 0.

zan € N imamo 09,1 =010y, =0
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Teorem 6.22 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkci-
jom gustoce f.

(i) Ako su g,h : R — R funkcije takve da g(X) @ h(X) imaju ocekivanje,

onda vrijedi
E(g(X) + h(X)) = E(g(X)) + E(h(X)).
(1)) Ako jeP(a < X <b)=1zaa,beR, a<b, onda a <E(X) <b.
(i1i) Ako je g : R — [0,00), onda

Dokaz:
(i) Vrijedi
| lgsm@if@is < [ lg@ls@ds+ [ )

[e.9] — 00 —00

pa (¢ + h)(X) ima oc¢ekivanje. Sada imamo
E((g + (X)) = / (9-+ (@) (2)da

[e.9]

E(g(X) + h(X))

I
|\\

) f (x)dx

88

x)dx + /_00 h(x)f(z)dx

= E(g(X)) + E(h(X)).

(ii) Imamo
a:/_:af(x)dxgE(X):/_:xf(as)dxg/_:bf(as)dx:

(iii) Ako je E(g(X)) = oo, tvrdnja slijedi trivijalno. Pretpostavimo da je
E(g(X)) < oo. Tada imamo

Bl(0) = [ g@f@de= [ ga)fes

S {z:g(z)>a}
> [ af(adds = a(g(X) 2 a).
{z: 9(z)>a}

Sto dokazuje tvrdnju.
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Kao posljedicu Teorema 6.22 imamo éebiéevljevu nejednakost.

Korolar 6.23 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkci-
jom gustoce f. Pretpostavimo da X 1ma ocekivange. Tada vrijeds

< Var(X)

P(|X — E(X)| > a) . a>0.

a?

Dokaz: Definirajmo g(z) := (z — E(X))?, = € R. Tada, po Teoremu 6.22,

imamo

P(IX — E(X)| = a) = B(g(X) > a?) < LX)

E(X —E(X))?) _ Var(X)'

a? a?

© NS & ZV 28.01.2019.



Poglavlje 7

Funkcije izvodnice

7.1 Funkcije izvodnice vjerojatnosti

Definicija 7.1 Neka je X diskretna slucajna variabla definirana na vje-
rojatnosnom prostoru (2, F,P), koja poprima vrijednosti w Z,. Stavimo
pn = P(X = n), n > 0. Funkciju izvodnicu (vjerojatnosti) od X defini-
ramo kao

G(s) = Z Pns"
n=0

za s € R za koje > 07 pals|™ < oo.

Uocimo, G(s) = E(s¥). Nadalje, za —1 < s < 1 imamo

n=0 n=0 n=0

Dakle, za —1 < s < 1 red konvergira.

Lema 7.2 Ako red potencijay ., a,s" s nenegativnim koeficijentima apso-
lutno konvergira za |s| < 1, onda apsolutno konvergira i red Y > | na,s" ' za
|s| < 1. Ako je f(s) = vryans™ za |s| <1, onda je f'(s) =D o7 na,s"*

za |s| < 1. Nadalje,

f(1-) = }gi}r%Zanns”_l = Znan € [0, 00].
n=1 n=1
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Primjenjujuéi Lemu 7.2 na funkciju izvodnicu imamo G(s) =3, pps”
als| <1, G'(s) = 02 np,s" ! za|s| <1 te, indukcijom,

o0

G™ (s Z 'pks -y |s] < 1.

k:n

Specijalno, G (0) = n!p,, odnosno

G™(0)

n!

Pn = ) n > 0.

Propozicija 7.3 Ako su X 1Y dvije diskretne slucajne varijable koja popri-
magju vrijednosti v Z, takve da im se pripadne funkcije izvodnice, redom Gx
i Gy, podudaraju za sve |s| < 1, onda vrijedi P(X =n) =P(Y =n) za sve
n > 0.

Dokaz: Imamo,

P(X =n) = I P(Y =n)
O
Primjer 7.4 (a) Neka je X ~ Go(p). Tada je za |s| < 1/(1 — p),
~ _ - n __ =  o\non = . ”—47____£l____
G6) = s = Yopl1 =" =p3 (1 -9 = gl

Ako je X ~ G(p). Tada je za |s| < 1/(1 —p),
ans = Zp (1—p)"~'s" = ps i((l—p)S)” S
— 1—s(1-p)

(b) Neka je X ~ P()). Tada je za sve s € R,

- — A" “A.n -\ - (As)" AMs—1)
60 =Yop =3 M= o 3 O
n=0 n=0 ' n=0
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Pomocu funkcija izvodnica (vjerojatnosti) mogu se rac¢unati i momenti
sluc¢ajnih varijabli. Za 0 < s < 1 imamo

G'(s) = Z npps" L.
n=1
Za s =1, po Lemi 7.2, vrijedi

G'(1) == 1}1}% G'(s) = ann =E(X).

Dakle, E(X) = G'(1) € [0, 00]. Analogno zaklju¢ujemo

GM(1) = li}ri GM(s) =E(X--- (X —n+1)).

Specijalno,

Var(X) = E(X?) —E(X)? =E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)?
=G"(1)+G'(1) - G' (1)

Primjer 7.5 Odredimo varijancu od X ~ P()).

Rjesenje: Imamo G(s) = e**~Y za s € R. Dakle,

G'(s) = A
GH(S) _ )\26/\(371)
(1) = A

G"(1) = N?,

iz ¢ega zakljucujemo

Var(X) = X + X = \* =

7.2 Zbroj nezavisnih sluc¢ajnih varijabli

Neka su X i Y dvije nezavisne diskretne sluc¢ajne varijable koje poprimaju
vrijednosti u Z,. Neka su fx i fy te Gx i Gy, redom, pripadne funkcije
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gustoce i funkcije izvodnice. Definiramo Z := X + Y. Neka su fz; i Gz,

redom, pripadna funkcija gustoce i funkcija izvodnica. Imamo

fz(n) =>_fxG)fyr(n—3), n=>0,

=0

tj.

P(Z=n)=)» PX=jPY =n-j), n>0

Zelimo odrediti G Z.

Teorem 7.6 (a) Neka su X 1Y dvije nezavisne diskretne slucajne varija-
ble koje poprimaju vrijednosti u Z, s funkcijama izvodnicama, redom
Gx @ Gy. Definiramo Z := X +Y i neka je Gz pripadna funkcija

1zvodnica. Tada vrijedi

Gz(s) = Gx(s)Gy(s), ls| < 1.

(b) Neka su X,..., X, nezavisne diskretne slucajne varijable koje popri-

maju vrijednosti uw Z,, s, redom, funkcijama izvodnicama Gx,, ..

Gy, .
cija izvodnica. Tada vrijedi

Gs(s) = Gx,(s) - Gx,(s), |s| < 1.
Dokaz:

(a) Kako je Gz(s) = E(s?), imamo

i)

Definiramo S = X1 + --- + X,, @ neka je Gg pripadna funk-

Gyz(5) = E(s*) = E(s¥s") = E(s¥)E(s") = Gx(s)Gy(s), |s| <1,

gdje trec¢a jednakost slijedi zbog nezavisnosti sluc¢ajnih varijabli X i Y.

(b) Dokaz slijedi analogno kao u (a), uz primjenu matematicke indukcije.

|
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Primjer 7.7 Neka su X ~ P(\) 1Y ~ P(u) nezavisne. Odredimo distribu-
cijuod Z: =X +Y.

Rjesenje: Imamo
Gz(s) = Gx(s)Gy(s) = X Verlsh) = Atm(s=1), s € R.

Kako je e**#(=1) funkcija izvodnica od P(A + p), pomoé¢u Propozicije 7.3
zakljucujemo Z ~ P(A 4+ p).

Primjer 7.8 Neka je {X,,}nen niz nezavisnih i uniformno distribuiranih na
{1,...,n} slucéajnih varijabli. Nadalje, za n € N stavimo S,, := X;+---+ X,
i
T, := min{k : S, > n}.
Odredimo funkciju gustoée i funkciju izvodnicu od T, te izra¢unajmo E(7},).
Rjesenje: Prvo uoc¢imo da je
{T,, >+ 1} ={T, > j} ={5; <n}.

Nadalje, zbog nezavisnosti imamo

E(s%) = B(sM %) = E(s%1)7, |s] < 1.
Dakle, kako je
"1 5 — st
—F X1y — k2 2 1
Gu(s) =B =3 2ot = Sy i<,
imamo ;
B sy _ (S i f1—3s"
Gs,(s) = E(s )—(n> <1—s> ) ls| < 1.
Slijedi,
[e'S) o0 k 0o 00
D USP(S; < k) =) D PG =)= ) P =1)
k=0 k=0 =0 =0 k=l

1 j . 00 J+1
= Esj ( (?)(—1)%“) (Z sl> , ls| < 1.
1=0 1=0

© NS & ZV 28.01.2019.



7. Funkcije izvodnice 142

Dakle, P(S; < n) je jednaka koeficijentu uz s” izraza na desnoj strani gornje

relacije. Ocito, doprinos srednjeg faktora mora biti (g)(—l)o =1, a zadnjeg

koeficijent uz s" 7. Po Teoremu 3.9 taj koeficijent je jednak broju cjelobroj-
nih rjesenja jednadzbe

k1+"'+kj+1:n_j7 kla"'7kj+1207

a taj broj je jednak

Dakle,

Nadalje,

SN OIP(T, > ) =Y SP(T > )= SP(T, > j+1)
§=0 §=0

:jg"%(g)j(?):(lﬁ)", seR

Specijalno, za s = 1 imamo

E(T,) = iIP’(Tn > j) = (1 + %)n
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Kona¢no,
Gr,(s) =Y P(T, = j)s'
5=0
= P(T, >j)s =Y P(T,>j+1)s
j=0 Jj=0
am, 1 n S\
B (1) ()
T (j_l) 2
:1+(s—1)(1+§) : seR.
Takoder, po Lemi 7.2, imamo
! 1 "
E(T,) =G, (1) =1+ -

7.2.1 Slucajne sume

Neka je (X, )nen niz nezavisnih i jednakodistribuiranih diskretnih sluc¢ajnih
varijabli koje poprimaju vrijednosti u Z, te neka je N diskretna slucajna
varijabla koja takoder poprima vrijednosti u Z, i koja je nezavisna od niza
(Xpn)nen. Definiramo slucajnu sumu S kao

NW) x (0 w
S(w) :—{ S Xi(w), N(w)>1

0, inace.

Takoder, za n > 1 definiramo S,, = X; +---+ X,,. Neka su Gx,, n € N, Gy
i G funkcije izvodnice od, redom, (X,,)nen, N, 1 S. Odredimo Gg. Imamo,

Gs(s) =) P(S=k)s*,  [s] <1,
k=0
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]P(S:k;):iIP’(Szk,N:n)

n=0
%) N
::EZ:P)<§E:)Q ::krﬂr::n>
n=0 =1
::j§:P)<j§:)Q ::k,fV::’n>
n=0 =1
_ ip(sn —k)P(N=n), k>0
n=0

Uoc¢imo da za funkciju izvodnicu Gg,, n > 1, od S, vrijedi Gg, (s) = Gx, (s)",
|s|] < 1. Sada imamo

Gs(s) =Y Y P(S,=k)P(N =n)s"
= f:IP)(N = n)iP(Sn = k)s*
n=0 k=0

n=0
= N(GX1(S))a |S’ <1
Odredimo sada ocekivanje sluc¢ajne sume. Vrijedi E(S) = G%(1). Kako
je
Gs(s) = Gn(Gx, (5))Gx, (s),  [sI <1,
imamo

Gs(1) = Gy(Gx, (1)GY, (1) = Gy(1)Gx, (1) = E(N)E(X,).
Dakle, E(S) = E(N)E(X;).

Napomenimo ovdje da se u duhu odjeljka 1.4 i Teorema 5.9 za dani niz
diskretnih funkcija gustoce (f,)neny moZe konstruirati vjerojatnosni prostor
(Q, F,P) i niz diskretnih nezavisnih slu¢ajnih varijabli (X,,),en, definiranih
na (2, F,P), ¢je su funkcije gustoce upravo, redom, f,, n € N.
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Primjer 7.9 Bacamo simetri¢an nov¢ié. Svaki put kada padne pismo ba-
camo simetri¢nu igra¢u kocku i zabiljezimo broj. Prestajemo kada prvi put
pri bacanju nov¢i¢a padne glava. Neka je S ukupan zbroj brojeva palih pri

bacanju kocke. Odredimo Gg(s) i E(S).
Rjesenje: Neka je

N := broj bacanja kocke = broj bacanja pisama prije prve glave.
Ocito, N ~ G(1/2). Dakle, Gn(s) = 1/(2 — s), |s| < 2. Nadalje, neka je

X, := broj pri n-tom bacanju kocke, n > 1.

Imamo,
6
1, s(1—s%
— gt=" "/ R.
GX1<S) ;68 6(1—8) ) S
Dakle,
1
Gs(s) = Gn(Gx,(8)) = —a=> 8| <L
T 6(1-s)

Kona¢no, E(S) = E(NV)E(X}). Imamo E(N) = G\ (1) =11 E(X;) =7/2 pa
je E(S) =17/2.
7.3 Funkcije izvodnice momenata

Neka je X diskretna sluc¢ajna varijabla ili apsolutno neprekidna sluc¢ajna va-
rijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru (2, 7, P).

Definicija 7.10 Pretpostavimo da postoji 0 < 6 < 1 takav da je E(e!™*) < oo
za sve |t| < 6. Funkcija M : (—0,9) — R definirana s

M(t) := E(e™)
zove se funkcija izvodnica momenata od X.

Uoc¢imo nekoliko svojstava od M:

(i) M(0) =1;
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(i)
(iii)

(iv)

e >0 paje 0 < E(e") < o0
ako je E(e!*) < oo za |t| < 6, onda
E(e™) = E(e™ 1{x>0y) + E(e"* 1x<0y).
Dakle, E(e'*1(x>0}) < 00 1 E(e"*1{x<0) < 00 za [t| < é.
ako je E(e!*) < oo za |t| < 4, onda
E(e'™) = E(e"¥1x50)) + E(e™11x0))

= E(e" 1ixs01) + E(e " 1{x<0)

< E(e) + E(e ™).
Dakle, E(e/*) < 0o za |t| < 6. Nadalje, kako je

ax) e XD o~ X
c _2_% n! _2_% n! teR,

zakljucujemo da je E(| X|") < oo i |[E(X™)| < oo za sve n > 0. Takoder,
zbog etX < ellIX]

= [t|"| X"
E(HIX) | (Z' "1
n.
n=0

= [t|"E(|X|"
)_ZII IXP) o <
0 n.

imamo
X L "E(XT)
M(t) =E(*) =& = S — t| < 6.
(1) = E(e") (z ) SR s

Deriviranjem gornje relacije (primjenom verzije Leme 7.2, naime E(X™)
ne mora biti nuzno nenegativno ali tvrdnja ¢e vrijediti jer gornji red,
kao $to je pokazano, apsolutno konvergira) dobivamo

> tn_lE(Xn)

M® =2 ==

< 00, t] <,

n=1

i, matematickom indukcijom, za k& > 1,

M® () =" % <oo, |t| <@ (7.1)

n=k

Dakle, M(™(0) = E(X") to objasnjava ime funkcija izvodnica mome-
nata.
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Primjer 7.11 Odredimo funkciju izvodnicu momentata od X ~ N(u,

Za t € R imamo

M(t) = B(et) = /_ e f(a)dr = - \/% etre U iy

2 2,2 [ w—to)?
/ toz+p) o= % gy — 1 etu+—t§ / o5 a0
\/ 21 V2T o

1 t 02 & 772 t202
= etht 2 e 2dr = ettt 2,
\ 27 —co

o?).

Odredimo sada E(X) i Var(X). Imamo E(X) = M'(0), Var(X) = E(X?) —

E(X)? = M"(0) — M'(0)? i

)
M”(t) (UZt + M)Q t202 /2+tp +o 02/2+tu
M'(0) = p
M"(0) = p* + o

Dakle, E(X) = p i Var(X) = p? + 02 — u? = 02, iz Cega se ponovno vidi

znacenje parametara p i o.

Primjer 7.12 Odredimo funkciju izvodnicu momentata od X ~ I'(a, A).

Neka je t < A\. Tada imamo

M(t) —_ E(etX) — /00 6t$f(l‘)dl‘ — % /OOO etxxa—le—)\;cdm

AT et e A” /Oo y "7, dy
— « xd — Yy
F(a)/o voe T ), U=t) ¢ a—¢

() wa e ()

Teorem 7.13 Neka su X 1Y nezavisne diskretne slucajne varijable (ili ne-
zavisne apsolutno neprekidne slucajne varijable) s funkcijama izvodnicama
momentata, redom, Mx i My koje su definirane za |t| < 6. Definirajmo
Z =X +Y. Tada postoji pripadna funkcija izvodnica momentata My, do-

bro je definirana za |t| < § i vrijedi Mz (t) = Mx(t)My(t) za [t| < 9.
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Dokaz: Dokaz provodimo za diskretne slucajne varijable X i Y. Iz nezavis-
nosti od X i Y slijedi nezavisnost od ¥ i e za sve t € R. Nadalje, neka
je f funkcija gustoce sluc¢ajnog vektora (X,Y) te neka su fx i fy, redom,
funkcije gustoce od X 1Y. Sada, za |t| < §, imamo

E(etZ) _ E(etX+tY) _ Z €tx+tyf($,y) _ Z 6tx+tyfx($)fy(y)

(z,y)ER? (x,y)€R2
= Zemfx(x) Z e fy (y) = Mx (t) My (t).
zeR yEeR

O

Napomenimo da obrat Teorema 7.13 ne vrijedi: iz jednakosti Mx .y (t) =
Mx (t)My (), |t| < 0, ne slijedi da su X 1Y nezavisne. Naime, neka je (X,Y)
sluc¢ajni vektor dan sljede¢om tablicom

X\Y |0 1 2] fx
1 2 1

0 13 0 5|3

2 1 1

L 15 5 0] 3

2 1 1

2 10 5 5|3
Kols 5 5] 1

Ocito, X 1Y su jednako distribuirane i zavisne. Takoder,

0 1 2 3 4

X+Y ~
1/9 2/9 3/9 2/9 1/9
Dakle,
Gx(s) = Gy(s) = =P eR
x(s) = Gy(s) = 3 + 35+ 357, s €R,
pa je Gx(5)Gy(s) = (1/9)(1 + s + s*)? za s € R. S druge strane imamo
1 2 3 2 1 1
GX+Y()=§+§s+§s2+§s3+§s4:5(14—54—52)2, seER.

Dakle, Gxiy(s) = Gx(s)Gy(s) za sve s € R, a X i Y nisu nezavisne, $to
pokazuje da obrat Teorema 7.6 ne vrijedi. Kona¢no, uoc¢imo da u ovom
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slucaju vrijedi Mx(t) = My (t) = Gx(e') za t € R §to uz dokazano pokazuje
da ne vrijedi niti obrat Teorema 7.13.

Sljedeca dva teorema su primjeri rezultata koji imaju fundamentalno zna-
¢enje u teoriji vjerojatnosti. Prvi teorem je analogon Propozicije 7.3 i kaze
da funkcija izvodnica momenata jedinstveno odreduje distribuciju. Drugi te-
orem daje karakterizaciju konvergencije po distribuciji, vidi Definiciju 4.53,
pomocu konvergencije niza funkcija izvodnica. Dokazi ovih teorema izlaze iz
okvira ovog kolegija.

Teorem 7.14 Neka je X slucajna varijabla s funkcijom izvodnicom mome-
nata Mx koja je definirana za |t| < 0. Tada je distribucija od X jedinstveno
odredena s Mx. Preciznije, ako su X @Y slucajne varijable s funkcijama
izvodnicama momenata, redom, Mx i My koje su definirane za |t| < 0, tak-
vima da Mx(t) = My (t) za sve [t| < §, onda su X Y jednako distribuirane.

Primjer 7.15 Nekasu X ~ N(uj,07)1Y ~ N(ug,03) nezavisne. Pokazimo
daje X +Y ~ N(uy + po, 0% + o2).

Rjesenje: Po Primjeru 7.11 i Teoremu 7.13 imamo

2 ((T% +o'§)
2

My (t) = Mx (t) My (t) = et ; teR,
Sto zajedno s Teoremom 7.14 pokazuje tvrdnju.

Teorem 7.16 Neka je (X,)nen niz slucajnih varijabli s funkcijama distribu-
cije (Fp)nen @ funkcijama izvodnicama momenata (M, )nen koje su definirane
za |t| < §. Nadalje, neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije F
i funkcijom izvodnicom momenata M koja je definirana za |t| < 6. Tada,
ako (X, )nen konvergira po distribuciji prema X, tj. lim, . F,(x) = F(z)
za sve x € Cp, onda lim, oo M,(t) = M(t) za |t| < §. Obratno, ako
lim,, o0 M, () = M(t) za |t| < 6, onda (X,)nen konvergira po distribuciji
ka X.
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Poglavlje 8

Centralni grani¢ni teorem 1 zakoni
velikih brojeva

8.1 Centralni grani¢ni teorem
Lema 8.1 Za —1/2 <z <1 wvrijedi
|log(1 + x) — 2| < 22°.
Dokaz: Stavimo
f(z) :=log(l+z) — =z, r € [-1/2,1].

Ocito f(0) = 0. Nadalje, po teoremu srednje vrijednosti za svaki = € [0, 1]
(svaki z € [—1/2,0]) postoji 8 € [0,z] (8 € [z,0]) takav da

Kako je
, 0

zakljuCujemo da je f nepozitivna te |f’| neopadajuca na [0, 1] i nerastuca na
[—1/2,0]. Sada za x € [0,1] imamo

0 e[-1/2,1],

2
T 2

[f(@)] = 1" (0)]x < max |f'(0)]x = <,

0€(0,2] r+1

150
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dok je za x € [—1/2,0],

l‘2

< 222,

£@)] = 176)le] < o |7 O)lle] =

O

Lema 8.2 Neka je a € R te neka je (an)nen niz realnih brojeva takav da
lim,, .o, na, = 0. Tada vrijed:

lim (1+ d —|—an> = e’
n

n—oo

Dokaz: Pokazujemo da

lim nlog (1—|—g+an> = a.
n

n—oo

Bududéi je lim,, o na, = 0, postoji ng € N takav da je —1/4 < a, < 1/4 1
—1/4 < a/n < 1/4 za sve n > ny. Slijedi da je —1/2 < a/n+a, < 1/2 za
sve n > ng. Po Lemi 8.1, uz x = a/n + a,, za sve n > ng imamo

a a a 2
‘log(1+—+an>—<—+an> §2<—+an> ,
n n n

tj.
2
<2n <g + an> .
n

‘nlog <1 +24 an) — (a+ nay,)
n
Zato je

0 < limsup ‘nlog (1 + ¢ + an> - a‘
n—00 n

+ lim sup nla,|
n—oo

< lim sup ‘nlog (1 + ¢ + an) — (a + nay)
n

n—oo

a 2
< 2limsupn (— + an>
n

n—oo

2
= 2limsup (a_ + 2aa, + nai)

n—+00 n

= 0.

Dakle,
. a
lim nlog (1 + — 4+ an> =aq.
n—o0 n
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Teorem 8.3 (Centralni granicni teorem) Neka je (X, )nen niz nezavisnih
jednako distribuiranih sluéajm’h varyjabli sa zajedniékim ocekivanjem [ 1 za-
jednickom varijancom o*. Zan € N, definirajmo S, :== X, +---+ X,,. Tada
za sve v € R vrijedi

Sp—np
lim P <z)=93o(x).
i P (P <) = 0t
Drugim rijecima, niz ((Sp,—np)/ov/n)nen konvergira po distribuciji ka N(0,1).
Dokaz: Za n € N definirajmo Y,, := X,, — . Dakle,

S —np
o\v/n 0\/_ZY

Dokaz teorema ¢emo provesti uz pretpostavku da je funkcija izvodnica mo-
menata M (t) = E(e™) dobro definirana (tj. konac¢na) za |t| < ¢, za neki
0 > 0. Uocite da je ta pretpostavka ekvivalentna pretpostavci da je na
(—0,0) dobro definirana funkcija izvodnica momenata sluc¢ajne varijable Xj.
Buduéi da su slucajne varijable (Y},),en jednako distribuirane, vrijedi da je
M(t) = E(e™™) za sve n € N. Nadalje, neka su (M,),en funkcije izvodnice
momenata od ((S, — nu)/ov/n)nen. Sada, po Teoremu 7.13, za |t| < do\/n
imamo

Sn—np t n . n t . t n
MntzE(taﬁ>=E(m2f:W>_E [ ) =M .
" ‘ ‘ izle o\/n

Bududi da je

E(Y;)=0 i  E(Y?) = Var(Y;) = o?,

za [t| < dov/n vrijedi
t =1/t \ PE(YS)
M|l — = E(YF) =
() =Sk (557) morb =1+ 2+ > 2R
Stavimo sada

— _E(Y)
an(t) = W, |t| < 60’\/5
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Dakle,

Bududi da je

po Lemi 8.2 zaklju¢ujemo

lim M,(t) =ez, It| <6,

n—oo

$to po Teoremu 7.16 dokazuje tvrdnju. O

Kao izravnu posljedicu Teorema 8.3 imamo tzv. de Moivre-Laplaceov
teorem (aproksimacija binomne slu¢ajne varijable normalnom). Za n € N
neka je X,, ~ B(n,p), 0 < p < 1. Vrijedi E(X,)) = np, Var(X,,) = npq i
o(X,) = /npq. Nadalje, definirajmo

X, —E(X X, —
y, i X (Xn) _ Xan N
o(X,) NGO

Teorem 8.4 (de Moivre-Laplaceov teorem) Za svaki x € R imamo

lim P(Y, < z) = ®&(x).

n—oo

Dokaz: Neka je (Z,)nen niz nezavisnih Bernoullijevih sluc¢ajnih varijabli s
parametrom p € (0, 1). Tada po Propoziciji 5.27 X, ima jednaku distribuciju
kao Z; + - - -+ Z,, pa tvrdnja slijedi izravno iz Teorema 8.3. a

Primjer 8.5 Nekasua,b e R, a <b. Zelimo priblizno odrediti P(a < X, <
b), gdje je X, ~ B(n,p) zan € Nvelikki0 < p < 1. Znamo da je to¢na

vrijednost
n
P X, <b) = Rk
(a<X,<b)= ) (k>pq
a<k<b
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Odredimo pribliznu vrijednost primjenom de Moivre-Laplaceovog teorema.
Imamo,

_ X _
P(a<Xn§b):P(“ o Xnzmp b ”p)

ALy VIpqg o \/npq

a—np<Yn< b—np)

npq /NPy

(
o (2 5) e (= 32)
w(fj—ngg) _¢(a¢;_"5)_

8.2 Zakoni velikih brojeva

E‘
=)

Definicija 8.6 Za niz slucajnih vrijabli (X, )nen kaZemo da konvergira po
vjerojatnosti slucajnoj varijabli X ako za svako € > 0 vryed:

lim P(|X,, — X| > ¢) = 0.

n—o0

Oznaka je X, 5 X. Niz slucajnih vrijabli (X, ),en konvergira gotovo sigurno
slucagnog varygabli X ako

P(lim X, = X) = 1.

n—oo
Oznaka je X,, 22 X.

Teorem 8.7 (Slabi zakon wvelikih brojeva) Neka je (X, )nen niz nezavisnih
slucagnih varijabli takvih da je E(X,) = p i Var(X,) = 0® za svaki n € N.
Tada

Xi+--+X, p
— i
n
Dokaz: Zan € N stavimo 5, := X; + -+ + X,,. Vrijedi E(S,) = nu i, zbog
nezavisnosti, Var(S,) = no?. Sada, primjenom CebiSevljeve nejednakosti,
imamo

p Sn o2 < Var(S,,/n) _ Var(S,,) _ 0_2’
n g2 n2e? ne2
Sto teZi u 0 kada n tezi u oco. O
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Napomena 8.8 Tvrdnja gornjeg teorema vrijedi i uz sljedecu pretpostavku:
neka je (X, )nen niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli sa

(kona¢nim) zajednickim ocekivanjem E(X,) = p. Tada S,/n L . Taj
rezultat poznat je pod imenom Hincinov slabi zakon velikih brojeva.

Lema 8.9 Neka je X slucajna varijabla takva da je E(]X|™) < oo za neki
m € N. Tada je E(|X|") < 00 za sven <m, n € N.

Dokaz: Uocimo prvo da je E(1yx>13|X|™) < E(|X|™) < oo. Slijedi da je
zan <m,
E(IX1") = By X[*) + EQgxpn | XT") < 1+ E(QgxsplX[™) < oo

O

Teorem 8.10 (Jaki zakon wvelikih brojeva) Neka je (X,)nen niz nezavisnih
jednako distribuiranih slucajnih vrijabli takvih da je B(X,) = p. Tada

X1++Xn g.s.
_>ILL
n

Dokaz: Dokaz provodimo samo za slu¢aj kada je E(X{) = K < co. Pret-
postavimo prvo da je p = 0. Za n € N stavimo S, = X; + --- + X,.
Racunamo

ESH=E(X;+ -+ X)X+ + X)X+ + X)X+ + X)),

Kada razvjemo desnu stranu dobit ¢emo ¢lanove sljedeceg tipa: X}, X2 X,
XizXf7 Xl-ZXjX/y€ 1 X;X; X, X;. Zbog nezavisnosti imamo

E(X7X;) = E(X})E(X;) =0
E(X7X;Xk) = E(X7)E(X;)E(Xy) =

E(X.X; X, X)) = E(X,)E(X;)E(X, )E(Xl) = 0.

Nadalje, za dani ¢ imat ¢emo (3) = 1 ¢lanova oblika X} te za dani par i # j
imat ¢emo (3) = 6 ¢lanova oblika X7 X?. Dakle,

E(SY) = nE(X?) + 6 (Z) E(X2X2) = nK +6 (Z)E(XE)E(XJ?)

= nK + 6(Z)JE(X12)2.
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Iz
0 < Var(X7?) = E(X}) — E(X})?

zakljucujemo da je

E(X7)* < K.

Dakle,
E(S}) < nK +3n(n — 1)K,

4 K K
E(S”)S —1—3—, n € N.

nt n3 n?

tj.

Sada zakljuc¢ujemo

= S = S (K 3K

n=1 n=1

Specijalno, imamo

(vidjeti Primjer 4.37), iz ¢ega zaklju¢ujemo da je

4
P<lim S—Z:()) :P(lim &:O) = 1.
n—oo 1 n—oo 1
Neka je sada p € R. Za n € N stavimo Y,, := X,, — p. Tada je (Y,,)ne

niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli takav da E(Y,,) = 0.
Primjenom gornjeg dokaza zakljuc¢ujemo

X oot X X, — (X —
n—o00 n n—o0 n

Vit...1V
:p(hmwz)

=1.

I
o
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8.3 Konvergencije u vjerojatnosti

U ovom odjeljku diskutiramo vrste konvergencija slu¢ajnih varijabli i njihov
odnos. U sljede¢em teoremu opravdavamo nazive “jaki” i “slabi” zakon velikih
brojeva.

Teorem 8.11 Konvergencija gotovo sigurno povlaci konvergenciju po vjero-
jatnosti.

Dokaz: Neka niz slucajnih varijabli (X,,),en konvergira gotovo sigurno prema
sluc¢ajnoj varijabli X, koje su definirane na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P).
Fiksirajmo ¢ > 0 i, za n € N, definirajmo A,(¢) := {|X,, — X| > ¢}. O¢ito,
A,(e) € F zan € N. Nadalje, za n € N stavimo B, (¢) := U, Ak(e) 1
B(e) := limsup,, .., Bn(g) = NuenBn(e). Sada, bududi da X,, == X, zaklju-
¢ujemo da P(B(g)) = 0 za svaki € > 0. Specijalno, zbog neprekidnosti vjero-
jatnosti s obzirom na nerastuce nizove dogadaja, imamo lim,,_,., P(B,(¢)) =
0 za svaki ¢ > 0. Medutim, kako je A,(¢) C B,(¢) za n € N, imamo

limyse0 P(An(€)) = 0 za svaki € > 0, tj. X, - X. O

Napomenimo da opéenito konvergencija gotovo sigurno i po vjerojatnosti
nisu ekvivalentne. Naime, neka je (X, ),en niz nezavisnih slucajnih varijabli
na vjerojatnosnom prostoru (£, F,P). Pretpostavimo, nadalje, da je

0 1
X, ~ , neN.
1-1/n 1/n

Uzmimo proizvoljan € > 0. Imamo,

1 <1
P(|X,| >¢)=P(X,, >¢, X, =1) =< "
0, >1,

Sto pokazuje da X, 2. 0. Kada bi niz (X)nen konvergirao gotovo sigurno,
onda bi zbog Teorema 8.11 konvergirao g.s prema nuli. Pokazimo da je to
nemoguce. Za n € N stavimo A, := {X,, > 1/2}. Tada imamo

> P(A,) = Z% = 0.

n= n=1
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Sada Lema 2.17 implicira da

P (lim sup An> =1,

n—o0

tj. X,, > 1/2 za beskona¢no mnogo n € N na dogadaju vjerojatnosti 1. To
pokazuje da {X,, }nen ne konvergira prema 0 gotovo sigurno,

Takoder, napomenimo da je konvergencija po distribuciji najslabija od tri
konvergencije koje smo spomenuli u ovom kolegiju.

Teorem 8.12 Konvergencija po vjerojatnosti povlaci konvergenciju po dis-
tribucigi.

Dokaz: Neka niz slucajnih varijabli (X,),eny konvergira po vjerojatnosti
prema sluc¢ajnoj varijabli X, koje su definirane na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Oznacimo s (F,)nen 1 F, redom, funkcije distribucije od (X,,)nen
i X. Neka je x € Cp. Tada, za svakin € Nie > 0 vrijedi

Fo(z)=P(X,<2)=PX, <z, X<z+e)+P(X, <z, X >x+¢)

<PX <z+e)+P(X -X, >¢)
<PX <z+4¢e)+P(|X - X,| > e).
Dakle,
limsup F,(z) < F(z +¢).
n—oo
S druge strane,
Flz—¢e)=P(X <z —¢)
=P X<z—-¢ X, <2)+PX<zx—¢ X,>2)
<P(X, <z)+P(X,—- X >¢)
<P(X, <z)+P(X - X,| >e¢).

Sada imamo,
F(x —¢) < liminf F,(z).

n—oo

Konacno, kako je

F(x —¢) <liminf F,(z) <limsup F,,(z) < F(z + ¢),

n—oo n—00
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pustajuéi € u 0 1 uzimajuéi u obzir da je F' neprekidna u z slijedi tvrdnja. O

Kao i u sluc¢aju konvergencija gotovo sigurno i po vjerojatnosti, konver-
gencije po vjerojatnosti i po distribuciji nisu ekvivalentne. Neka je

0 1
1/2 1/2

X ~

te neka je X,, = X za n € N. Nadalje, stavimo Y =1 — X. O¢ito (X,,)nen
konvergira po distribuciji ka Y. S druge strane zan € Ni0 < ¢ < 1 imamo

P(|X, — Y| >¢)=P(2X — 1| > ¢) = 1.

Teorem 8.13 Neka niz slucajnih varijabli (X,)nen, definiranih na vjero-
jatnosnom prostoru (Q, F,P), konvergira po distribuciji ka ¢ € R. Tada,

P
X, —ec

Dokaz: Oznac¢imo s (F),)nen 1 F, redom, funkcije distribucije od (X, )nen i
c. Neka je € > 0 proizvoljan. Za n € N imamo

P(|X, —c| > ) = P(Xp > c+¢) + P(X, < ¢ —¢)
gl—IP’(Xngc+e)+IP’(Xn§c—g>

=1—-F,(c+e)+ F, <c—g).
Sada, kako su ¢+ ¢ i ¢ — £/2 tocke neprekidnosti od F i lim,, ., F,(c+¢) =
F(c+¢e) =1 te lim, o F(c —€/2) = F(c —¢/2) = 0 slijedi tvrdnja. O

Konac¢no, komentirajmo vezu zakona velikih brojeva i centralnog granic-
nog teorema. Neka je (X, ),en niz nezavisnih i jednako distribuiraih slu¢ajnih
varijabli sa zajednickim o¢ekivanjem p € R i varijacom 0% > 0. Zan € N
stavimo S,, := X; + --- + X,,. Tada, po Teoremu 8.10, imamo

S Z M s

n

Zelimo bolje razumijeti asimptotsko ponasSanje niza (S, — n)nen, tj. Zelimo
odrediti niz (a,)nen C (0,00) za koji niz ((S,, — nu)/a,)nen konvergira ka
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necemu $to nije 0 ili +o00. Takozvani Marcinkiewicz—Zygmundov jaki zakon
velikih brojeva kaze da u danoj situaciji za svaki o € (0, 2) vrijedi

S, — s
npogs
nl/e

Takoder, takozvani zakon ponovljenog logaritma kaze da

(-

V20 = liminf —" —— S — 1t < limsup ————

Sn —
=2 | =
n—oo y/ny/loglogn = noeo \/_\/loglogn 20

Iz gornjih rezultata zakljucujemo dvije stvari:

(1)

ako uzmemo niz (a,)nen takav da lim,,_, a,/v/nv/loglogn = co, onda
(Sp —np)/an £%50. S druge strane, ako je lim,_ oo a,/v/ny/loglogn =

0, onda

P (—oo = liminfM < limsupM = oo) =1

n—00 G, n—00 ap,
To sugerira da konvergencija gotovo sigurno nije prikladna za karakteri-
ziranje asimptotskog ponaSanja niza (.S, — np)nen. Takoder, takozvani
Lévyev teorem o konvergenciji redova slucajnih varijabli (koji kaze da
red nezavisnih sluc¢ajnih varijabli konvergira gotovo sigurno ako i samo
ako konvergira po vjerojatnosti) sugerira da niti konvergencija po vje-
rojatnosti nije prikladan tip kovergencije u promatranom problemu.

dobar izbor niza bi mogao biti a,, = y/n, n € N. Intuitivno, Var(S,, —
np) = no?, n € N. Dakle, dijeljenjem S,, — nu s /n imamo Var((S,, —
nu)/y/n) = o2, n €N, §to znaci da dijeljenjem s y/n moZzemo ocekivati
neku relevantnu informaciju.

Na osnovu gornje diskusije kao prikladna konvergencija namece se konvergen-
cija po distribuciji (najslabija od spomenute tri konvergencije) i kao prikla-
dan niz namece se a,, = /n, n € N, §to i potvrduje centralni grani¢ni teorem
(Teorem 8.3).
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