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1 Vjerojatnost
Skup svih ishoda nekog slucajnog pokusa oznacavamo s {2 i zovemo ga prostor elementarnih
dogadaja. Na primjer, kod bacanje simetricne kocke imamo
Q=1{1,2,3,4,5,6} .
Podskup A C €2 zovemo dogadaj. Na primjer, kod bacanja simetricne kocke podskup
A = {pao je paran broj} = {2,4,6}

predstavlja jedan dogadaj. Ako je ishod slucajnog pokusa w € Q i vrijedi w € A, kazemo da se
dogadaj A dogodio.

Zadatak 1.1. Ako su A, B i C' dogadaji, prikazite pomocu A, B i C sljede¢e dogadaje:

(a) dogodio se barem jedan gornji dogadaj,

(b) dogodio se to¢no jedan gornji dogadaj,

(c) dogodila su se toéno dva gornja dogadaja,
)

(d) nisu se dogodila sva tri gornja dogadaja.
Rjesenje. Trazeni dogadaji su:

(a) AUBUC,

(b)

(c) (ANBNCHYUANBNC)UA°NBNCO),
(d) (AnNBNC)* =AU B°UC".

(ANB°NCYU(A“NBNCY)U(ANBNC),

O

Zadatak 1.2. Slucajni pokus sastoji se od bacanja dvije igrac¢e kocke. Odredite prostor elemen-
tarnih dogadaja € te prikazite pomocu elementarnih dogadaja sljedece dogadaje:

A = {barem jedna kocka je pala na 1},
B = {zbroj brojeva na kockama je 5},

C' = {zbroj brojeva na kockama je 5, ali nijedna kocka nije pala na 1}.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q - {(7/7]) : Z?.] 6 {]‘727 37 4’ 57 6}} - {1727 374’ 57 6}27

pri cemu npr. (5,3) € Q predstavlja ishod kada je na prvoj kocki pao broj 5, a na drugoj broj
3. Tada je



A={(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(1,4),(4,1),(1,5), (5, 1), (1,6), (6, 1)},
B = {(174)’ (471)7 (273)7 (3’ 2)}a

te

C=B\A={(23),(3,2)}.

) moze sadrzavati beskonacéno elemenata.

Primjer 1.3. Bacamo simetrican novcié¢ sve dok prvi put ne padne pismo. Ako je P="pismo”
i G="glava”, tada je

Q= {P,GP,GGP,GGGP,...} U{GGGG ---}.

Napomenimo da je ishod GGGG - - - teoretski mogu¢, ali ima "vjerojatnost 0” pa se zapravo
moze zanemariti.

Opcenito, ne¢emo sve podskupove od 2 zvati dogadajima, ve¢ samo one koji pripadaju familiji
F podskupova od 2 koja zadovoljava sljedec¢a svojstva.

Definicija 1.4. Familija F podskupova od ) je o-algebra na () ako je:

(F1) 0 € F,

(F2) Ac F=A=Q\AeF,

(F3) A, e F,neN=J A, eF.
Napomena 1.5. (a) Uvijek je Q = )° € F.

(b) Najmanja o-algebra na Q je F = {0, Q}, a najveca F = P(Q), gdje je P(Q) partitivni
skup od 2, tj. familija svih podskupova od 2.

(¢) Najmanja o-algebra na Q koja sadrzi A C Q je F = {0}, A, A¢,Q}.
(d) Iz (F3) specijalno slijedi: A,B € F = AUB € F.
Zadatak 1.6. Neka je F o-algebra na Q2 i A, B € F. Dokazite da je tada
ANB, A\B, B\A, AABeF.
Rjesenje.
o Iz svojstava (F2) i (F3) slijedi da je AN B = (A°U B°)° € F.

e Koriste¢i prethodno slijedi da je A\ B = AN B € F. Analogno jei B\ A € F.
e Po prethodnom, AA B=(A\B)U(B\A) € F.
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Zadatak 1.7. Neka je Q = {1,2,3,4}. Koje od sljedeé¢ih familija podskupova od ) su o-algebre
na €

(a) ‘Fl = {@7 {17 2}7 {37 4}} )
(b) Fy = {®7 Q, {1}7 {27 3, 4}’ {1’ 2}7 {37 4}} )
(c) F5={0,9,{1},{2},{1,2},{3,4},{2,3,4},{1,3,4}} 7
Rjesenje.
(a) Fi nije o-algebra jer Q ¢ F.
(b) F» nije o-algebra jer {1} U {3,4} = {1,3,4} ¢ F>.
(¢) Fsje o-algebra jer zadovoljava uvjete iz Definicije[l1.4] Uocite da suskupovi {1}, {2}, {3,4} €

F3 medusobno disjunktni i da se svaki skup iz F3 moze prikazati kao neka unija ova tri
skupa (kazemo da su ti skupovi atomi o-algebre F3).

O

Zadatak 1.8. Neka je Q = {1,2,3,4,5}. Nadite najmanju o-algebru na € koja sadrzi skupove
{1}, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,3,4}.

Rjesenje. Neka je F trazena o-algebra. Tada F mora sadrzavati i sljedec¢e skupove:

{1 {2 ={L2P\ {1}, {3} = {1, 2,3} \{1,2}, {4} = {1,2,3,4} \ {1,2,3} i {5} = {1,2,3,4}".

Buduéi da F onda mora sadrzavati i sve moguce unije gornjih skupova slijedi da je svaki podskup
od Q sadrzan u F, tj. P(2) C F, pa slijedi F = P(12).

O

Zadatak 1.9. Neka je F o-algebra na 21 B € F. Dokazite da je tada i
G ={C C B: postoji A € F takav daje C = AN B}

o-algebra na B.
Rjesenje. Provjeravamo uvjete (F1), (F2) i (F3) iz Definicije [1.4}

(F1) Primijetimo da je D = 0N B i € F pa slijedi da je § € G.



(F2) Neka je C' € G proizvoljan, te A € F takav da je C' = AN B. Bududi da pokazujemo da
je G o-algebra na B, trebamo provjeriti je li B\ C' € G. Buduéi da je

B\C=B\(ANB)=B\A=BnNA",
tvrdnja slijedi jer je A € F.
(F3) Neka su C, € G,n € N proizvoljni. Tada postoje A, € F,n € N takvi da je C,, = A, N B

pa je
Uc=J“.nB) = (UAn> N B.
n=1 n=1

n=1

Bududi da je |~ A, € F slijedi da je |J ), C\, € G.

O

Napomena 1.10. Ako je 2 konacan ili najvise prebrojivo beskonacan, najc¢esée uzimamo da je

F =P(Q).

Definicija 1.11. Vjerojatnost je funkcija P : 7 — R sa sljede¢im svojstvima:
(P1) 0 <P(A) <1, zasvaki A € F,

(P2) P(Q) =1,

(P3) Ako su A,, € F,n € N medusobno disjunktni, tada je
P <U An> => P(A,).
n=1 n=1

Uredenu trojku (92, F,P) zovemo vjerojatnosni prostor.

Kada je € konacan skup i svi elementarni dogadaji su jednako vjerojatni, koristimo Laplaceov
model, tj.
k(A) _ broj elem. dogadaja iz A

kE(Q)  broj svih elem. dogadaja’

P(A) =
Nije tesko za provjeriti da ovako definirana funkcija P : F — R zaista vjerojatnost.

Zadatak 1.12. Bacamo dvije simetri¢ne kocke. Izracunajte vjerojatnost sljedeé¢ih dogadaja:

(a) A = {suma brojeva na kockama je 7 ili 11},

(b) B = {brojevi na kockama su relativno prosti},
(c) C = {produkt brojeva na kockama je neparan},
(d) D = {jedan broj na kocki dijeli drugi}.



Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q={0,7):1,75€{1,2,3,4,5,6}} = {1,2,3,4,5,6}2,

pa je
k(Q) =6-6 = 36.

(a) Buduéi da je
A= {(17 6)7 (67 1)7 (2’ 5)7 (57 2)7 (37 4)7 (47 3)7 (57 6)? (67 5)}7
slijedi da je k(A) =8 i P(A) = 24 = 8 = 2

(b) Uocimo da je umjesto k(B) lakse odrediti k(B€) jer B¢ ima manje elemenata. Bududi da
je

B ={(2,2),(2,4),(4,2),(2,6),(6,2),(3,3),(3,6),(6,3), (4,4), (4,6), (6,4), (5,5), (6,6)},

slijedi da je k(B) = 131 P (A) = 1) = " gF) — 86718 — 2.

(c¢) Uocimo da je zapravo C' = {oba broja su neparna} pa je
C={(1,1),(1,3),(3,1),(1,5),(5,1),(3,3),(3,5),(5,3),(5,5)}.

Dakle, k(C) = 91 P(C) = % = & = 1. Ovaj zadatak smo lakse mogli rijesiti ako

primijetimo da je za odredivanje P (C') dovoljno gledati samo koje su parnosti brojevi
na kockama. Buduéi da je tada ukupno 4 (jednako vjerojatna) ishoda, a samo je jedan
1

povoljan za C, slijedi P (C) = 5.

(d) Uocimo ponovno da je lakse odrediti k(D) nego k(D°). Bududi da je

D ={(2,3),(3,2),(2,5),(5,2),(3,4), (4,3),(3,5), (5,3), (4,5), (5,4), (4,6), (6, 4), (5,6), (6,5)},

slijedi da je k(D) = 141 P (D) = i(@) = W%’;)(DC) =21

O

Zadatak 1.13. U nekoj skoli ucenici mogu uciti 3 strana jezika: engleski, njemacki i francuski.
Od 100 ucenika, 28 uci engleski, 16 francuski, 26 njemacki, 4 engleski i francuski, 12 engleski
i njemacki, 6 njemacki i francuski, a 2 uce sva tri jezika. Izracunajte vjerojatnost da slucajno
odabrani ucenik

(a) ne uéi niti jedan strani jezik,

(b) uéi samo engleski ili samo francuski jezik.



Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q2 = {svi ucenici}
pa je k(€2) = 100. Definiramo dogadaje
E = {odabrani uc¢enik uci engleski jezik},
F = {odabrani ucenik uéi francuski jezik},
G = {odabrani ucenik u¢i njemacki jezik}.
(a) Trazimo vjerojatnost

k(E°N F°NG°)

P(E°NF°NG) = )

Na temelju danih informacija, koristeéi Vennov diagram, nije tesko za odrediti da je k(F U
FUG) =50 pa je

EENFNG)=k(EUFUG)) =k(Q) —k(EUF UG) =100 — 50 = 50

50 1
t 100 — 2°

te je trazena vjerojatnos
(b) Sliéno kao u (a), imamo da je
E(ENFNG)U(ENFNGY))=k(ENFNG)+k(E°NFNG) =14+8 =22

pa je
22 11

Napomena 1.14 (Svojstva vjerojatnosti). Neka su A, B,C € F, tada vrijedi:

(a) ACB=P(B\A)=P(B)—P(A). Specijalno, AC B=P(A) <P(B).
(b) P(A°) =P(Q\A)=P(Q)—P(A) =1-P(A).
(c) P(D)=1-P(Q) =0.

)

(d) (Formula ukljuéivanja-iskljucivanja)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)i
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

Zadatak 1.15. Set za ¢aj se sastoji od tri Salice i tri tanjuri¢a u tri boje. Salice su slucajno
rasporedene na tanjurice. Kolika je vjerojatnost da ni jedna Salica nije na tanjuric¢u iste boje?



Rjesenje. Neka su boje C'=crvena, P=plava i Z=zelena. Nekako fiksiramo polozaj tanjuric¢a,
npr. crveni, plavi pa zeleni. Prostor elementarnih dogadaja je

(2 = {sve moguce permutacije salica na tanjuri¢e} = {PCZ, PZC,CPZ,CZP,ZCP, ZPC}
pa je k() = 3! = 6. Ako definiramo dogadaje
A, = {8alica boje z je na tanjuri¢u boje =},
za x € {P,C, Z}, trazimo vjerojatnost

PASNAZNAY) =1—-P(ApUAc U Ay)
=1—-P(Ap) —P(Ac) —P(Az) + P(ApNAc) + P(Ap N Az)
+P(AcNAy) —P(ApNAcN Ay)

=1 32+31 L_1
N 6 6 6 3

Alternativno i jednostavnije, trazeni dogadaj je
A={PZC,ZCP}

pa je
k(A) 2 1

D=t@ "6~ 3
Ipak, ako je broj salica i tanjurica vedi, rjeSenje ¢e se lakse nadi koristeéi (poopéenu) formulu
ukljuc¢ivanja-iskljucivanja. 0

Zadatak 1.16. Bacamo 5 simetri¢nih kocki. Izracunajte vjerojatnost da produkt dobivenih
brojeva

(a) bude djeljiv s 5,
(b) ima zadnju znamenku 0,

(c¢) ima zadnju znamenku 5.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q={(i,...,i5) i € {1,2,...,61,k=1,2,...,5} ={1,2,...,6}°
pa je k() = 6°.
(a) Uocite da zapravo trazimo vjerojatnost dogadaja
A = {pala je barem jedna petica}.
Umjesto da ovaj dogadaj rastavljamo ovisno o to¢nom broju petica, primijetimo da je

A°¢ = {nije pala niti jedna petica} = {(i,...,i5) :ip Z 5,k =1,...,5} = {1,2,3,4,6}°

pa je k(A%) =5° i P(A%) = Jf) = 5. Dakle, P(A) = 1 =P (A°) =1 — .

8



(b) Trazeni dogadaj je
B = {produkt djeljiv i s dvais pet}.

U tu svrhu definiramo dogadaje

By = {pao je barem jedan paran broj}

By = {pala je barem jedna petica} = A.
Tada je B = B; N By te kao i u (a) dijelu racunamo

P(B)=P(BiNBy) =1—P((BiNB,)) =1—P(BSUBEY)
= [FUI] = 1 — P(BS) — P(BS) + P (BS N BY)

_q_kBD k(B  kBiNB) 3 5 2

B k(Q)  k(Q) K(Q) 65 65 6°
1 57 1

e tE

(c¢) Trazeni dogadaj je zapravo
C' = {produkt djeljiv s pet, ali ne i s dva} = By \ By.
Slijedi da je

P(C) =P (Ba\ By) =P (B2 \ (B1 N Ba))
= [BlﬂBQ QBQ] :]P)(BQ)—]P)(BlmB2>

—P(A) —P(B)
57 1 57 1
:O—@)—@—ﬁ—@+¥>
1 1

Zadatak 1.17. Neka su A, B,C € F. Dokazite:

(a) P(AUBUC) <P(A)+P(B)+P(C),
(b) P(ANBNC)>P(A)+P(B)+P(C)—2,
(c) P(AUB)P(ANB) <P(A)P(B).

Rjesenje.



(a) Definirajmo dogadaje
Dy =A Dy=B\A, D3=C\(AUB).
Ocito je AUBUC = Dy U Dy U Dg, ali skupovi Dy, Dy i D3 su medusobno disjunktni pa
slijedi
P(AUBUC)=P(D;UDyUD3)=P(Dy)+P(Dy) +P(Ds3)
<[D1CA Dy;yC B, D;sCC]<P(A)+P(B)+P(C).

(b) Koristeéi prethodni dio imamo
P(ANBNC)=1-P(A°UB°UCY) >1—-P(A°) —P(B°) —P(C°)
=1-(1-PA)-(1-P(B)-(1-P(C))=P(A)+P(B)+P(C)-2.

(c) Bududi da je AU B disjunktna unija skupova A i B\ A slijedi da je
P(AUB)P(ANB)=(P(A)+P(B\A)P(ANB)
=P(APANB)+P(B\A)P(ANDB)
<P (A)

<P(4) (P(ANB)+P(B\ A))

(.

~
ANB i B\ A disjunktni

— P(A)P (AN B)U(B\ A)) = P(A)P(B).

Napomena 1.18. Iz prethodog zadatka slijedi:
e P(A)=P(B)=P(C)=0=P(AUBUC) =0. Zaista,
0<P(AUBUC)<P(A)+P(B)+P(C)=0.
e P(A)=P(B)=P(C)=1=P(ANBNC)=1. Zaista,
1>P(ANBNC)>P(A)+P(B)+P(C)—2=3-2=1.

Zadaci za vjezbu

Zadatak 1.19. Neka su F,G o-algebre na
(a) Je li F NG o-algebra?
(b) Jeli FUG o-algebra?
Zadatak 1.20. Neka su A, B € F.
(a) Akoje P(AUB)=0.8,P(ANB)=0.21P (B = 0.6, koliko je P(A),P(B)iP(B\ A)?
(b) Ako je P(AU B¢) =0, koliko je P(B)iP(AN B)?

Zadatak 1.21. Bacamo dvije simetri¢ne kocke i dobivene ishode ozna¢imo s A i B. Odredite
prostor elementarnih dogadaja i izracunajte vjerojatnost da jednadzba 2 + Az + B = 0 ima
realna rjesenja?
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2 Prebrojavanje

Zadatak 2.1. U vredici imamo 550 jabuka, od cega je 2% trulih. Kolika je vjerojatnost da u
slucajnom uzorku od 25 jabuka budu tocno 2 trule?

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
2 = {svi 25-¢lani podskupovi od 550 jabuka}
pa je k(Q) = (52550). Trazeni dogadaj je

A = {tocno su 2 jabuke u uzorku trule}.

Buduéi da je u vreci 0.02 - 550 = 11 trulih jabuka slijedi da je
11 —11 11
k(A) = (550 _ (939 .
2 25 —2 2 23

P(A) = Zgé; = (2)(5'5§)23) ~ 0.074.

Dakle,

0

Zadatak 2.2. Magnus na sahovsku plocu postavlja tri topa, pri cemu ne moze staviti dva topa
na isto polje. Kolika je vjerojatnost da se nikoja dva topa ne napadaju?

Rjesenje. Sahovska ploca ima 8 - 8 = 64 polja, oznac¢imo ih brojevima 1,2, ...,64. Za prostor
elementarnih dogadaja mozemo uzeti

Q= {(i,5,k) i,k €{1,...,64},i £ j # k}

pri ¢emu prva, druga odnosno treca koordinata predstavljaju pozicije prvog, drugog odnosno
treceg topa. Dakle, k(Q2) = 64-63-62. Kada stavimo prvog topa na bilo koje od 64 polja, ostaje
(8 = 1) - (8 = 1) = 7 mogudéih polja koja prvi top ne napada. Isto tako, ako stavimo drugog
topa na neko od tih polja, ostaje 62 moguéih polja na koje mozemo staviti treéeg topa tako da
ne napada prva dva. Dakle, ako je A trazeni dogadaj, imamo da je

k(A 2.77.6%2 14
(4) 876 = — ~ (0.4516.

P(A) = - _
(4) k(Q)  64-63-62 31

Uocite da nismo trebali razlikovati topove, tj. za prostor elementarnih dogadaja mogli smo uzeti

Y = {svi 3-¢lani podskupovi skupa od 64 polja} .

U tom slucaju je k() = (%) = 9862 alii k(A) = 82‘73?62 pa je dakle vierojatnost trazenog

dogadaja ista kao i u prvom sluc¢aju. Vidi Napomenu dolje. 0

11



Zadatak 2.3. Spil se sastoji od 52 karte od kojih svaka ima neku od 13 jacina (2,..,10,J,Q,K,A)
i neku od 4 boje.

(a) Ako slucajno izaberete dvije karte, kolika je vjerojatnost da ste dobili

(al) dvije karte iste boje,
(a2) dvije karte razlicitih jacina?

(b) U igri poker svaki od igraca na sre¢u dobije 5 karata iz $pila. Kolika je vjerojatnost da
igrac¢ dobije

(b1) jedan par, tj. dvije karte iste jacine i tri karte koje nisu te jac¢ine niti istih ja¢ina (npr.
QQJ34),
(b2) tri karte iste jacine i jedan par (npr. 10 10 10 K K)?

Rjesenje.

(a) Prostor elementarnih dogadaja je €2 = {svi 2-¢lani podskupovi od 52 karte} pa je k(2) =
52
(%)
(al) Neka je A; trazeni dogadaj. Buduéi da boju mozemo izabrati na 4 nacina, a dvije

karte u toj boji na (123) nacina slijedi da je

b(Ay) _ 4 (5
= T/
R (%)
(a2) Neka je Ay trazeni dogadaj. Bududi da dvije ja¢ine mozemo izabrati na (123) nacina,
a po jednu karte svake jac¢ine na 4 nacina slijedi da je

P(4;) = ) ~ 02352

P (Ay) = z((’?;)) = (123)(5'22;1 004118,

(b) Prostor elementarnih dogadaja je €2 = {svi 5-¢lani podskupovi od 52 karte} pa je k(Q2) =
52
(5)-

(b1) Neka je B; trazeni dogadaj. Dvije karte iste ja¢ine mozemo izabrati na (113) . (;1)
nacina. Buduci da preostale tri karte moraju biti razlicite jacine, njih mozemo izabrati

na (132) -4 -4 -4 nacina. Dakle,

K(By) 13- (5) - (5) - 64
P(B,) = = 23 ~ 0.42257.
k(S) (5)
(b2) Neka je B, trazeni dogadaj. Bududi da 3 karte iste ja¢ine mozemo izabrati na (113) . (g)
nacina, a nakon toga par karata iste ja¢ine mozemo odabrati na (112) . (;l) nacina, slijedi
da je

k(By) 13- (3)-12
RO ()

12
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Napomena 2.4. Pri racunanju vjerojatnosti u prethodnom zadatku nije bitno uzimamo li u
obzir poredak izvucenih karata ili ne, ali onda treba paziti da se broj kombinacija racuna na isti
nacin. Na primjer, u (a) dijelu smo za prostor elementarnih dogadaja 2 mogli uzeti sva moguéa
izvlacenja dvije karte iz Spila, ali pazec¢i na to koju smo kartu izvukli prvu, a koju drugu. Tada
je k(Q) =52-511

k(A;) =52-(13—1), i k(Ay)=52-48

sto daje iste vjerojatnosti za ova dva dogadaja. Opcenito, prostor elementarnih dogadaja bira
se tako da se najlakse rijesi dani problem.

Zadatak 2.5. (Problem rodendana) Izracunajte vjerojatnost da je u grupi od n ljudi barem
dvoje rodeno istog dana.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q={(z1,...,2,) 2 €{1,...,365},k=1,...,n} ={1,...,365}"

pri ¢emu zj, predstavlja dan u godini kada je rodena k-ta osoba. Dakle, k() = 365™. Uo¢imo
da ako je A trazeni dogadaj, tada je

A° = {sve osobe rodene na razlic¢ite dane}

pa je
k(A®) =365 (365 — 1) ----- (365 —n + 1).
Dakle,
365364 ----- (365 —n+ 1)

P(A)=1—P(A) =1 e .

U tablici ispod su vrijednosti gornje vjerojatnosti za neke n-ove:

n | 10 20 22 23 40 170
P(A) | 0117 0411 0476 0.507 0.891 0.999

O

Zadatak 2.6. Za okruglim stolom sjedi n osoba na n stolica. Ako je raspored sjedenja sluc¢ajan,
kolika je vjerojatnost da Ante ne sjedi ni do Marka ni do Luke?

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
2 = {svi rasporedi sjedenja n ljudi za okruglim stolom}.

Zelimo odrediti k(Q). Uocimo da je ovaj problem razli¢it od problema: ”Na koliko na¢ina mozemo
n osoba posloziti u red?” (= n!) jer kada ”spojimo” krajeve reda, vise razli¢itih rasporeda
(permutacija) moze dati isti raspored sjedenja za okruglim stolom. Buduéi da svakom rasporedu
sjedenja oko okruglog stola odgovara toéno n razlicitih permutacija ljudi u red, slijedi da je

n!

K@) === (n—1).
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Alternativno, mogli smo izabrati jednu osobu i nju smatrati pocetkom, pa je jasno da preostale
osobe mozemo posloziti na (n — 1)! nac¢ina. Definirajmo dogadaje

M = {Ante sjedi do Marka},

L = {Ante sjedi do Luke}.
Tada je trazena vjerojatnost
PMNL)=1-P(MUL)=1-P(M)—-P(L)+P(MnNL).

Ako pretpostavimo da Ante sjedi do Marka, mozemo ih smatrati jednim blokom te ujedno
pocetkom. Unutar bloka ih rasporediti na 2! nacina, a ostale ljude rasporediti na (n—2)! nacina,

pa je

E(M) 2-(n-—2)! 2
P(M) = i = Q_Df:n_lngy
Isto tako je - R :
=2
pa je
P(McﬂLc)zl_ 4 n 2 _ n?—"Tn+ 12 :(n—3)(n_4)

n—1 ((m-—1)n-2) mH-1Dn-2) nm-1)Mn-2)

Alternativno (i bolje), uo¢imo da trazeni dogodaj ovisi jedino o tome koje su dvije osobe sjele
pokraj Ante. Ako za prostor elementarnih dogadaja {2 uzmemo sve moguce parove susjeda
(pazedi tko je zdesna a tko slijeva Anti), imamo da je k(Q2) = (n — 1)(n — 2), a buduéi da su svi
ishodi jednako vjerojatni, imamo da je

k(ML) (n—3)(n—4)

PN L) =Ty T )

O

Zadatak 2.7. Luster ima 4 grla za zarulje, od kojih su 2 ispravna, a od 7 zarulja koje imamo,
4 su ispravne. Ako odaberemo na sre¢u 4 zarulje i stavimo ih u grla, kolika je vjerojatnost da
¢emo ukljuc¢ivanjem lustera u struju dobiti svjetlo?

Rjesenje. Prvo primijetimo da trazena vjerojatnost ne ovisi o tome kojim redoslijedom
stavljamo zaurlje na grla tako da mozemo pretpostaviti da su prva dva grla ispravna. Prostor
elementarnih dogadaja je

) = {svi rasporedi sedam zarulja na Cetiri grla}
paje k(Q)=7-6-5-4, te definiramo

A = {dobili smo svjetlo}.

14



Bududi da je
A = {na prva dva grla stavljene neispravne zarulje}
slijedi da je
.2.5.4
P (A) :1_19>(AC):1_Q:9
7-6-5-4 7
Uocite da je dovoljno bilo gledati samo sto se dogada na dva ispravna grla.

Alternativno, ako definiramo dogadaje
A; = {dobili smo svjetlo iz prvog grla},

Ay = {dobili smo svjetlo iz drugog grla},

tada je
: P(A)=P(A1UAy) =P(A) +P(As) —P(A; N Ay).

Imamo da je P(A4;) = %, a budu¢i da na svako grlo s jednakom vjerojatnoséu moze doéi bilo

koja zarulja, mora biti i P (Ay) = %ﬂ Nadalje,

4-3 2
P(ANA) = ="
(Ands)=75=7
Dakle,
4 2 6
P(A)=2--—==-.
(4) 7T 7

U

Zadatak 2.8. U kutiji se nalazi 5 crnih, 6 bijelih i 7 zelenih kuglica. Na slu¢ajan nacin izvucemo
4 kuglice. Izracunajte vjerojatnost da medu izvucenim kuglicama nisu zastupljene sve tri boje.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q) = {svi 4-¢lani podskupovi od 5+ 6 + 7 = 18 kuglica}
paje k(Q) = (148). Ako definiramo dogadaje
C' = {nije zastupljena crna boja},

B = {nije zastupljena bijela boja},
Z = {nije zastupljena zelena boja},
trazena vjerojatnost je

P(CUBUZ)=P(C)+P(B)+P(Z)-P(CNB)-P(CNZ)
-P(BNnZ)+P(CNBNZ).

IFormalno, ako rastavimo As na sluéajeve ovisno o tome je li na prvo grlo dogla ispravna ili neispravna zarulja,

zaista dobijemo P (A4y) = #3434 = 1

15



Rac¢unamo

by OO D) gy OO () iy €O ()

(¥ ()

IP’(CHB):@,P(OQZ):Q,P(BQZ):@,

)

P(CNBNZ)=0.
Uvrstavanjem dobivamo da je

1485

Alternativno, primjetimo da je

(C'UBU Z)¢ = {zastupljene sve tri boje}
= {2C,1B,12} U {1C,2B,1Z} U {1C,1B,2Z} .

Buduci da su ti dogadaji disjunktni,

w15 (OO0 OO0 OOO)] s

O

Napomena 2.9. Za proizvoljan n € N i dogadaje A;,..., A, € F vrijedi sljede¢e poopcenje
FUI (Silvesterova formula)

P(OAJZZH:P(AQ— Yo PANA)+ ) P(ANANA

1<i<j<n 1<i<j<k<n
n
— e (=) TP (ﬁ Ai> .
=1

Zadatak 2.10. Jednog radnog tjedna u nekom gradu 10 ljudi je pozvalo elektricara u svoje kuce
radi popravka nekih elektriénih uredaja. Svaki covjek je slucajno odabrao neki radni dan u tom
tjednu i pozvao elektricara. Izracunajte vjerojatnost da elektricar nema posla bar jedan radni
dan.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q= {(z1,...,210) : 7 € {1,2,3,4,5}} = {1,2,3,4,5}"°

pri ¢emu z, predstavlja dan u tjednu u koji je k-ta osoba pozvala elektricara. Dakle, k() = 5.
Neka je A trazeni dogadaj te

A; = { i-ti radni dan nitko nije zvao elektricara}, i =1,...5.

16



Zbog simetrije za sve razlicite 7, 7, k, [ vrijedi

410 310 910
P(A) = o5 P(AiNA)) = o5, P(AN A0 A = o5,

10

510’

Koristec¢i poopéenje FUI za uniju 5 dogadaja slijedi da je
]P)(A) :P(A1UA2UA3UA4UA5)

= (i’) P (4) - (2) P (AN Ag) + <§> P (AN AN As)

)
- (4) P(ATNANA3NA)+P(ANANA3N AL N Asp)
_5-410—10-310+10-210—5

F10 ~ 0.4775.

2.1 Beskonacni vjerojatnosni prostor

Zadatak 2.11. Da bi poceli igrati s ovjeculjkom u igri ” Covjece ne ljuti se” morate prvo dobiti
Sesticu na kocki. Izracunajte vjerojatnost

(a) da u tre¢em pokusaju prvi puta dobijete Sesticu,

(b) da vam treba vise od tri pokusaja da prvi puta dobijete Sesticu.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je

Q={(z1,...,2p-1,6) :x1,..., 201 € {1,2,...,5},n € N}
U{(z1,2z2,...) ;€ {1,2,...,5} zasve i € N}.

Uocimo, k(£2) = oo.

(a) Trazi se vjerojatnost dogadaja
A={(x1,29,6) : 21,20 € {1,2,...,5}}.

Buduéi da dogadaj A ovisi samo prva tri bacanja, dovoljno je promatrati samo njih. Svi
moguci ishodi u prva tri bacanja su

Q = {(QTl,[L'Q,ZL‘g) 1 XT1,T9,T3 € {1,2,,6}} = {1,2,...,6}3
pa je

5-5-1 25
6-6-6 216

17



(b) Ako za n € N definiramo dogadaje

B, = {potrebno to¢no n pokusaja da se dobije Sestica}
={(z1,...,2y-1,6) r 2, €{1,2,....5},k=1,...,n— 1},

tada se trazi vjerojatnost dogadaja

B = [j B,.
n=4

Analogno kao u (a) dijelu zadatka, za n € N je

5L 1

pa bududi da su dogadaji B, medusobno disjunktni slijedi da je

> i <5t 1 5\ /5"
pe) =2 =)= o =5 (5) 2 (5)
n=4 n=4 n=4 k=0
1 /5\° 1 125
——. (= = =" ~0.5787
6 (6) 1-3 216

l

Zadatak 2.12. U kutiji se nalazi 10 crvenih, 8 bijelih i 5 plavih kuglica. Na sluc¢ajan nacin
izvucemo jednu kuglicu, pogledamo joj boju i potom je vratimo u kutiju. Postupak nastavljamo
sve dok ne izvucemo crvenu ili bijelu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da ¢emo izvlacenje zavrsiti
s crvenom kuglicom?

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q={B,C,PB,PC,PPB,PPC,...} U{PPPPP---}.
Trazimo
P ({crvena izvucena prije bijele}) = P ({C, PC, PPC,...}) =Y P({PP---PC}),
n=0 n-puta

pri cemu zadnja jednakost slijedi jer su imamo prebrojivo mnogo medusobno disjunktnih dogadaja.
Racunamo,

P({C}) = % P({PC}) = % P({PPC}) = % _ (%) %

i opcenito

5\" 10

n-puta
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—~/5\"10 10 1 5
=35

Dakle,
L o bitelel) — o) v _ 1Y
({crvena izvucena prije bijele}) nEZO (23 23 93 1_ %

5

Ako malo razmislimo, uz pretpostavku da znamo da ¢emo izvlacenje sigurno zavrsiti u kona¢nom
"ako znamo” da smo u nekom trenutku izvukli
10+8 9 U

broju koraka, rezultat je intuitivno jasan jer
crvenu ili bijelu kuglicu, vjerojatnost da smo bas izvukli crvenu je uvijek

Zadatak 2.13. Dva igraca naizmjence bacaju nov¢ié, a pobjeduje onaj kod kojeg se prvog pojavi
grb. Modelirajte odgovarajuci vjerojatnosni prostor i izracunajte
(a) vjerojatnost pobjede za svakog igraca
(b) vjerojatnost da igra nikada ne stane

Prostor elementarnih dogadaja je

Rjesenje.
Q={G, PG, PPG,...} U{PPPPP---}.
Uoc¢imo,
1 1- 1 1-1-1 1
P =— P — PP = —
(16 = 5. BUPGY) = 55, PUPPGY) = 5o = o
i opcenito
1
PP PG = o neN
n-puta
(a) Neka je A; = {pobijedio je i-ti igrac}, ¢ = 1,2. Tada je
P(A,) = P({G, PPG, PPPPG, ... ZIP’ {pP---PGY)
2n puta
— e 1 1 1 2
IR I R R
n=0

Na sli¢an nacin dobijemo da je P (As) = 3.

(b) Koristeéi dio (a) dobivamo
P ({igra nikada ne stane}) = P ((A; U Ay)°) =1 —-P(A; U Ay)

[Al i AQ dlSJunktnl] =1—-P (A1> —P (AQ) =0

U

Napomena 2.14. Ako za neki dogadaj A € F vrijedi P(A) = 1 (odnosno P (A) = 0), kazemo

da ¢e se dogadaj A gotovo sigurno (g.s.) dogoditi (odnosno neée dogoditi)
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Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.15. Iz snopa od 52 karte biramo na sre¢u 3 karte. Odredite vjerojatnost da dobijemo:

(a) tocno jednog kralja,
(b) barem jednog asa,
(c) sve karte razlicite boje.

Zadatak 2.16. Na peronu je vlak koji se sastoji od 15 vagona. Ako 7 putnika nasumce bira
vagon, izracunajte vjerojatnost

(a) da je u svakom vagonu najvise jedan putnik,
(b) da je u zadnjem vagonu to¢no jedan putnik.

Zadatak 2.17. U nekom se kraljevstvu organizira viteski turnir. Dan prije na turnir je doslo 5
vitezova. Netko je preko noéi na slucajan nacin vitezovima izmijesao koplja. Kolika je vjerojat-
nost da je barem jedan vitez na turniru nastupio sa svojim kopljem?

Zadatak 2.18. U liftu zgrade s 5 katova nalazi se 7 osoba. Izracunajte vjerojatnost da

(a) na prvom katu izadu toéno 3 osobe,
(b) na svakom katu izade barem jedna osoba.

Zadatak 2.19. Simetri¢nu kocku bacamo dok se prvi put ne pojavi 1ili 6. Odredite odgovarajuci
vjerojatnosni prostor i izrac¢unajte vjerojatnost da ¢e pokus zavrsiti u parnom broju koraka.

Zadatak 2.20. Oskar je za rodendan dobio sva tri nastavka ”Gospodara prstenova’. Kako je
bio u zurbi, samo ih je nasumce stavio na svoju praznu policu zajedno s cCetiri stare knjige.
Kolika je vjerojatnost da tri nastavka ”Gospodara prstenova” ¢ine jedan blok na polici (tj. da
izmedu njih nema knjiga)?

20



3 Geometrijska vjerojatnost

Zelimo modelirati vjerojatnosni prostor motiviran Laplaceovim modelom koji odgovara biranju
tocke na slucajan nacin iz nekog ogranicenog skupa 2 C R™ (pretpostavimo n = 1, 2 ili 3). U
tu svrhu, za ograni¢en skup A C R"™ ozna¢imo s A\(A) njegovu duljinu, povrsinu, tj. volumen,
ovisno o kojem je n € {1,2,3} rije¢. Imamo za

n=1 duljinu  A([0,1]) =1-0=1
n=2 povrsinu  A([0,1] x [2,3]) = (1 -0)(3—2) =1
n=23 volumen A([0,1]*) = (1 —0)? = 1.

Modeliramo vjerojatnosni prostor (2, F,P) koji odgovara slu¢ajnom odabiru tocke iz Q@ C R"
(umjesto ogranicenosti od €2, zapravo je potrebno zahtijevati da je A(2) < o0). Dakle, Q je
prostor elementarnih dogadaja, F ¢e biti tzv. Borelova o-algebra na 2, tj. o-algebra koja sadrzi
sve podskupove od Q kojima "mozemo izmjeriti” povrsinu (jer ne mozemo svakom), a P je
vjerojatnost definirana tako da za svaki A € F vrijedi

P(4) = 3

Primjer 3.1. Ako slucajno odaberemo tocku iz kvadrata stranice duljine 1, kolika je vjerojat-
nost da ta tocka upadne u krug upisan tom kvadratu?

0 1 X
Slika 1: Slika za Primjer

U ovom slu¢aju mozemo uzeti

Q=10,1]?

te staviti A = {krug upisan u [0, 1]*} C Q, pa je trazena vjerojatnost

Napomena 3.2. Vise o funkciji A koja ra¢una povrsinu i o-algebri F koja sadrzi skupove koji
imaju povrsinu mozete nauciti na kolegiju Mjera i integral. Istaknimo samo da je u ovom slucaju

F CPQ).
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Za razliku od od Laplacevog modela, u ovom slucaju postoje neprazni dogadaji B € F takvi da
je P(B) = 0.

Zadatak 3.3. Iz segmenta [0, 1] slucajno se i nezavisno biraju dva broja z iy. Akosua,b € [0, 1]
fiksni, izracunajte vjerojatnost dogadaja:

(a) A = {izabrani su brojevi x = a iy = b},

(b) B = {izabran je broj x = a},

(c) C = {izabrani su isti brojevi},

(d) D = {prvi broj je manji ili jednak od drugoga}.

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja (tj. skup svih ishoda ovog pokusa) je Q = {(z,y) | z,y €
[0,1]} = [0,1]%. Bududéi da tocke z,y € [0, 1] biramo "nezavisno” jednu od druge to zapravo od-
govara slucajnom odabiru tocke iz kvadrata Q = [0, 1]?>. Dakle, nalazimo se u situaciji opisanoj
u uvodu ovog poglavlja. Uoc¢imo da je A\(Q) = A([0,1]?) = 1.

(a) Imamo A = {(a,b)} pa bududi da svaka tocka u ravnini ima povrsinu 0, vrijedi

AMA) — A({(a,b)}) 0
P(4) = N T a1

Dakle, vjerojatnost da ¢emo izabrati unaprijed fiskiranu tocku (a,b) je jednaka 0.

(b) i (¢) Imamo B = {(z,y) € Q|z =a} 1 C = {(z,y) € Q|2 =y} pa bududi da i svaka duzina u
ravnini takoder ima povrsinu 0 ponovno je

P(B):%:%:O:P(C).

(d) Dogadaj D = {(z,y) € Q|z < y} nacrtan je desno na Slici [ i o¢ito je
AD) 12 1
IP) D = — — = —
D=3~ 71 "2

Sto je intuitivno odmah bilo jasno zbog simetrije.

(a,b)

0 a 1 X 0 1 X

Slika 2: Slika Zadatka , prva slika za a) i b) dio, druga za c¢) i d) dio.
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Zadatak 3.4. Izracunajte vjerojatnost da je slu¢ajno odabran broj iz segmenta [0, 1] racionalan.

Rjesenje. Imamo da je 2 = [0, 1], a trazeni dogadaj A = QN [0, 1]. Zbog prebrojivosti skupa
Q, postoji niz (¢,), takav da je A = {q1,q2,q3,...} paje

> disjun. - -
P(4) =P (U@}) =" P =) 0=0.
n=1 n=1 n=1
Primijetimo da je klju¢na stvar u racunu bila da je Q prebrojiv. 0

Zadatak 3.5. Dana je jednadzba z? + 20z + ¢ = 0 pri ¢emu su b i ¢ slu¢ajno odabrani brojevi
takvi da je |b| < 3, a |c¢| < 12. Kolika je vjerojatnost da su rjesenja gornje jednadzbe realna?

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja je
Q={(,0)| —3<b<3,-12<c<12} =[-3,3] x [-12,12],
pa je A(Q2) = 6 - 24 = 144. Trazimo vjerojatnost dogadaja

A = {rjesenja jednadzbe su realna}
={(b,c) € Q|4b* — 4c > 0}
={(b,0) € Q1" > c},

jer kvadratna jednadzba ima realna rjesenja ako i samo ako joj je diskriminanta nenegativna.
Sada lako ra¢unamo da je

3
P(4) = AMA) _6-12+4 [70%db 5
Q) 144 8

121c

Slika 3: Slika za Zadatak
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Zadatak 3.6. Profesor i student dolaze u u¢ionicu s jednakom vjerojatnosti bilo kada izmedu 8
i 8:30. Student Ce pricekati profesora najvise 15 minuta prije nego napusti ucionicu, a profesor
¢e zatvoriti vrata ucionice 2 minute nakon svog dolaska u uc¢ionicu i vise se ne¢e moci ucéi i slusati
to iznimno bitno profesorovo predavanje. Koja je vjerojatnost da student nazoci profesorovom
predavanju?

Rjesenje. Za prostor elementarnih dogadaja mozemo uzeti
Q= {(z,y)| =,y €[0,30]} = [0,30],

gdje x smatramo vremenom dolaska profesora, a y vremenom dolaska studenta (oboje u minu-
tama nakon 8). Ocito je A\(Q) = 30%.

Neka je A = {student nazoci predavanju} trazeni dogadaj. Student ¢e biti na predavanju ako
i samo ako je dosao najkasnije 2 minute nakon profesora, a najranije 15 minuta prije njega, tj.
(x,y) € A ako samo ako je x — 15 <y < x + 2. Dakle, A = {(z,y) € Q |z — 15 <y < x + 2} te

CAA)AQ) - A9

P(A) = =
W=~ @
:/\(Q)_Lﬁ_¥ ~ 0.439
A(Q) B
y
30 28
15
21
0 30 X

Slika 4: Slika za Zadatak

g

Zadatak 3.7. Potrosnja Markovog auta je slucajno odabrana vrijednost izmedu 5 i 10 litara
benzina po 100 km, a trenutno mu je ostalo samo 2.5 litre u rezervoaru. Ako je udaljenost do
najblize benzinske postaje slucajna velicina izmedu 20 km i 50 km, kolika je vjerojatnost da ce
s trenutnom koli¢inom benzina uspjeti sti¢i do benzinske postaje?

Rjesenje. Neka je x predstavlja potrosnju auta po 100 km (dakle z € [5,10]), a y udaljenost
do najblize benzinske postaje (dakle y € [20,50]). Prostor elementarnih dogadaja je

Q= {(z,y) |z € [5,10],y € [20,50]} = [5,10] x [20, 50]

i ocito je A(Q) =5 - 30 = 150.
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Primijetimo da s 35 litara benzina auto moze prije¢i 1 km pa je potrebno 55 - y litara do
benzinske. Budu¢i da Marko ima 2.5 litre u rezervoaru, imamo
A = {Marko je dosao do benzinske}
= {(z,y) € Q[ 555 -y < 2.5}
={(z,y) € Qly < 2°}.
Dakle,
P(A) = AA) B dr - 520
YO 150
250 - In(x)[{* — 100 250 - In2 — 100
= = ~ (.48858.
150 150
y
50 F-------- ‘
—————————— N 25
20p--------
O X
O

Napomena 3.8 (*). Primijetimo da u gornjem zadatku imamo slu¢ajnu vrijednost z = % koja
poprima vrijednosti u intervalu [1/10,1/5]. Netko bi mozda pokusao rijesiti zadatak tako da
za prostor elementarnih dogadaja uzme Q' = {(z,y) |z € [1/10,1/5],y € [20,50]} jer je u tom
slucaju povrsinu skupa (dogadaja) A = {(z,y) € Q' |y < 250z} jednostavno odrediti. Ipak z
"ne poprima sa istom vjerojatnosti svaku vrijednost” iz [1/10,1/5] (kasnije u kolegiju ¢emo
preciznije reéi da z nema uniformnu razdiobu na [1/10,1/5]) pa u ovom slu¢aju ne mozemo
koristiti vjerojatnosni model opisan u uvodu ovog poglavlja. Zaista, kada bi z imala uniformu
razdiobu, vjerojatnost da z upadne u [1/10,3/20], tj. prvu polovicu segmenta [1/10,1/5], bila bi
1/2. Ipak, bududi da je z = 1/z ta vjerojatnost jednaka je vjerojatnosti da x upadne u segment
[20/3, 10] pa zapravo iznosi 2/3.

Zadatak 3.9. Unutar intervala [0, 1] biramo na sre¢u dva broja: = i y. Odredite vjerojatnost
da je broj |5z + y] djeljiv s 3 gdje je |z] najvedi cijeli broj koji je manji ili jednak od x.

Rjesenje. Imamo Q = {(z,y)]|x,y € [0,1]} = [0,1]? te uotimo da vrijedi

(x,y) € Q=br+y€[0,6] = |br+y] €{0,1,...,6}.
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Iz ovoga slijedi da je trazeni dogadaj
A= {(z,y) € Q| |5z +y] djeljivs 3} = {(x,y) € Q| |5z +y| € {0,3,6}}
pa je
A={(z,y) € Q0<br+y<1ili3<bzr+y<4ilibzr+y=06}
={(z,y) €eQ0<y<1l-5tzili3—bex<y<4—-briliz=y=1},

gdje smo u prvoj nejednakosti u zadnjem retku izbacili —5x jer je za sve (z,y) € € uvijek
—bx < 0 < y. Sada slijedi da je

1
MA)  F+i-1+40 3
P A = = 2 5 = —
@=3@ 1 10
)
Ly (1,1
0
S
“““ IR A

Uocite da nije bitno koji su rubovi ukljuceni u podruéje, a koji nisu jer svaki rub ima povrsinu

0. U

Zadatak 3.10. Stap duljine L razlomljen je na tri dijela tako da smo slu¢ajno i nezavisno

izabrali dvije tocke prijeloma. Izracunajte vjerojatnost da je duljina najduljeg dijela veca od
2

L.

5

RjeSenje. Biranje dvije tocke prijeloma x,y € [0, L] odgovara slu¢ajnom izboru uredenog para
(z,y) € [0, L]?>. Kako bi rijesili zadatak trebamo rastaviti na slu¢ajeve ovisno o tome koja je
od tocaka prvi prijelom Stapa, tj. trebali bi rastaviti na slucajeve x < y i y < x. Ipak, zbog
simetrije mozemo pretpostaviti npr. da je x < y, tj. dovoljno je izracunati vjerojatnost trazenog

dogadaja ako je prostor elementarnih dogadaja

Q={(z,9)[0<z<y<L}.

Ocito je A\(QQ) = %2 Nadalje, zbog x < y imamo da je prvi odlomljeni dio stapa duljine x, drugi
duljine y —z, a tre¢i L —y. Ako je A = {najdulji odlomljeni dio dulji je od %L} trazeni dogadaj,
primijetimo da je

A° = {najdulji odlomljeni dio kraéi je od %L} = {svi dijelovi kraéi su od %L}
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Slijedi
MAS) (L5221

P (A% = Q) L2225

Dakle, P(A) =1 — P (A°) = 2.

25
Yy
y=a+ 2
L | |
4L | |
= [~ """ A | |
5 < | |
3L £ ! !
T |
| | |
2L / / I
5 | | |
| | | |
| | |
| | | |
L l
L 2L 3L L x
5 5 5

Uvjerimo se na kraju da je ovo zaista toc¢no rjesenje. Kada bi za prostor elementarnih dogadaja
uzeli ' = [0, L]? te ako je A’ = {najdulji odlomljeni dio dulji je od 2L} C (¥, tada je ocito

A(QY) = 2X(Q2), a zbog simetrije A(A") = 2A\(A) (provjerite!). Dakle P'(A") = igé:; = gj\\gég =

AMA) _
M~ p(A). O

Zadatak 3.11. Na kruznici polumjera r sluc¢ajno i nezavisno odabrane su tri tocke: A, B'i C.
Izracunajte vjerojatnost da je trokut odreden tim tockama: (a) Siljastokutan, (b) pravokutan,

(¢) tupi.

Rjesenje. Ako fiksiramo neku (bilo koju) tocku kruznice kao pocetnu, slucajan izbor tocaka
A, B i C mozemo dobiti kao slu¢ajan izbor uredene trojke iz kocke [0,2r7]® pri cemu svaka
koordinata predstavlja duljinu luka (npr. obrnuto od smjera kazaljke na satu) od pocetne tocke
kruznice do tocaka A, B i C. Ipak, zbog simetrije, mozemo fiksirati jednu od toc¢aka za pocetnu,
npr. A, i gledati samo koje su duljine lukova do B i C. Neka je l; € [0, 2rn] duljina luka do B
obrnuto od smjera kazaljke na satu, a ly € [0, 2r7] duljina luka do C' u smjeru kazaljke na satu.
Slicno kao i u Zadatku[3.10] zbog simetrije dovoljno je gledati samo slucaj l; +1y < 2rm, tj. kada,
gledajuéi suprotno od smjera kazaljke na satu, nakon tocke A prvo dolazi tocka B (nacrtajte!).
Dakle, za prostor elementarnih dogadaja mozemo uzeti

Q= {(ll,l2> € [O, 27’71']2 ‘ ll + lg S 271'7“} .
Uocite da je duljina luka od B do C' jednaka 2rm — l; — [5.
(a) Definiramo dogadaj A = {trokut AABC je &iljastokutan}. Znamo da je trokut siljastokutan

ako 1 samo ako je svaki luk na njemu opisanoj kruznici manji od poluopsega pa je A =
{(li, 1) € Q| <rmly <rm,2rm—1; —ly <17} te
MA) _ 5

P(4) = 3a) = B =
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2rm

T

T 2rm I

(b) Trazeni dogadaj je

B = {trokut AABC je pravokoutan}
={(, ) €Qly =rrilily =rrili 2rm =l — Iy = rr},

tj. B=0A, paje A(B) =0=DP(B).

(c) Koriste¢i prethodna dva dijela dobivamo da je P ({trokut AABC je tupi}) =1 —-P(A) —
P(B) = 3.

U

Zadatak 3.12. Novci¢ polumjera r bacen je na slu¢ajan nacin na parkiraliste poplo¢ano pra-
vilnim Sesterokutima ¢ije su stranice duge 5r. Izracunajte vjerojatnost da novcié¢ ne sijece rub
niti jednog Sesterokuta.

Rjesenje. Uocimo, gdje god da je novci¢ pao, ishod je da je njegovo srediste u nekom od
Sesterokuta stranice 5r. Zbog simetrije dovoljno je promatrati samo jedan Sesterokut i rec¢i da
je slucajno odabrana tocka unutar tog Sesterokuta srediste slucajno bacenog novéica. Dakle, za
prostor elementarnih dogadaja mozemo uzeti 2 = {Sesterokut stranice 5r}. Trazimo vjerojat-
nost dogadaja A = {nov¢i¢ ne sijece rub Sesterokuta}.

Uoc¢imo, novéié ne sijece rub Sesterokuta ako i samo ako je srediste novcica udaljeno za najmanje
r od ruba sesterokuta. Dakle, podrucje A je novi manji Sesterokut u kojem je udaljenost sredista
do stranice za r manja nego u velikom Sesterokutu. Ako sa x oznac¢imo duljinu stranice manjeg
Sesterokuta, nakon kraceg racuna dobijemo da je trazena vjerojatnost

ANA)  6-2%/3/4 <£>2
AQ) 6. (5r)2v/3/4  \br

B 57\/5/2—7“ 2_ _2_\/3 QN
= <—5r\/§/2 ) = <1 > ~ 0.59145.

P(A) =
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Sljedeci problem je jedan od najstarijih problema iz podrué¢ja geometrijske vjerojatnosti

Zadatak 3.13 (Buffonov problem®). Igla duljine [ bacena je na stol koji je podijeljen para-
lelnim linijama medusobno udaljenim za d, pri ¢emu je [ < d. Izracunajte vjerojatnost da igla
sijece neku od paralelnih linija.

RjeSenje. Za svaki ishod bacanja igle, oznacimo sa 6 € [0, 7] siljasti kut koji igla zatvara s
paralenim linijama, a sa y € |0, g] udaljenost centra igle do najblize linije. Uoc¢imo, igla sijece
neku od linija ako i samo ako je

l
y < 5 sinf .
Dakle, ako stavimo Q = {(6,y) |6 € [0, %], y € [0, 4]}, tada je

[sin @

A = {igla sijece neku od linija} = {(0,y) € Q |y <

}

pa je

™/2 [ sin 0 I
AA:/ do = — .
(4) i 5 5

Napomenimo na kraju da, buduéi da je igla bacena slucajno, kut 6 i udaljenost y su izabrani
nezavisno (tj. kut igle nam nista ne govori o udaljenosti do linija, i obratno) pa mozemo koristiti
model opisan u uvodu ovog poglavlja. Dakle,

~
=
Il
Il
SR
l ~

wol3
>
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Zadaci za vjezbu

Zadatak 3.14. Dva broda moraju sti¢i u isto pristaniste. Vremena dolaska brodova su nezavisna
i jednako vjerojatna u toku dana. Vrijeme zadrzavanja prvog broda u pristanistu je 1 sat, drugog
2 sata.

(a) Odredite vjerojatnost da ¢e jedan od brodova morati ¢ekati na oslobadanje pristanista.
(b) Odredite vjerojatnost da ¢e brodovi doci u isto vrijeme.

Zadatak 3.15. Na zicu duljine 20 m izmedu dva telefonska stupa su slu¢ajno i nezavisno sletjela
2 vrapca. Izracunajte vjerojatnost da je udaljenost vrabaca od stupova, kao i njihova medusobna
udaljenost, barem 2 m.

Zadatak 3.16. Unutar intervala [—2,2] biramo na sre¢u dva broja. Odredite vjerojatnost da
su apsolutna vrijednost njihove razlike i suma kvadrata veci od 1.

Rjesenje. Q= {(z,y)|z,y €[-2,2]} =[-2,2]%
A={(z,y) € Q|z —y| > 1, 2% +y* > 1}.

(9212w L1
P(A)= M8 = 28505 _ 5 %~ 0.5268, O

Zadatak 3.17. Iz segmenta [0, 1] slu¢ajno su odabrani brojevi z i y. Izracunajte vjerojatnost
dajex+y§1ix-y§%.

Rjesenje. Q=1[0,12paje A(Q) =1,1 A= {(z,y) € Az +y <1z -y <2} ={(z,y) €
Qly <1—a,y < &} Sada trazimo tocke A i B, tj. rjesavamo jednadzbu 1 —z = 2 <=
927 +9r+2=0 <= Bz —1)(3x —2) =0 < z = 3 ili z = 2. Dakle,

)\(A) /1/3 /2/3 2 /1 1 2
P(A) = —% = 1—z)dx + —dz + 1—2z)dz ==+ -1n2 ~ 0.4874.
( ) ( ) 0 ( ) 1/3 9x 2/3< ) 39

>~

O

Zadatak 3.18. Na kvadrati¢no ispletenu mrezicu pada okomito s visine metalna kuglica. Ako
je stranica kvadrata mrezice duga 10 mm, a promjer kuglice 5 mm, kolika je vjerojatnost da ¢e
kuglica pro¢i kroz mrezicu, a da ne dotakne njezine niti?

Zadatak 3.19. Dva vlaka duljine 200 m kre¢u se brzinom od 1200 metara po minuti po prugama
koje se medusobno sijeku. Vrijeme ulaska svakog od vlakova u raskrizje je slucajno, izmedu 20h
i 20 : 30h. Izracunajte vjerojatnost da se vlakovi sudare.

Zadatak 3.20 (*). Stap duljine 1 slu¢ajno je razlomljen na 3 dijela. Kolika je vjerojatnost da
je duljina najduljeg dijela veca od % ako smo Stap najprije prelomili na jednom mjestu pa zatim

(a) ostatak stapa (desno od prvog prijeloma) prelomili na jednom mjestu;

(b) uzeli dulji od dva dobivena dijela te njega prelomili na jednom mjestu?
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(Hint: Za drugu varijabli uzmite postotak duljine drugog dijela kojeg smo prelomili. Usporedite
s Zadatkom [3.10])

Rjesenje.

(a)

Oznacimo s = € [0, 1] poziciju gdje je prva tocka prelomila stap, a s y € [0, 1] poziciju gdje
je druga tocka prelomila stap. Dakle, prostor elementarnih dogadaja je 2 = {(z,y)|0 <
x <y < 1}. Nazalost, odabir tocaka x i y na ovaj nacin ne odgovara slucajnom izboru
uredenog para iz ). Zaista, buduéi da je z sluéajan broj iz [0, 1], vjerojatnost da upadne u
segment [0, 1/2] je ocito 1/2, a kada bi (z, y) bio slu¢ajan par iz §2 imali bi da je vjerojatnost
da z upadne u [0, 1/2] jednaka

A{(z,y) € Qv <1/2}) 3/8 3

Dakle, ne mozemo koristiti model opisan u uvodu ovog poglavlja.

Ipak, ako sa p € [0, 1] oznacimo postotak duljine koji smo odlomili dijela stapa desno od
prvog prijeloma, tada je izbor tocaka x i p nezavisan. U tom slucaju su duljine dijelova
stapa z,p(1 — ) te (1 — p)(1 — x).

Ako je A trazeni dogadaj, na isti se nacin, ali s malo tezim racunom, kao u Zadatku [3.10
izracuna da je A(A°) = $In(3) — £ =P (A°) iz Cega slijedi da je P (A) = 1— (3 1In(3) — 1) =
0.9698. Dakle, vjerojatnost trazenog dogadaja je (malo) veca nego u Zadatku [3.10]

U ovom slucaju zbog simetrije mozemo pretpostaviti da je x < 1/2 te za prostor elemen-

tarnih dogadaja mozemo uzeti 2 = {(z, p)|x € [0,1/2],p € [0,1]} = [0,1/2] x [0,1]. Ako je
A trazeni dogadaj, iz prethodnog dijela slijedi da je A(A°) = 21n(3) — & iz Cega slijedi da
jeP(A)=1-2-(3In(3) — £) = 0.9397. Dakle, vjerojatnost trazenog dogadaja je manja

nego u Zadatku Sto je intuitivno bilo i za ocekivati.
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4 Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor.
Definicija 4.1. Neka su A, B € F takvi da je P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost od A uz dano
B je
P(ANB)
P(A|B) = ————=
(A1B) =~

Primjer 4.2. 1z Q = {1,2,...,20} slucajno se izabire jedan broj. Ako znamo da je broj djeljiv
s 3, kolika je vjerojatnost da je broj paran?

Intuitivno, ako znamo da smo izabrali neki od brojeva 3,6,9,12,15, 18, izabrani ¢e broj biti
paran ako smo izabrali neki od brojeva 6,12, 18. Buduéi da su u pocetku svi izbori bili jednako
vjerojatni trazena vjerojatnost trebala bi biti % = % Pokazimo da je nasa definicija u skladu s
intuicijom.
Ako definiramo dogadaje

A = {izabran broj je paran} 1 B = {izabran broj djeljiv je s 3},

trazimo P (A | B). Bududi da se nalazimo u Laplaceovom modelu, imamo

P(A|B) = %
_ k(ANB)/E(Q) k(AN B)
K(B)/k(Q)  k(B)
Buduéi da je k(B) = k({3,6,9,12,15,18}) = 6, a k(AN B) = k({6,12,18}) = 3, slijedi da je
P(AB)=2=1.

Uoc¢imo da za svaka dva dogadaja A, B € F vrijedi
P(ANnB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A). (1)

Dakle, ako na primjer znamo P (B) i P (A | B) lako mozemo odrediti P (A N B), tj. vjerojatnost
da ¢e se dogoditii A i B.

Zadatak 4.3. U kutiji se nalazi 8 bijelih i 10 crnih kuglica. Dva puta uzastopno izvlacimo po
jednu kuglicu bez vrac¢anja. Izracunajte vjerojatnost da su obje izvucene kuglice bijele boje.

Rjesenje. Ako definiramo dogadaje
A = {prva izvucena kuglica je bijela} , B = {druga izvucena kuglica je bijela},

trazimo P (AN B). Ocito je P(A) = 8/18, a bududi da drugo izvlacenje ovisi o rezultatu prvog
izvlacenja, P (B | A) = 7/17. Zaista, ako prvo izvuc¢emo bijelu kuglicu, u kutiji ostaje 7 bijelih i
10 crnih kuglica. Dakle,

P(ANB)=P(B|A)P(A) = — - —.
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Alternativno, rezultat P (AN B) = 12 17 mogli smo dobiti i direktnim prebrojavanjem. U

Ako je 0 < P(B) < 1, onda vrijedi
PA)=P(ANQ)=P(AN(BUB))=P(ANB))U(ANB°) =
T P(ANB)+P(ANBY) =P (A|B)P(B)+P(A|B°)P(BY),

pri cemu smo u 4. jednakosti iskoristili ¢injenicu da su AN B i A N B¢ disjunktni. Prethodni
racun se lako poopcuje.

Definicija 4.4. Niz dogadaja H,, H», ..., H, zovemo potpun sistem dogadaja ako je H; U
HyU---UH, =Q, H N H; =0 zasvaki ¢ # j (tj. ovi dogadaji su u parovima disjunktni), i
P (H;) > 0 za svaki 1.

Na primjer, ako je 0 < P(B) < 1, H; = B, Hy = B¢ je jedan potpun sistem dogadaja. Nadalje,
za potpun sistem dogadaja (H;)", i za svaki A € F vrijedi

P(A)=P(ANQ) = (Aﬂ(UH)) (O(Aﬂfﬂ))
:zn: P(ANH,) Z]PA|H H;).

Formulu

=Y P(A|H)P(H,),
i=1
nazivamo formulom potpune vjerojatnosti. Napomenimo da ona vrijedi i u sluc¢aju prebro-

jivog potpunog sistema dogadaja (H;);en-
Definicija 4.5. Kazemo da su A, B € F su nezavisni ako je P(AN B) =P (A)P(B).

Uocimo da ako su A i B nezavisni (te P (B) > 0) vrijedi

P(ANB) P(A)P(B)
P(B) P(B)

P(A]B) = =P (4),

tj. znanje o tome da se dogodio B ne govori nam nista dodatno o vjerojatnosti dogadaja A.
Obratno, ako vrijedi P(A|B) = P(A) lako slijedi da su A i B nezavisni pa nam ova formula
zapravo daje (intuitivniju) karakterizaciju nezavisnosti.

Napomena 4.6. Ako su A i B nezavisni, onda su nezavisnii A i B¢, A°i1 B, 1 A°i B°.
Dokaz. Npr. za prvi sluéaj P(A N B°) = P(A\(AN B)) = P(A) —P(AN B) & P(A) —
P(AP(B)=P(A)(1 —P(B)) =P (A)P(B°). Ostali slucajevi se dokazuju sli¢no. O

Zadatak 4.7. Vjerojatnost da strijelac pogodi metu ako puse vjetar iznosi 0.4, a ako vjetar ne
puse 0.7. Gadanja mete su nezavisna i u bilo kojem gadanju vjerojatnost pojave vjetra je 0.3.
Nadite vjerojatnost
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(a) da se u promatranom gadanju javi vjetar i strijelac pogodi metu,
(b) da u promatranom gadanju pogodi metu,

(¢) pogodi metu tocno jednom u dva gadanja.
Rjesenje.

(a) i (b) Neka je A = {u promatranom gadanju pogodena meta}. Vjerojatnost pogotka ovisi o
vjetru pa stavimo

H, = {vjetar puse prilikom gadanja}, Hy = {vjetar ne puse prilikom gadanja} .

Uocimo da je Hy, Hy ocito potpun sistem dogadaja (Hy = HY).

Iz zadatka znamo P (H,) = 0.3, P(Hy) = 0.7, P(A| H,) = 04 i P(A|Hy) = 0.7 pa je
trazena vjerojatnost u (a) dijelu

Koriste¢i formulu potpune vjerojatnosti trazena vjerojatnost u (b) dijelu je

P(A) =P (A| H)P(H,) +P(A| Ho)P (Hy) = 0.4-0.3+0.7-0.7 = 0.61.

(c) Ako stavimo A; = {u j-tom gadanju metaje pogodena}, za j = 1,2, tada su A; i Ay
nezavisni i P (A4;) = P(A4) =0.61i P(Af) =1-P(A) =0.39, j = 1,2. Trazimo

P ((Ar N AS) U (A5 N Ay)) "™ P (Ay 1 A) + P (A5 N Ay) " P (A))P (A3) + P (A5)P (4y)
— 0.61-0.39 +0.39 - 0.61 = 0.4758.

0
Za potpun sistem dogadaja Hy, ..., H, vrijedi Bayesova formula:
P(A|H;)P(H; P(A|H;)P(H,;
p (i) - PALLPUL)  P(A[H)P(H,)
P (A) Zi:l P (A ‘ Hi) P (Hz)

Napomena 4.8. Za fiksni B € F, funkcija A — P (A| B) je ponovno vjerojatnost. Na primjer,
vrijedi P(A°|B)=1—P(A|B).

Zadatak 4.9. U nekom gradu na aerodoromu vozi 30% taksija plave boje, 20% taksija zelene
boje i 50% taksija zute boje. Oni putnike dovedu prekasno na let s vjerojatnosti 0.1, 0.2 1 0.3
(redom). Jednog dana zureéi na aerodrom neki je putnik zaustavio taksi na ulici i rekao vozacu
da vozi na aerodrom. Na kraju taj putnik nije zakasnio na let. Koja je vjerojatnost da se vozio
u zutom taksiju?
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Rjesenje. Bududi da dolazak na let na vrijeme ovisi o boji taksija, definiramo potpun sistem
dogadaja

H, = {zaustavljen plavi taksi} ,

Hy = {zaustavljen zeleni taksi},

Hj3 = {zaustavljen zuti taksi} .

Iz zadatka znamo da je P(H;) = 0.3, P(H;y) = 0.21 P (H;) = 0.5.

Ako definiramo dogadaj A = {putnik nije zakasnio na let}, trazimo P (H3| A), a zadano nam je
P(A|H)=1-P(A°|H;)=1-0.1=0.9,

te slicno P (A | Hy) = 0.81 P (A| H3) = 0.7. Dakle, mozemo iskoristiti Bayesovu formulu. Imamo

3
P(A)=> P(A|H)P(H;)=09-03+08-02+0.7-05=0.78
=1
pa je
P(A| Hy)P (Hy) _ 35
P(A) 78

Uoc¢imodajeP (Hs|A) = g—g < 0.5 =P (Hj), tj. ako znamo da je putnik stigao na let vjerojatnost
da ga je dovezao zuti taksi se smanjuje, Sto je intuitivno jasno jer voznja zutim taksijem daje
najmanju vjerojatnost da putnik stigne na vrijeme. Formalno, to mozemo vidjeti i iz Bayesove
formule i ¢injenice da je P (A | H3) < P(A). Suprotan zakljucak vrijedi za dogadaje Hy i Hs , tj.
plavi i zeleni taksi. 0

]P(Hs‘A):

Zadatak 4.10. U prvoj kutiji je 5 bijelih, 3 crvene i 2 zelene kuglice, a u drugoj kutiji su 2
bijele, 4 crvene i 3 zelene kuglice. Iz prve kutije izvucemo jednu kuglcu i prebacimo ju u drugu
kutiju, a zatim iz druge kutije izvucemo 3 kuglice. Ako su sve izvucene kuglice bile razli¢itih
boja, kolika je vjerojatnost da smo iz prve kutije u drugu prebacili crvenu kuglicu?

Rjesenje.
1 kuglica 3 kuglice
\ 5b, 3¢, 22 \ \ %, 4c, 3z \ OO0 0O
1. kutija 2. kutija
Neka su
H, = {prebacili bijelu kuglicu i kutije u d } = P(H)) > L
= {pr ili smo bi icu iz prv i r = ==
1 = {prebacili smo bijelu kuglicu iz prve kutije u drugu V=373 -7%
3
H, = {prebacili smo crvenu kuglicu iz prve kutije u drugu} = P(Hy) = 0
1
Hj3 = {prebacili smo zelenu kuglicu iz prve kutije u drugu} = P(H;3) = £
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Ako je A = {iz druge kutije izvukli smo tri kuglice razlicite boje}, slijedi da je

(1) ()

3
P(A|H) = [ 2. kutif je 3, 4, 32] = 1
3
2\ (5)\ (3
P(A ‘ Hz) = [u 2. kutiji je 20, 5c, 32] = M’
(2)
P(A| Hs) = [u 2. kutiji je 2b, 4c, 42] = ~LLA2L2

Trazimo P (Hs | A) pa koristeéi Bayesovu formulu imamo

P (H 4
P(Hy|A) = 3P(A|H2) () Z---Z%z().%%.
; P(A|H)P (H;)

O

Zadatak 4.11. Bacamo 5 simetri¢nih novci¢a. Nakon prvog bacanja ponovo bacamo novcice
na kojima je u prvom bacanju pala glava. Kolika je vjerojatnost da ¢e nakon drugog bacanja
ukupno pasti barem 3 pisma (dakle, brojeéi i pisma koja su pala u prvom bacanju)?

Rjesenje.  Ocito, broj pisama dobivenih u drugom bacanju ovisi o broju pisama u prvom
bacanju. Neka su

H; = {u 1. bacanju palo je i pisama},i=0,1,...,5.

Tada je (H;); potpun sistem dogadaja i vrijedi

()

i=0,1,...,5.

Zaista, ukupno ima 2° ishoda, a na (f) nacina biramo i od 5 nov¢ica na kojima je palo pismo pa
je to upravo broj ishoda s to¢no i pisama (i 5 — ¢ glava).

Definirajmo
A = {palo je ukupno barem 3 pisma} = {palo je 3, 4 ili 5 pisama}

Mi éemo prvo odrediti vjerojatnost dogadaja A° = {palo je 0,1 ili 2 pisma}.

Rac¢unamo

P(A°| Hy) = [palo je ukupno 0,1 ili 2 pisma ako je isprva palo 0]
= [na pet nov¢iéa bacanih u 2. bacanju palo 0,1 ili 2 pisma]
= [P ({na 5 nov¢ica palo je 0,1 ili 2 pisma})

I R )

ot -

95 T s T g

36



Nadalje,

P(A°| Hy) = [palo je 0,1 ili 2 pisma ako je palo jedno pismo u prvom bacanju]
= [na ¢etiri nov¢i¢a bacanih u 2. bacanju palo 0 ili 1 pismo]
= [P ({palo je 0 ili 1 pismo na 4 novcica})
4 4
0,05
24 24 16
Slicno, P (A°| Hy) = P ({palo je 0 pisma na 3 novcica}) = 1/8. Nadalje, o¢ito je 0 = P (A°| H3) =
P(A°| Hy) = P(A°| H5) jer ne mozemo ukupno imati manje od 3 pisma ako smo veé u prvom
bacanju dobili najmanje 3 pisma. Dakle,

5 5 5 5
1,5 () 1 () 53
P(A) = P(AC|H)P(H) == - Y 4 — . M4 — 22— =
();(|>()225+1625+825 5127

pa je
53 459
P(A)=1—-P(A) =1— —=—~=0. .
(A4) (A9) =5 = w0896

U

Zadatak 4.12. U kutiji je 5 kuglica od kojih svaka moze biti bijela ili crna s jednakom vje-
rojatnosti. Ako smo izvukli bijelu kuglicu, koji je najvjerojatniji broj crnih kuglica u kutiji na
pocetku pokusa.

Rjesenje. Neka su
H; = {u kutiji se nalazi i crnih kuglica},i=0,1,...,5,

5
te kao i u prethodnom zadatku (umjesto pismo-glava imamo bijela-crna boja) je P (H;) = <215) za
svei=0,1,...,5. Ako stavimo A = {izvukli smo bijelu kuglicu} trazimo i za koji je P (H; | A)

najveca. Uocimo da je

d—1
5

jer ako vrijedi H; u kutiji ima 5 — ¢ bijelih od ukupno 5 kuglica pa koriste¢i Bayesovu formulu
imamo

P(A| H) =

L i=0,1,...,5,

CPAH)PH) 1 5—i () 1 L (5
P(H;|4) = P (A) " P(A4) 5 '?_P(A)-5-25'<5_Z)'<¢>'
%/_/

ne ovisi o ¢

-----
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Dakle, maksimum od P (H; | A) se postize za i = 2, tj. najvjerojatnije je da smo imali 2 crne
kuglice na pocetku.

Uocimo da je P(A|Hy) = 1, tj. ako su u kutiji sve bijele kuglice na pocetku, sigurno ¢emo
izvuéi bijelu kuglicu. Ipak, to nije najvjerojatniji raspored kuglica na pocetku ako znamo da

smo izvukli bijelu kuglicu jer sama pocetna vjerojatnost P (Hy) nije velika u odnosu na ostale.
OJ

Napomena 4.13. Za A;,..., A, € F vrijedi poopéenje formule (|1)):
PN A;) =P (A)P(Ay | AP (A | AsNAy) - P(AL AN - - NAY) .

Zadatak 4.14 (*). Na predavanju sa 100 ljudi profesor je zamolio studente da jedan po jedan
kazu na glas u koji su dan u godini rodeni, a prvi student ¢iji se rodendan bude poklapao s
nekim od prethodno izgovorenih (ako takav uopée postoji), dobiva simbolicnu nagradu. Ako
pretpostavimo da svaki student s jednakom vjerojatnosti i nezavisno od ostalih moze imati
rodendan na bilo koji od 365 dana, pokazite da najveéu Sansu da dobije nagradu ima dvadeseta
osoba po redu.

Rjesenje. Oznacimo s p, vjerojatnost da je n-ta osoba osvojila nagradu za n = 1,...,100.
Ako definiramo dogadaje

A, = {neka od prvih (n — 1) osoba ima isti rodendan kao i n—ta osoba}, n=1,...,100,
tada je

pn=P(ATNATN---NAT_ | NA)
=P (ADP (A | ADP (A5 ASNAT) -+ P (AL [ AL o N NADP (A, [ A5 N0 A7)
364 363 365—(n—2) n—1

365 365 365 365
365 364 -~ (365 — n + 2
— BG-nt+2) ).
365"

Zaista, ako znamo da se na primjer dogodio AN A to znaci da prve dvije osobe imaju rodendan
na dva razlicita dana pa trecoj "preostaje” 365 — 2 = 363 razlicitih dana na koje moze imati
rodendan, a da nije jednak nekom od prethodna dva. Alternativno, gornju vjerojatnost smo
mogli izracunati i direktnim prebrojavanje kao u jednom od zadataka iz prethodnog poglavlja
(" problem rodendana”).

Pokazimo da funkcija n +— p, postize maksimum za n = 20. Uocimo,

Pny1 365 —n+1 n

Dn 365 n—1’

pa imamo da je ’% z 1 ako i samo ako je
n®—n—2365=0.

Buduéi da polinom 22 — z — 365 ima nultocke 11461 V21461 ~ —18.61,19.61, imamo da je ’% > 1za

n <19, a % < 1 za n > 20. Dakle, vjerojatnost p, je najveca za n = 20. U
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Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.15. Tri prijateljice, Dunja, Lidija i Tina, prijavile su se kao ekipa na kviz znanja.

One se za odgovor na pitanje prijavljuju s vjerojatnostima %, % i =. Na pitanje odgovaraju totno
S VJerOJatnostlma . % i %

(a) Kolika je vjerojatnost da na pitanje neée totno odgovoriti?
(b) Ako pitanje nije toéno odgovoreno, nadite vjerojatnost da je na pitanje odgovarala Tina.

Zadatak 4.16. 3 nesimetriéna novcic¢a C, Cy, C5 leze na stolu. Vjerojatnosti da na njima padnu
glave redom su 3, = i 1. Na slu¢ajan na¢in uzmemo jedan novcic¢, bacimo ga i uoc¢imo da je pala
glava. Izracunajte Vjerojatnost da je to novci¢ Cj, za i = 1,2, 3.

Rjesenje. A = {pala je glava na nov¢i¢}. Neka su H; = {izabrali smo nov¢i¢ C;}, zai = 1,2, 3.
Tada iz teksta zadatka znamo da

P(A| Hy) =

P(A] Hy) =
P(A|Hs) =

I

1
3
2
3
1.

U zadatku se traze vjerojatnosti P (H; | A), za i = 1,2, 3. Koristimo Bayesovu formulu, tj.

P(A| H;)P (H;)
P(A)

]P)(Hi‘A) =

Za dovrsetak zadatka treba jos izracunati

P(A) =P (A|H\)P(H) + P(A| Hy)P (Hs) + P (A| H3)P (Hs)
11 21 1 2
~3'3T3'37T 373
Dakle, po () P(H,|A) = §, P(Ho | A) =1 i P(H3|A) = 3. O

Zadatak 4.17. U pono¢ su na parkiralistu bila 2 siva i 1 crni Ford, 3 siva i 4 crna BMW-a i 3
sive i 1 crna Toyota. Te nod¢i je kradljivac automobila nasumce odabrao automobil i ukrao ga.
Ako je ukraden automobil sive boje, koja je vjerojatnost da je to bio BMW?

Zadatak 4.18. Iz kutije u kojoj je 10 bijelih i 8 crnih kuglica je izgubljena jedna kuglica
nepoznate boje. Ako su iz kutije izvucene dvije bijele kuglice, izracunajte vjerojatnost da je
izgubljena kuglica bila bijela.

Zadatak 4.19. U restoranu rade Ivica, Marica i zla vjestica. Pri ulasku bacate dvije kocke.
Ako je zbroj na kockama neparan, posluzit ¢e Vas Ivica i pritom ¢e Vas s vjerojatnosti 0.2
zabunom otrovati. Ako je zbroj paran, ali razli¢it od 12, onda ¢e Vas posluzivati Marica i pritom
Vas otrovati s vjerojatnosti 0.1. Ako ste dobili 12, posluzit ¢e Vas zla vjestica i pritom ¢e Vas
sigurno otrovati. Koja je vjerojatnost da Cete prezivjeti? Ako ste prezivjeli, koja je vjerojatnost
da Vas je posluzila Marica?
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Rjesenje. Neka je A = {prezivjeli ste} i neka su

H, = {posluzio Vas je Ivica} = P(H,)=1/2,
H, = {posluzila Vas je Marica} = P(H,y) =17/36,
Hj; = {posluzila Vas je zla vjestica} = P (H;3) =1/36.

Iz uvjeta zadatka imamo

P(A|H)=1—P(A°|H)=1-02=0.8,
P(A|Hy)=1—P(A°|Hy)=1—0.1=0.0,
P(A|Hs)=1—P(A°|Hs)=1—1=0.

P(A) = i P (A| H)P (H;) ~ 0.825.

P(H, | A) = % ~ 0.515. O

Zadatak 4.20. U prvoj su kutiji 2 bijele i 2 crne kuglice, a u drugoj kutiji je 5 bijelih i 7 crnih
kuglica. Iz prve kutije izvucemo dvije kuglice i prebacimo ih u drugu kutiju, a zatim iz druge
kutije izvucemo dvije kuglice i prebacimo ih u prvu kutiju. Ako su u prvoj kutiji sve kuglice iste
boje, kolika je vjerojatnost da su one crne?

Zadatak 4.21 (Pdlya’s urn). U kutiji imamo b bijelih i ¢ crvenih kuglica. Na sluc¢ajan nacin
izvlacimo kuglicu iz kutije, zabiljezimo njenu boju i potom je vratimo nazad u kutiju s jos d > 1
kuglica iste boje. Tako ponavljamo postupak. Koja je vjerojatnost

(a) da je druga izvucena kuglica crvena,
(b) da je prva izvucena kuglica crvena ako je u druga izvucena kuglica isto crvena,

(¢)* da je n-ta izvucena kuglica crvena? (Uputa: Ako ste izracunali vjerojatnost za n = 1,2,
probajte pogoditi rjeSenje za opceniti n i dokazati ga pomocu indukcije, uvjetujuci na to
je li u prvom koraku izvuéena crvena ili bijela kuglica.)

Rjesenje. Neka je C),, = {n-ta izvucena kuglica je crvena} zan =1,2,... .

(a) Hy = Cy, Hy = Cf. Trazimo pomocu formule potpune vjerojatnosti P (Cy) = P (Cy | C1) P (Ch)+

P(Cy| C)P(CF) = 1=

(b) Pomoé¢u Bayesove formule P (Cy | Cy) = % =P(Cy|Ch) = Ciﬁd-

(¢) Tvrdimo da je P(C,) = 3 za sve n > 1 i proizvoljne pocetne brojve kuglica b i c. Za

n = 1 je to jasno, a za n = 2 smo to pokazali u (a) dijelu. Pretpostavimo da je tvrdnja
istinita u slucaju (n — 1)-vog izvlacenja za proizvoljne b i ¢. Imamo

P(Cn) =P (Cn | C1) P (Ch) + P (Cn | CTP(CT) -

Uoc¢imo da je vjerojatnost da ¢emo izvuéi crvenu kuglicu u n-tom izvlacenju ako smo u
prvom izvukli crvenu kuglicu ista kao i vjerojatnost da éemo u (n — 1)-vom izvlacenju
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izvudéi crvenu kuglicu ako smo krenuli s ¢+ d crvenih i b bijelih kuglica na pocetku, i slicno
u slucéaju da smo u prvom izvlacenju izvukli bijelu kuglicu. Dakle, koriste¢i pretpostavku
indukcije dobivamo

B c+d c n c b o
" b+c+d b+e b+ce+d b+c b4c’

P (C)
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5 Slucajne varijable

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor.

Definicija 5.1. Funkciju X : 2 — R koja poprima najvise prebrojivo mnogo razlicitih vrijed-
nosti zovemo diskretna sluéajna varijabla?l

Za a € R zanimat ¢e nas vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi vrijednost a, tj. vjero-
jatnost dogadaja {w € Q : X(w) = a} kojeg ¢emo jednostavnije oznacavati s {X = a}. Malo
opcenitije, zanimat ¢e nas vjerojatnost dogadaja {X € B} :={w € Q: X(w) € B} za B CR.

Primjer 5.2. Bacamo dva simetri¢na novéic¢a te neka je X broj palih pisama. Ovaj broj je
slucajan jer ovisi o ishodu bacanja novéic¢a i primjer je jedne diskretne slucajne varijable. Pre-
ciznije, mozemo staviti Q@ = {GG, GP, PG, PP} pri ¢emu je P ({w}) = { za sve w € Q i definirati
X : QQ — R na sljede¢i nacin:

X(GG) =0, X(GP)=X(PG) =1, X(PP)=2.

Uoc¢imo, X moze poprimiti vrijednosti 0,1 ili 2 i to s vjerojatnostima
1 1 1
P(X =0)=P({GG}) = 7 P(X =1)=P({GP, PG}) = 3 iP(X =2)=P{PP}) = 1

To krace zapisujemo u tablicu distribucije

01 2
X~ ( 111 ) :
1 2 1
Opcenito, ako diskretna slucajna varijabla X moze poprimiti vrijednosti aq,as,... i to s vjero-
jatnostima p; = P(X = a;), i = 1,2,..., brojeve ay,as, ... i pripadne vjerojatnosti py,ps, ...

zovemo distribucijom (ili razdiobom) slucajne varijable X i pisemo

Uocimo, nuzno je p; > 0 zasve i =1,2,... 1> .~ p; =L

Obratno, ako su zadani brojevi a; i brojevi p; > 0 takvi da je > .=, p; = 1, moze se pokazati da
uvijek postoji vjerojatnosni prostor i slu¢ajna varijabla X ¢ija je to distribucija. Cesto nam sam
vjerojatnosni prostor nec¢e biti vazan, ve¢ samo distribucija slucajne varijable X.

Zadatak 5.3. Slucajna varijabla X ima sljede¢u distribuciju

X 1 2 3 4 5 6 7
¢ 2¢ 2¢ 3¢ 2 2% TP +c

za neki ¢ € R.

2Formalno, da bi funkciju X zvali slu¢ajnom varijablom, potrebno je da bude ”izmjeriva’, tj. da skupovi
{X = a} uvedeni ispod definicije budu pravi dogadaji, tj. elementi od F. U nastavku éemo ovo zanemariti.
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(a) Odredite konstantu c.
(b) Izracunajte vjerojatnost da X poprimi vrijednost izmedu 2 i 5 (ukljué¢ivo).

(¢) Odredite najmanji k € N takav da vrijedi P(X < k) > 2.
Rjesenje.

(a) Mora vrijediti ¢+ 2c+2c+ 3¢+ c® +2¢* + 72 + ¢ = 1, tj. 10 +9¢— 1 = 0. Bududi da je

oc¢ito ¢ > 0 lako izracunamo da je ¢ = 1—10.

(b) Trazimo P (2 < X < 5), a buduéi da X poprima vrijednosti u skupu {1,2,...,7} imamo

UL X =)
P2<X <5)= IP’(,X € {2,3,4,5}\) = [disjunktnost]
P(X =2)+P(X=3)+P(X =4)+P(X =5)
2 3 1 71

2
1010710 100" 100

pri ¢emu gornje vjerojatnosti iS¢itavamo iz tablice distribucije od X uz ¢ = %0'

12
(X <1)=P( )=1<53

2

P gz):P(X:1)+JP>(X=2):%<g,

1.2

P(X§3):P(X§2)+IP’(X:3):§25,

pri ¢emu smo u zadnjem retku iskoristili ¢injenicu da su dogadaji {X < 2} i {X = 3}
disjunktni. Dakle, najmanji k je k = 3.

g

Napomena 5.4. Ako je X diskretna sluc¢ajna varijabla i ¢ : R — R funkcija, tada s g(X)
oznacavamo funkciju g(X) : 2 — R definiranu s ¢g(X)(w) := g(X(w)) za sve w € , tj. g(X) :=
goX. Bududi da g(X) ocito moze poprimiti najvise prebrojivo mnogo vrijednosti, ona je takoder
diskretna slucajna varijabla.

Zadatak 5.5. Bacamo simetricnu kocku i neka X oznacava broj koji je pao na kocki. Odredite
distribucije slu¢ajnih varijabli X, X% i |X — 3| .
Rjesenje. Ocito,

5 6 )

11 -

6 6

o

Nadalje, imamo sljedeéu tablicu s vrijednostima X-a i odgovarajué¢im vrijednostima od X?2 i
| X =3

= DN

3
1
6

D= =
Ol =
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X2 ||X =3
1 2
4
9
16
25
36

DU W N

W N = O

Malo preciznije, za sve w €  za koje je X(w) = 1 imamo X?*(w) = X(w)? =11 |X —3|(w) =
| X (w) — 3| =2 itd. Sada lako slijedi

149 16 25 36
X2N<111111)~
6 6 6 6 6 6

Na primjer,
PX?=1)=PH{weQ: X(w)’=1})=P({we Q: X(w) € {-1,1}})]
=PXe{-1,1}) =P(X=1)=-

pri ¢emu smo u predzadnoj jednakosti iskoristili da X ne moze poprimiti vrijednost —1. Sli¢no,

m—a~(

P(X —3/=1)=P(X =2ili4) =P(X =2)+P(X =4) =

o= O

Wl =
Wi DN

Na primjer,

O

ay az ......

P1 P2 ...
u skupu {by1,0s,...} = g({a1,as,...}) s vijerojatnostima

Opcenito, ako je X ~ < ), g:R—=RiY = g(X), tada Y poprima vrijednosti

P(Y=b)= > pnj=L2...

i:g(a;)=b;

Zadatak 5.6. Ako sluc¢ajna varijabla X poprima vrijednosti u skupu prirodnih brojeva i vrijedi

P(X =n) = 2, n € N, odredite distribuciju slucajne varijable Y = sin (%)

on>
Rjesenje. Uocimo da je

0 zan=0 (mod?2)
sin(%r): 1 zan=1 (mod4),necN.
—1 zan=3 (mod4)
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Dakle, budu¢i da X poprima vrijednosti u N, Y moze poprimiti vrijednosti —1,0 i 11 to s
vjerojatnostima

- 1 Il 1 1 1
PY=0)=> P(X=20)=> sx=7> =1 7-T"3
k=1 k=1 k=0 4
- = 1 1.1 1 1 8
P<Y:1):ZP(X:4I€+1)7ZQ4I<;+17§Zﬁ:§ 1— L~ 15
k=0 k=0 k=0 16
a preostalu vjerojatnost najlakse mozemo dobiti kao P(Y = -1)=1-P(Y =0)-P(Y =1) =

2. Dakle,
-1 0

Y ~ ( 2 l

3

15

Primjer 5.7. Slucajnu varijablu X s distribucijom

XN( 0 1)
I—p p

za p € [0,1] zovemo Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom p. Slucajna varijabla X
predstavlja rezultat slucajnog pokusa s dva ishoda pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha p = P (X =

1).
Primjer 5.8. Ako je X broj uspjeha u nizu n nezavisnih pokusa pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha

u svakom pokusu jednaka p € [0,1], tada je, uz ¢ = 1 — p,

P(X =k) = (Z)pkqn_k, Ek=0,1,...n.

Slucajnu varijablu X s ovakvom distribucijom zovemo binomna slucajna varijabla s parametrima
n i p te oznacavamo X ~ B(n,p).

Zadatak 5.9. Marko svaki dan (nezavisno od ostalih dana) kasni na nastavu s vjerojatnoséu
0.2.

(a) Kolika je vjerojatnost da je u jednom tjednu (tj. u 5 radnih dana) zakasnio najvise jednom?

(b) Za koji najveéi broj dana u tjednu mozemo biti barem 90% sigurni da je barem toliko puta
dosao na vrijeme?

Rjesenje. Neka je X broj dana u kojima je Marko zakasnio na nastavu. Buduéi da imamo
5 dana (5 "pokusa”) te u svakom danu vjerojatnost kasnjenja (vjerojatnost "uspjeha”) 0.2 i to
nezavisno od ostalih dana, ocito je X ~ B(5,0.2).

(a) Trazimo
9\ 900 25 - (20 olq <
P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)= ) )0.2%08 + (] ]0.2'0.8
= 0.32768 + 0.4096 = 0.73728.
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(b) Broj dana u koje je Marko doSao na vrijeme je naravno 5 — X, tako da trazimo najveéi k
takav daje P(5— X > k) =P (X <5—k) > 0.9.
Veé smo prethodno vidjeli da za k = 4 imamo P (X < 1) < 0.9. S druge strane, za k = 3
imamo

5
P(X<2)=P(X<1)+P(X =2)=0.73728 + (2)0.220.83

= 0.73728 4 0.2048 = 0.94208 > 0.9.

Dakle, trazeni broj dana je 3. Uoc¢imo da trazenu nejednakost za k& = 5 nismo ni provjeravali
jer je ocito P(X <0) <P(X <1)<0.9.

U

Primjer 5.10. Neka je T broj pokusaja do pojave prvog uspjeha u nizu nezavisnih pokusa pri
¢emu je vjerojatnost uspjeha u svakom pokusu jednaka p € (0,1]. Tada je

P(T=k =¢"'p, k=1,2,...

Slucajnu varijablu T' s ovom distribucijom zovemo geometrijska slucajna varijabla na N s parame-
trom (uspjeha) p te oznacavamo 7' ~ G(p). Uocimo, zaistaje Y o, P(T'=k)=> ", ¢"'p=1.
Specijalno, vjerojatnost da se nikada nece pojaviti uspjeh za bilo koji p € (0,1] je P(T = 00) =
1-> 2, P(T'=k)=0.

Zadatak 5.11. U 18. stoljecu lutrija se igrala tako da se izvlacila jedna od 32 razlicite kuglice,
a dobitnici su dobivali isplatu 28 puta vecu od uloga. Ljudi su zakljuc¢ili da ovakva oklada
pogoduje organizatorimaﬂ pa su oni, zele¢i dokazati postenje, tvrdili da ¢e proizvoljno odabrana
kuglica biti izvucena barem jednom u 22 pokusaja i za to su nudili okladu s omjerom 1:1, t;j.
ukoliko se to ne dogodi dobijete isplatu dvostruko veé¢u od uloga. Pokazite da takva oklada i
dalje pogoduje organizatorima.

Rjesenje. Fiksirajmo proizvoljnu kuglicu te neka je T" broj igara potreban dok se ona prvi put
ne izvuce. Zelimo pokazati da je
P(T <22)>0.5.

U svakoj igri vjerojatnost da izvuc¢emo fiksiranu kuglicu jednaka je 3—12 pa buduci da su izvlacenja
nezavisna slijedi da je
T~ (3—12) :

Odredimo sada P (7" > 22) (pa time i P (7" < 22)). Uoc¢imo da je za sve n > 0

P(T>n)= Y PT=k= ) (%) _ 3—12

k=n-+1 k=n+1
1 /31\" X /31\"
5 (5) X (%)
k=0
) (Y
32 \ 32 ~ 3 32

3To je zaista istina jer ¢ete "u prosjeku” dobiti jedanput u 32 igre (vidi pojam ocekivanja za geometrijsku
sluéajnu varijablu u sljedeéem potpoglavlju.) pa bi fer isplata trebala biti 32 puta veéa od uloga.
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Alternativno, i puno bolje,
. e e ) 1\" 31\"
P(T > n) = P (u prvih n pokusaja nije izvu¢ena odabrana kuglica) = (1 — 3—2> = (3—2)

za svaki n > 0. Specijalno,
31\*
P(T > 22) = (3—2) ~ 0.4973 < 0.5,
pa je vjerojatnost dobitka organizatora P (7" < 22) > 0.5. O

Napomena 5.12. Nekada se geometrijskom slucajnom varijablom naziva sluc¢ajna varijabla Y

s distribucijom
P(Y=k)=¢"p, k=0,1,2,...

Za razliku od prethodno definirane geometrijske slucajne varijable, slucajna varijabla Y pred-
stavlja broj neuspjeha prije pojave prvog uspjeha te vrijedi Y + 1 ~ G(p). Distribuciju sluc¢ajne
varijable Y zvat ¢emo geometrijska distribucija s parametrom p na Ny i oznacavati Y ~ Go(p).

Primjer 5.13. Neka je X slucajna varijabla s distribucijom

)\k
_ o =A
P(X=Fk)=e ik

pri cemu je A > 0. Lako se vidi da je X dobro definirana, a nazivamo je Poissonovom slucajna
varijabla s parametrom A i oznac¢avamo je s X ~ P()). Ova distribucija nema direktnu intepre-
taciju kao na primjer binomna ili geometrijska, ali zbog tzv. zakona rijetkih dogadaja jedna je
od najvaznijih distribucija u vjerojatnosti.

kE € Ny.

5.1 Matematicko ocekivanje i varijanca

1 2 3
X”(; 1 1)-
3 3 3

Koja je "ocekivana” (ili "prosjecna”) vrijednost koju ¢e poprimiti X? Logi¢no bi bilo da je to
2. Ako je pak

Motivacija: Neka je

1 2 3
X~ ( 11 2 ) :
6 6 3
onda za ”ocekivanu” vrijednost ima smisla uzeti % 14 % <24 % ‘3= g > 2.
Definicija 5.14. Neka je X slu¢ajna varijabla s distribucijom X ~ ( Zl Z2 ) . Mate-
1 2 ...
maticko ocekivanje od X je broj
E[X] = Z anPn,
n=1
ako taj red apsolutno konvergira (tj. ako »_ |a,|p, < o0). U suprotnom kazemo da X nema
n=1

ocekivanje.
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Uocite da svaka slucajna varijabla koja poprima kona¢no mnogo razlicitih vrijednosti nuzno ima
matematicko ocekivanje.

Zadatak 5.15. Slucajna varijabla X ima razdiobu

X~<_11
2

Odredite a tako da X ima ocekivanje E X = %

o= Q
N———

Wik O

Rjesenje. Prema definiciji ocekivanja znamo da je
_ 1 1 1 _ 1 a

pa dobivamo da je trazena vrijednost a = 5. U

Napomena 5.16 (Svojstva ocekivanja). (a) Ako je X = ¢, tj. X ~ ({), imamo E [X] = c.
(b) Ako je X >0, tj. a, > 0 za sve n, onda je E[X] > 0.

(¢) Za «, B € R islucajne varijable X 1Y je E[aX + Y] = aE [X] + BE[Y]. Ovo svojstno
nekada nazivamo linernost ocekivanja.

(d) Akoje X <Y,ondajei E[X]|<E[Y].

a; Qg

Ako je X ~
0 Aose X~ (11

o ) i g : R — R neka funkcija, onda je

Elg(X)] =Y gla)p. =Y _ gla)P (X =a,)

pod uvjetom da je Y |g(a,)|pn < 0o. Ova formula je dosta korisna jer ne moramo racunati
n=1
distribuciju slucajne varijable g(X).

Zadatak 5.17. Bacamo simetricnu kocku. Ako slucajna varijabla X predstavlja broj koji je
pao na kocki, nadite matematicko ocekivanje sluc¢ajne varijable ¥ = X+r1

Rjesenje. Ocito je
1 2345 6
X”(; 101011 1)-
6 6 6 6 6 6
(

Neka je g: R — R s pravilom pridruzivanja g(z) = %H Tada je Y = ¢(X), pa po prosloj
napomeni imamo da je
6
11 11 11 1 1 1 1 1 1 223
E[Y] = P(X—i)— = —dmobmmgmm ooy o222
Y1=2 sP(X =i =5 543 5+ 1 6+5 6 6677 6~ 80
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Zadatak 5.18. Marko je na piknik ponio 5 konzervi: 2 graha, 2 paprike i 1 tunu. Nakon §to
ga je ulovila kisa i oprala naljepnice s konzervi, Marko je odluc¢io otvarati konzerve sve dok ne
dobije sva tri jela. Odredite oc¢ekivani broj otvaranja konzervi do sva tri jela.

Rjesenje. Neka je X broj otvaranja do sva tri jela. Kako bismo izracunali E [X], prvo moramo
pronaci distribuciju od X. Za pocetak, X jedino moze poprimiti vrijednosti 3,4 ili 5.

— Odredimo P (X = 3). Uoc¢imo da je X = 3 akko smo u prva tri otvaranja izvukli tri razlicite
konzerve. Na primjer, vjerojatnost da izvucemo grah, papriku pa tunu je

2-2-1 1

5-4-3 15"

Nadalje, vjerojatnost da izvuc¢emo na primjer tunu, grah pa papriku je

1-2-2

5-4-3

Dakle, u brojniku se samo zamijenio poredak kojim mnozimo brojeve 2,2 i 1 pa je dakle

vjerojatnost ostala ista. Buduéi da ovo vrijedi za svih 3! = 6 permutacija graha, paprike i
tune, imamo da je

P{GPT}) =

P({TGP}) = =P ({GPT}) .

— Odredimo P (X = 5) jer je lakse nego P (X = 4). Uoc¢imo da je X = 5 akko je tuna izvucena
zadnja. Ukupan broj poredaka u kojima se to dogodi je (;1) = 6 (biramo 2 mjesta od prva
4 na kojima smo izvukli npr. grah), a svaki takav poredak ima vjerojatnost

2-1-2-1-1 1
5-4-3-2-1  30°
Dakle,

~ Preostaje P(X =4)=1-P(X =3)-P(X =5)=2.

Dakle,
3 4 5
X”(z 2 1)
5 5 5
pa je
9 9 1
E[X]=3-24+4.24+5.-=38.
[X] 5T 5tog

Kao dobru vjezbu iz prebrojavanja probajmo direktno izracunati P (X = 4). Imamo da je X =4
akko smo u prva cetiri izvlacenja na prva tri mjesta izvukli dvije iste konzerve (dakle grah ili
paprika), a na neko od preostala dva mjesta tunu. Ako je fiksiramo koju smo konzervu izvukli
dva puta (npr. G), svaki takav poredak (npr. GGPT) ima vjerojatnost

2-1-2-1 1

P{GGPTY) = o5 = 55
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Takvih poredaka ima (g) -2 = 6 (biramo mjesta za grah i permutiramo papriku i tunu na ostala
dva mjesta), a isto vrijedi ako smo fiksirali papriku pa zaklju¢ujemo da je

1 2
P(X—4)=2.(°).2. 2 -2
2 30 5

Definicija 5.19. Ako slucajna varijabla X ima ocekivanje, varijanca od X je
Var (X) =E[(X - E[X])?].

Varijanca nam daje dodatnu informaciju od slu¢ajnoj varijabli. Intuitivno, varijanca mjeri koliko
u prosjeku slucajna varijabla odstupa od svoje oc¢ekivane vrijednosti.

Primjer 5.20. Neka su

0 ~1 1 ~100 100
XN(1)’YN(1/2 1/2)’ZN< 1/2 1/2)'
Tada je

ali

Var (X)) =E[(X - 0))]=0°-1=0,
Var(Y)=E[Y? = (-1)*-1/2+1%-1/2 =1,
Var (Z) = E[Z?] = 10000 .

Dakle, sve slucajne varijable imaju isto ocekivanje, ali Z ima najvece odstupanje.
Napomena 5.21. Varijancu najées¢e racunamo pomocéu formule
Var (X) = E[X? — (E[X])?.

Takoder, za a,b € R vrijedi
Var (aX + b) = a*Var (X) .

Zadatak 5.22. Bacamo dvije simetri¢ne kocke te neka je X apsolutna vrijednost razlike brojeva
na kockama. Pronadite distribuciju, o¢ekivanje i varijancu od X.

Rjesenje. Sljedeca tablica prikazuje vrijednosti slu¢ajne varijable X za sve moguce ishode
bacanja dvije kocke.

lLkocka \ 2.kocka |1 2 3 4 5 6
1 01 2 3 4 5
2 1 01 2 3 4
3 21 01 2 3
4 321 0 1 2
5 4 3 2 1 0 1
6 5 4 3 2 1 0
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1
367

0 1 2 3 4 5
XN<6 10@@42)-

36 36 36 36 36 36

Bududi da svaki ishod ima vjerojatnost prebrojavanjem dobivamo da je

Sada rac¢unamo

6 10 8 6 4 2 35
EX]=0-—+1-—+2 - —+3-—4+4-—+5-— =2 ~ 194
[X] 36736 7736 236 36 0 36 18

Var(X):E[XQ]—(E[X])Q

6 10 8 4 2 35\ 2
—02. — 412. 22492, 4132, 4 42. 452 2 _ (=2

367 367 3670 367 367 36 18
105 35\ 2
- — _(2Z) ~2.052.

18 (18) 05

O

Napomena 5.23. Bududi da se ¢esto javljaju u primjenama, korisno je znati ocekivanje i vari-
jancu sljedecih distribucija (za dokaze vidi predavanja):

@ x~sap~ (40, )

primjerima ¢ = 1 — p.

) = E[X] = p, Var (X) = pq, pri ¢emu je ovdje i u sljedeéim

(b) X ~ B(n,p) = E[X] =np1i Var (X) = npq.
(c) X ~G(p) = E[X] = % iVar(X) = %.

p
(d) X ~ P(\) = E[X] = Var (X) = \.
Napomena 5.24. Ukoliko je X ~ Gy(p), tada je X + 1 ~ G(p) pa slijedi da je

1
E[X]=E[X +1]-1=--1=12,
P P

Var (X) = Var (X +1) = =

p
Zadatak 5.25. U jednakokra¢nom trokutu osnovice duljine 1 cm i krakova duljine 2 cm sluc¢ajno
i nezavisno biramo 1000 tocaka. Izracunajte ocekivanje i varijancu broja tocaka koje se nalaze

unutar kruga upisanog tom trokutu.

Rjesenje. Neka je X broj tocaka koje su upale u krug upisan tom trokutu i » > 0 radijus tog
kruga. Tada je oc¢ito X ~ B(1000,p) pri ¢emu je vjerojatnost "uspjeha” u svakom od pokusa
(izbor tocke iz trokuta)

A(krug) r2m _Artm

p = P ({tocka upala u krug}) = = = '
k
A(trokut) % 1-4/22 = (1)2 V15

N =
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Buduéi da je @ = A(trokut) = £F + 2 2% slijedi da je r = % te

— Vi5r
p = Y32T ~ 0.4867.

Dakle,

E[X] = 1000 - p ~ 486.7
Var (X) = 1000 - pg ~ 249.8.
0
Napomena 5.26 (*). Prethodni zadatak daje metodu kako ”simulacijom” procijeniti povrsinu
npr. jedini¢nog kruga (znamo da je njegova povrsina 127 = 7). Naime, ako gledamo jedini¢ni
krug oko ishodista, on je upisan kvadratu 2 = [—1,1]2. Sada, ako znamo simulirati slu¢ajan

izbor velikog broja tocaka iz kvadrata  (Sto se moze), po tzv. zakonu velikih brojeva, postotak
tocaka koje ¢e upasti u krug priblizno ¢e biti jednak

p = P ({jedna tocka upadne u krug}) = % .

Dakle, ako taj postotak pomnozimo s 4 dobit ¢éemo procjenu za povrsinu kruga. Ovaj jednos-
tavan primjer ilustrira glavnu ideju tzv. Monte-Carlo metoda koje se danas nasiroko koriste u
primjenama.

5.2 Nezavisnost

Definicija 5.27. Neka su X i Y diskretne slu¢ajne varijable (definirane na isto vjerojatnsnom
prostoru) koje poprimaju vrijednosti (a;);en, odnosno (b;)jen. Kazemo da su X i Y nezavisne
ako vrijedi

P(X=a,Y=0b)=P(X=0a)P(Y=0b;), zasvei,j N, (2)
pri cemu je {X = a;,Y = b;} oznaka za dogadaj {X =a;} N {Y =b;}.
Analogno se definira nezavisnost n diskretnih slu¢ajnih varijabli Xy, ..., X,,: treba vrijediti

P(Xy=a1,...,.Xp=2,) =P (X1 =21) - - P(X,, = 2,)
za sve ry,...,T, € R takve da X; moze poprimiti vrijednost x; za sve i = 1,...,n.
Napomena 5.28. Ako su X i Y nezavisne, tj. vrijedi , tada i za sve A, B C R vrijedi
P(XeAYeB)=P(XecAPYeB).

Napomena 5.29. (a) Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable takve da oc¢ekivanja od X

i Y postoje, tada je
E[XY]=E[X]E[Y].

Obrat opcéenito ne vrijedi!

92



(b) Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable takve da Var (X), Var (Y') < oo, onda je

Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) .

Gornje tvrdnje se lako poopéuju na slucaj n nezavisnih slucajnih varijabli Xi,...,X,. Na

primjer, u tom slucaju
Var (Z Xk) = Z\/ar (Xk) -
k=1 k=1

Zadatak 5.30. Neka su X i Y nezavisne Poissonove slucajne varijable s parametrom A = 3.
Izracunajte P(X +Y = 1) i E[(X — Y)?].

Rjesenje. Budué¢i da X i Y poprimaju vrijednosti u No, {X +Y =1} = {X =0,V =
1}U{X =1,Y =0} i pri tome su ova dva dogadaja ocito disjunktna (ne moze istovremeno biti
X=0iX=1). Dakleﬂ7 koristeci nezavisnost u drugom retku imamo

PX+Y=1)=P(X=0,Y=1)+P(X=1Y=0)
ZPX=0PY=)+PX=1)PY =0)

TR TR T Y

= 6e 5.
Nadalje,
E[(X-Y)’]=E[X*-2XY +Y?| =E[X?] - 2E[XY] + E[Y?]
ZRIX? -2EX|E]Y]+E[YY,

pri cemu smo u drugoj jednakosti iskoristili linearnost oc¢ekivanja. Buduéi da je E[X] =E[Y] =
A=31Var(X) = Var (V) = X =3, iz formule Var (X) = E[X?] — (E[X])? slijedi da je

E[X?] = Var (X)) + (E[X])? =3+ 3*=12=E[Y?]

pa zakljucujemo
E[(X-Y)]=2-12-2-3-3=6.
Alternativno, koristec¢i nezavisnost i svojstva varijance
E(X-Y)=Var(X -Y)+EX - Y= [E[X -Y]=E[X]-E[Y]=0]
= Var (X —Y) =& Var (X) + Var (=Y) = Var (X) + (—1)*Var (V)
=2-3=6.

O

4Moze se pokazati da za dvije nezavisne Poissonove slu¢ajne varijable X i Y s parametrima A i y, vrijedi da je
X +Y ponovno Poissonova sluc¢ajna varijabla s parametrom A+ p (DZ*). U nasem slucaju je dakle X +Y ~ P(6)
$to objasnjava dobiveni rezultat.
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Napomena 5.31. Ako su Xi, Xs, ..., X, nezavisne Bernoullijeve slucajne varijable s parame-
trom p, tj. X; ~ B(1,p) za svaki i = 1,...,n, intuitivno je jasno, a nije tesko ni dokazati, da
je

X =X1+Xo+---+X,,~ B(n,p).

Koristedi svojstva ocekivanja i varijance te prethodnu tvrdnju, mozemo na jednostavan nacin
izracunati (ili pamtiti) ocekivanje i varijancu binomne slu¢ajne varijable. Naime, buduéi da
je E[X;] = piVar(X;) = pgzasvei=1,...,n, slijedi da za X ~ B(n,p) imamo E [X]| =
EX)+Xo+ -+ X, =E[X1]+ -+ E[X,] = np (zbog linearnosti ocekivanja) te Var (X) =
Var (X1) + - - - 4+ Var (X,,) = npq (zbog nezavisnosti).

Napomena 5.32. Ako slucajna varijabla X poprima vrijednosti u Ny, tada vrijedi
EX]=) P(X>n)=) P(X>n). (3)
n=0 n=1

Na primjer, za X ~ G(p), p > 0, smo veé vidjeli da je P(X >n) = (1 —p)" =¢" zasve n € Ny
pa je zbog ¢ < 1

it 1 1
EX]=) ¢"'=—=-.
n=0 1_q p

Zadatak 5.33. Neka su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable takve da je X ~ G(p1), Y ~ G(p2),
p1,p2 € (0,1). Izracunajte E [min{X,Y}]. (Uputa: Iskoristite (3).)

Rjesenje. Uocimo da slucajna varijabla min{X, Y} poprima vrijednosti u N te da je
Pmin{X,Y}>n)=P(X >n Y >n) CP(X >n)P(Y >n)=(1-p)"(1—p)"

za sve n > 0. Po prethodnoj napomeni sada slijedi da je

E[min{X,Y}] => P(min{X,Y} >n) = ((1-p1)(1L—p2)"
1 1

S 1-(1—p)(1—p2) pritp—pip2

Napomena 5.34 (*). Uocimo, iz prethodnog zadatka slijedi da je za sve n € N,

Pmin{X,Y} =n) =P (min{X,Y} >n—1) =P (min{X,Y} > n)
=((L=p)(1=p2))" (1= (L=p) (L —p2)) = (1 —p)" 7.

=:p/

Dakle, min{ X, Y} je ponovno geometrijska slu¢ajna varijabla i to s parametrom uspjeha p’ = 1—
(1—p1)(1—po). Intuitivno objasnjenje za ovo je sljedeée. Zamislimo da nezavisno provodimo dva
niza pokusa, pri cemu su vjerojatnosti uspjeha p; i po, te neka su X i Y vremena prvog uspjeha
u svakom od pokusa. Tada su X i Y nezavisne geometrijske slucajne varijable s parametrima
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p1, odnosno pe, a min{ X, Y} je prvo vrijeme kada ¢e se u barem jednom od dva pokusa pojaviti
uspjeh. Buduéi da je vjerojatnost barem jednog uspjeha u svakom pokuse jednaka

p :==1—P({obaneuspjeha}) "= 1 — (1 —p;)(1 — p2),
slijedi da je min{ X, Y} geometrijska s parametrom p'.
Zadatak 5.35. Bacamo simetricnu kocku dok se Sestica ne pojavi po drugi put. Ako X oznacava
potreban broj bacanja, odredite (a) P (X <4), (b) E[X] i (¢)* Var (X)
Rjesenje.

(a) Za svaki n > 2 uo¢imo da je X = n ako i samo ako smo Sesticu dobili u n-tom bacanju
i tocno jednom u prvih n — 1 bacanja. Zbog nezavisnosti bacanja, svaki ishod n bacanja
kocke u kojem imamo ukupno dvije Sestice, a na ostalim mjestima bilo Sto osim Sestice,

ima vjerojatnost
5 n—2 1 2
) )

Budu¢i da takvih ishoda sa Sesticom na kraju ima tocno (
drugu Sesticu), slijedi da je

P(X =n)=(n—1) (g)H <é>2 n>2.

P(X <4)=P(X =2)+P (X =3)+P (X =4) = (—)2+2-— (1)2+3~(§>2 <1>2 ~ 0.104.

n—1

') =n— 1 (biramo mjesto za

Dakle,

6 6 6

(b) Racunamo
E[X] = gnP(X - <é>2 O;n(n _ ) (g)H |

Koristedi derivaciju geometrijskog redaﬂ dobivamo da je

(c¢) Kako bi odredili varijancu, ispada da je lakse najprije odrediti E [X (X + 1)] koristedi treéu
derivaciju geometrijskog reda:

EX(X+1)] = iTl(n—i-l)P(X:n) — (1)2 N (n— D + 1) (g)(nﬂ)—s

n=2

- @ <1—6%>4:63’

SDeriviranjem identiteta = = Y_>° 2", dobivamo da je ﬁ =y
1)z" 2.

oo n—1 : 2 _ o0 _
n=1 T 1 (1—z)3 — Zn:Qn(n
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iz cega onda slijedi

Var (X) = E[X(X +1)] - E[X] — (E[X])?
=63—12—-122=60.

Ipak, varijancu mozemo izracunati puno elegantnije. Naime, ako s T} oznac¢imo broj baca-
nja do pojave prve Sestice, a Ty broj bacanja nakon toga dok ne padne druga Sestica, onda
je o¢ito X = Ty + T,. Nadalje, T} i T5 imaju geometrijsku distribuciju s parametrom &+ i

6
intutitvno je jasno da su T} i T5 nezavisne. Sada slijedi da je

‘m

Var (X) = Var (T; + T5) "= Var (T1) + Var (Tp) = 2 - = 60.

2

(

Na isti nacin smo mogli izracunati E [X], s tim da tu nezavisnost nije bitna. Uocite, ovaj
argument direktno mozemo poopditi na slucaj kada ¢ekamo dok Sestica padne po n-ti put
za proizvoljan n € N.

~—

=

O

ay Qas

P1 P2
vrijednosti, tj. a; > 0 za sve i € N, te ako je > a;p; = +00, stavljamo E [X] := +o0.

Napomena 5.36. Ako slucajna varijabla X ~ ( ’ ) poprima samo nenegativne

Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.37. Svaki dan vozite se bez karte busom kojeg za vrijeme vaSih voznji posjecuje
kontrola s vjerojatnosti % Neka je X redni broj voznje kada vas prvi put ulovi kontrola. Odredite
vjerojatnost da vas kontrola ne uhvati barem prva dva puta.

Zadatak 5.38. Slucajna varijabla X ima razdiobu

X~ (
(a) Odredite c.
(b) Odredite razdiobu slucajne varijable Y = /1 + cos %.

YT
"§,|nw|.—n
'%;lﬁwh—l
”§|03 |=
N—

(¢) Izracunajte E [£].

Zadatak 5.39. Strastveni igra¢ Lota 6/45 odlucio je igrati kombinaciju od 6 brojeva sve dok
ona ne bude izvucena. Oznacimo sa X redni broj izvlacenja u kojem je ta kombinacija izvucena.

(a) Odredite distribuciju sluc¢ajne varijable X.
(b) Koliko izvlacenja ocekujemo da ¢ée proci, a da strastveni igra¢ pogodi izvu¢enu kombinaciju?

Zadatak 5.40. Konobar pocinje smjenu s 0 kn. Od svakog gosta dobije napojnicu i to od 10
kn ili 5 kn, pri ¢emu je manja napojnica dva puta vjerojatnija. To jutro je konobar posluzio 4
gosta.
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(a) Izracunajte vjerojatnost da je konobar dobio manje od 30 kn od napojnica.
(b) Koliki je o¢ekivani iznos koji je konobar dobio od napojnica?

Zadatak 5.41. Na raspolaganju nam je 6 zarulja, od kojih su 2 ispravne i 4 neispravne. Zarulje
isprobavamo na lampi jednu za drugom, te s X oznacimo broj pokusaja do pojave svjetlosti.

Odredite E [X] i Var [X].

Zadatak 5.42. (a) Bacaju se dvije simetri¢ne kocke i rezultati se zbroje. Izracunajte razdi-
obu, ocekivanje i varijancu dobivenog zbroja.

(b) Baca se deset simetri¢nih kocki i rezultati se zbroje. Izracunajte ocekivanje i varijancu
dobivenog zbroja.

Zadatak 5.43 (*). Kockar se kladi na igru u kojoj je vjerojatnost dobitka p < 1/2. Ako dobije
u igri, dobitak je jednak iznosu uloga (ako izgubi, gubi ulog). Kockar prestaje igrati ¢cim dobije
igru, a ako izgubi, u sljedecoj se kladi sa dvostruko ve¢im ulogom. Prva oklada je 1 kuna, sljedeca
(ako izgubi prvu) je 2 kune, itd. — u n-toj igri ulog je 2"~! kuna.

(a) Pokazite da je kockarov ukupni dobitak 1 kuna s vjerojatnoséu 1. (Zvuci super, zar ne?
Problem je 8to u praksi nitko nema neogranic¢eno bogatstvo. Vidi (b) dio.)

(b) Koliko ¢ée ocekivano kockar uloziti novaca prije nego dobije igru?
Rjesenje.

(a) Neka je T broj oklada koje ¢e kockar odigrati do prvog dobitka. Tada je o¢ito P (17" =n) =
(1 —p)"1p za svaki n € N, odnosno T' ~ G(p). S slucaju da je T = n, tada je u n-toj
igri pobijedio i dobio 2"~ kuna, ali je do tada veé¢ izgubio 1 42 + --- 42772 = 2n=1 ]
kuna, $to znac¢i da mu je ukupni dobitak toéno 1 kuna. Dakle P (X = 1|T" = n) = 1 za sve

n € N. Buduéi da znamo da je P(T < o0) = P (U2 {T =n}) = 1, tj. kockar ¢e sigurno
u nekom trenutku pobijediti, po formuli potpune vjerojatnosti sada dobivamo da je

IP’(X:1):§:P(X:1|T:n)IP’(T:n):§:IP’(T:n):1.

(b) Buduéi da ¢e kockar dobiti T-toj igri, do tada ¢e (ukljuéujuéi i zadnju igru) uloziti 1+ 2 +
o4+ 2T71 = 2T 1 kuna. Dakle, ocekivani ulog je

E2"—1]=E[2T] 1= "2"01—p)"'p—1=2pY (201 —p)" "' =1 =+

pri ¢emu posljednja jednakost slijedi jer je, zbog pretpostavke p < 1/2, 2(1 —p) > 1.
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6 Slucajni vektori - zavisnost

Primjer 6.1. Neka je Q = {wy, w2, w3}, P ({w;}) = 1/3. Definirajmo slucajne varijable: X (w;) =
1, X(w2) =2, X(ws) =3, Y(w1) =2, Y(wz) =3, Y(ws) = 1. Odmah slijedi da je

3 )
l .
3

Dakle, X i Y imaju jednaku distribuciju. Pogledajmo sada distribuciju od X + Y. Na primjer,
imamo da je (X +Y)(w1) = X(w1) + Y(w1) =1+ 2 = 3. Sli¢ni racun za elementarne dogadaje
wy 1 w3 nam onda daje

X,Y~<

Lol =
S V]

3 4 5
X+YN(1 1 1).
3 3 3

S druge strane,

X+X:2X~<? 4 ?)
3 3 3

dakle, X +Y i X + X nemaju istu distribuciju iako X ~ Y. Opéenito, za distribuciju od ¢g(X,Y")
potrebno je znati zajednicku distribuciju od X i Y.

Definicija 6.2. Za diskretne sluc¢ajne varijable X i Y definirane na (Q, F,P), funkciju (X,Y) :
) — R? zovemo diskretan sluc¢ajni vektor.

Ako X moze poprimiti vrijednosti a;, i € N, a Y vrijednosti b;, j € N, parove (a;,b;), i,j € N i

vjerojatnosti
Di,j :]P)<X :ai,Y: bj) s Z,j eN

zovemo distribucijom slucajnog vektora (X,Y") i zapisujemo je preko tablice distribucije

X\Y | b by - |2
a1 Pix P12 - | @1

a2 P21 P22 0 | Q2

Z 71 To 1

pri cemu je npr.

ni=Y pi=» P(X=a,Y=b) =P [{X=a}n(U{Y=b}) | =P(X =a) .
j=1 j=1 ~~ d
=Q

Iz tablice lako is¢itamo da vrijedi
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Napomena 6.3. (i) Uoc¢imo, X i Y su nezavisne ako i samo ako je
za sve i,j € N.

(i) Ako je g : R? — R funkcija, tada je za svaki c € R

P(gX,Y)=c)= > PX=a,Y=1)

/

g(;;{b:j )1:c P
te vrijedi
E[g(X,Y)] =Y glai b;)pi;- (4)
ij=1

Definicija 6.4. Neka su X i Y slucajne varijable takve da je Var (X), Var (Y) < co. Kovari-
jancaod X iY je

Cov(X,Y):=E[X —E[X])(Y —E[Y])] =E[XY] - E[X]E[Y] .

Ukoliko je Cov (X,Y) = 0, kazemo da su slucajne varijable X i Y nekorelirane, a u suprotnom
kazemo da su korelirane. Nadalje, koeficijent korelacije slucajnih varijabli X i Y je

_ Cov (X,Y)
\/Var (X)4/Var (Y)

Zadatak 6.5. Bacamo dvije simetri¢ne kocke. Oznacimo s X broj Sestica, a s Y broj jedinica
koje su pale.

p(X.Y)

e [-1,1].

(a) Odredite distribuciju slu¢ajnog vektora (X,Y’) te distribucije slucajnih varijabli X i Y.
Jesu li X 1Y nezavisne?

(b) Izracunajte koeficijent korelacije slu¢ajnih varijabli X i Y.
(c) Odredite distribuciju slu¢ajne varijable X + 2Y'.
RjesSenje.
(a) Napravimo tablicu sa svim moguéim ishodima bacanja dvije kocke i odgovarajué¢im vri-

jednostima vektora (X,Y). Buduéi da svaki ishod ima vjerojatnost 3—16, jednostavnim
prebrojavanjem iz te tablice dobivamo da je distribucija slu¢ajnog vektora (X,Y’) dana s

X\Y[o 1 2|3
0 [ f T LB
g 51) 36 356
g % 055
2 |3 0 0|4
25 5 1
2 5% 1 sl !

(S5
Nej



Na primjer, P(X =0,Y =0) =4-4- 5z =3, P(X =0,Y =1) =2-4- & = 2 i tako dalje.
Alternativno, distribuciju od (X,Y’) dobivamo prebrojavanjem. Odredimo, u svrhu ilus-
tracije, P(X = 1,Y = 1). Promatrani dogadaj se dogodio jedino ako je na prvoj kocki pala
Sestica, a na drugoj jedinica, ili obratno. Zato je

11 11 1
PX=1LY=1))==--4=---=—
( ’ ) 6 6+6 6 18
Nadalje, iz tablice distribucije odmah is¢itavamo da vrijedi
0 1 2
XvYN(& 5 L)‘
36 18 36
Slucajne varijable X i Y nisu nezavisne jer je npr.
P(X=1)P((Y =2) = > #0=P(X =1,Y =2)
B 18 367 I
OéitojeE[X]:E[Y]:%—l—Q-%:%,akoristeéi (4) slijedi da je
4 2 1
EXY]|=0-0-—4+0-1-=+0-2-—
XY 9+ 9+ 36
+1-0 2+1 1 ! +1-2-0
9 18
1 1
2:0-—+4+2-1-042-2-0=—.
* 36+ - 18

Gornji racun smo proveli radi ilustracije primjene formule , ali u praksi bi odmah za-
kljucili da je E[XY]=1-1- 4% = 1% jer je to jedini sumand koji nije 0.

Sada zakljucujemo da je

1

Cov (X,Y) =E[XY] ~E[X]E[Y] = — 1.

S druge strane, E[X?] = E[Y? = & + 4.2 = &, pa je Var(X) = Var (V) = E[Y?] -
(E[Y])? = . Tako dobivamo da je trazeni koeficijent korelacije jednak
Cov (X,Y) 1

XY) = — =
A ) /Var (X)4/Var (Y) D

Imamo sljedeéu tablicu sa svim ishodima vektora (X,Y) i odgovarajuéim vrijednostima
od X +2Y.

X\Y |
0
1
2

N = OO
=W N
[e)ENG IS )
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Vidimo da slucajna varijabla X + 2Y moze poprimiti vrijednosti 0,1, 2,3,4,5,6. Ipak,
odmah uoc¢imo da je

P(X+2Y =5)=P(X=1Y =2)=0

te takoder

P(X+2Y=6)=P(X=2Y=2)=0.
Dakle, X + 2Y moze poprimiti samo vrijednosti 0, 1,2, 3,4. Sada lako slijedi da je trazena
distribucija

X+2Y~(

ol O
OIN =

Na primjer, iz prethodne tablice slijedi
IED(X+2Y:0):[P(X:(),y:()):%L

ili

P(X+2Y =2)=P(X=0,Y =1)+P(X =2,Y =0) =

Nell V)
+
gl-
I
=

Napomena 6.6. Koeficijent korelacije p(X,Y) je jedan pokazatelj jacine zavisnosti varijabli
X iY. Intuitivno, vrijednost od p(X,Y’) blizu —1 i 1 indicira jaku zavisnost izmedu X i Y.
Uocimo, ako su X 1Y nezavisne, onda je p(X,Y) = 0, tj. one su nekorelirane. Drugim rije¢ima,
ako je p(X,Y) # 0 (kao u prethodnom zadatku), odmah slijedi da X i Y nisu nezavisne.

Nadalje, ukoliko je p(X,Y") # 0, predznak od p(X,Y’) nam govori nesto o na¢inu na koji su X
i Y zavisne. Na primjer, u prethodnom zadatku imamo p(X,Y) < 0 jer, intuitivno, veéi broj
Sestica (dakle, veé¢i X') povlaéi da je broj jedinica manji (dakle, da je Y manji).

Primjer 6.7. Neka je X ~ ( _11 (l) 1 ) iY = X?. U ovom slucaju X i Y su potpuno zavisne,

ali
Cov(X,)Y)=E[XY]-E[X]|E[Y]=E [X3] —-0-E[Y]=0,

0

tj. X 1 Y su nekorelirane. Dakle, Cov (X,Y) = 0 opéenito ne implicira da su X i Y nezavisne.
To je zato sto kovarijanca mjeri samo jedan oblik zavisnosti, tzv. ”linearnu” zavisnost.

Zadaci za vjezbu

Zadatak 6.8. Iz skupa {1, 2,3} dva puta nezavisno izaberemo jedan broj (moguce isti). Ako je
X veli, a Y manji od ta dva broja, izracunajte koeficijent korelacije od X i Y.

Zadatak 6.9. Slucajni vektor (X,Y’) ima distribuciju
X\Y|-a 0 a
—a 0 1/4 0
0 |1/4 0 1/4
a 0 1/4 0

za neki a > 0.
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(a) Jesu li slucajne varijable X i Y nezavisne?
(b) Jesu li slu¢ajne varijable X +Y i X — Y nezavisne?

Zadatak 6.10. U vreci se nalaze 4 novcanice od 100 kuna i 6 novcanica od 10 kuna. Marko
slucajno izvla¢i prvu novcanicu iz vrece i stavlja je u svoj novcéanik. Oznacimo vrijednost prve
novcanice sa X;. Nakon toga Marko izvla¢i neku od preostalih novcanica iz vrece i stavlja je u
svoj novcanik. Oznac¢imo vrijednost druge novcanice sa X5.

(a) Odredite distribuciju slucajnog vektora (X7, Xs).
(b) Odredite koeficijent korelacije sluéajnih varijabli X i X,.

(¢) Odredite ocekivani iznos novca u Markovom novcaniku.
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7 Neprekidne slucajne varijable

Definicija 7.1. Slucajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,[P) je neprekidna
sluéajna varijabla ako postoji funkcija f : R — [0, 00) takva da je

P(X <a)= / f(t)dt, VaeR.

Funkciju f zovemo funkcija gustocée sluc¢ajne varijable X.

Napomena 7.2. Neka je X neprekidna sluc¢ajna varijabla s gustocom f.

(a) Zasve a,b € R, a < b vrijedi

Pla<X <b)=P{X <hI\{X<a})=P(X <b)-P(X <a)

- / ’ F(t)dt.

(b) Vrijedi
P(X>a)=1-P(X <a) :/f(t)dt
te -
/ fO)dt =P(X €R) = 1.

(c¢) Razlika u odnosu na diskretne sluc¢ajne varijable je da za sve a € R vrijedi

P(X =a)= /af(t)dt:().
Iz ovoga slijedi da je
P(X<a)=P(X<a)+P(X =a)=P(X <a).
Na isti nacin zakljucujemo da vrijedi
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X <h),
tj. kod neprekidnih sluc¢ajnih varijabli nije bitno je li rub ukljucen ili ne.

(d) Ako je f jednaka nuli osim eventualno na intervalu (a,b) tada je

b o)
P(a<X<b):/f(t)dt:/ f(t)dt =1.
Dakle, u tom slucaju X poprima vrijednosti samo iz intervala (a, b).
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Napomena 7.3. Ocekivanje neprekidne sluc¢ajne varijable X definira se kao

o

E[X] = / L ()t

—00

Opcenito, ako je g : R — R funkcija, definiramdf|

Posebno, varijancu definiramo kao i u diskretnom slucaju,
Var (X) =E [(X — E[X])2] ,
te lako slijedi da ponovno vrijedi Var (X) = E [X?] — (E [X])%.

Zadatak 7.4. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gusto¢om

f(t):{c't4’ 0<t<l,

0, inace.
Odredite vrijednost konstante ¢ i izracunajte P (X > 1), E[X] i Var (X).

Rjesenje. Znamo da je

1:/+oof(t)dt:/lc-t4dt:c(§)
—00 0

pa je c = 5. Zato je
1 400 1
1
IP’<X>§>:/f(t)dt:/5t4dx:(t5)|ll:1—§z0.969,
1 1
2 2

E[X] :/jootf(t)dt:/olwf’dt:g,

o0

te

Var (X) = E[X?] - (E[X])’ = /_+OO LI d - (§)2

~ 6
1 25 5 25 2
— 5t0dt — — == — = =~ ~0.0198.
/0 36 7 36 252

O

6Zapravo, ako je g "izmjeriva” funkcija, tada je g(X) sluéajna varijabla (ne mora biti ni diskretna ni nepre-
kidna) i vrijedi ova formula za racunanje o¢ekivanja od g(X).
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Definicija 7.5. Funkcija distribucije slucajne varijable X (diskretne ili neprekidne) je funk-
cija F' definirana s
F(z)=P(X <z), VzeR.

Posebno, ako je X neprekidna sluc¢ajna varijabla s gusto¢om f, onda joj je funkcija distribucije
F@y_/f@ﬁ,vxek

Napomena 7.6. Ako je I’ funkcija distribucije slucajne varijable X vrijedi

Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b) - F(a)

P X>z)=1-P(X<z)=1-F(x).
Dakle, ako znamo F' mozemo rac¢unati i vjerojatnosti vezane uz X.

Zadatak 7.7. X ima neprekidnu uniformnu distribuciju na intervalu (a, b) ako joj je funkcija

gustoce dana s
1
——.  a<t<hb,
f(t) = {b‘a o
0, inace.
Pisemo X ~ U(a,b). Odredite joj funkciju distribucije i izra¢unajte E X.

Rjesenje. Bududi da je f nula svugdje osim na intervalu (a,b) imamo da je

(

T 0, r < a,
F(x):/f(t)dt: [P a<az<b,
b
> \faﬁ’ l’Zb
Y xga/?
=4 e a<z<b,
L1, x> b
Racunamo i ocekivanje
9] b
t V¥—a®> a+b
E[X]= [ tf(t)dt= dt = — '
XI= [eaa= [a= 5=

g

Napomena 7.8. Ako je X ~ U(a,b), njena gustoéa f je konstantna funkcija na (a,b). Intu-
itivno, to znaci da é¢e X poprimiti bilo koju vrijednost iz (a, b) s jednakom vjerojatnosti. Zapravo,
bududi da za svaki A := (¢, d) C (a,b) := ) imamo
P(Xe€A)=Pc<X <d)=F(d)— F(c)
d—c MA)

Tbh—a AQ)’

izbor tocke X to¢no odgovara ”slu¢ajnom izboru tocke iz (a,b)” iz poglavlja Geometrijska vje-
rojatnost.
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U nastavku ¢emo se baviti jednom od najvaznijih distribucija u vjerojatnosti — normalnom (ili
Gaussovom) distribucijom. Njena vaznost posljedica je tzv. centralnog grani¢nog teorema kojim
¢emo se baviti u sljede¢em potpoglavlju.

Definicija 7.9. Sluc¢ajna varijabla X ima normalnu distribuciju s parametrima p € R i
o? > 0 ako joj je funkcija gustoé¢e dana s
1 _e-w?

t) = e 22 | VielR
Ft) =~

U tom slucaju pisemo X ~ N(u,0?).

Napomena 7.10. (a) Ako je X ~ N(u,0?), njena gustoéa zadovoljava f(t) > 0 zasve t € R,
tj. X moze poprimiti bilo koju vrijednost iz R.

(b) Ako je X ~ N(p,0?), onda je E[X] = p i Var (X) = % Broj ¢ = /Var (X) nazivamo
standardna devijacija.

(c) Ako je X ~ N(u,0?) tada je Z == % ~ N(0,1).

(d) Slucajnu varijablu Z ~ N(0, 1) nazivamo standardna normalna slu¢ajna varijabla, a njenu
funkciju distribucije ozna¢avamo s P, tj.

1 v t2
O (z) :E/ e zdt,z € R.

Bududi da se ® ne moze eksplicitno izracunati, njene vrijednosti racunaju se numericki, a
mi ih ¢itamo iz tablice koju mozete na¢i na webu kolegija. Uo¢imo, u ovom slucaju vrijedi
f(=t) = f(t) zasve t >0 pa je

1 0 2 1 oe 2
P(Z<0)=90) =— e 2dt = — e 2dt=1—®(0)=P(Z>0
zz0-30)- 7 | = W =FEz=0
paizP(Z <0)+P(Z > 0) =1 slijedi da je
1
P(Z<0)=2(0)=5=PB(Z>0).
Opéenitije, za sve x < 0 vrijedi

(z) % / e rdt = \/% /oo e Sdt =1 — B(—1), (5)

dakle dovoljno je znati vrijednosti ®(x) za x > 0.

Primjer 7.11. Neka je X ~ N(1,4). Pitamo se koliko je P (1 < X < 3/2). Imamo dakle p =1
i 02 = 4 pa je po prethodnoj napomeni Z = % = % ~ N(0,1). Sada racunamo

1-1 X-1 2—-1
]P>(1<X<2):IP’< <3/ )

5 <3 5
=P(0< Z<1/4)
— B(1/4) — B(0) = 0.5987 — 0.5 = 0.0987,

pri ¢emu smo vrijednosti ®(1/4) i ®(0) iscitali iz tablice.
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Zadatak 7.12. Vijek trajanja neke automobilske gume je normalno distribuiran s oc¢ekivanjem
34000 km i standardnom devijacijom od 4000km.

(a) Izracunajte vjerojatnost da guma traje vise od 40000 km.

(b) Ako je guma presla 30000 km, izra¢unajte vjerojatnost da ¢e trajati jos 10000 km.

Rjesenje. Neka je X vijek trajanja automobilske gume koji po zadatku slijedi distribuciju

N(34000,4000%). Po prethodnoj napomeni znamo da je Z := X;“ = ngégoo ~ N(0,1).

(a) Imamo
3
P (X > 40000) = P (Z > 5) =1 - ®(1.5) ~ 0.0668.

(b) Sli¢no,

P (X > 40000, X > 30000 P (X > 40000
P (X > 40000/X > 30000) = (X = = ) = (X = )

P (X > 30000) P (X > 30000)
_P(Z>3) 1-®(15) 1-®(15) _
T P(Z>-1) 1-®(-1)  ®(1) 0.0794,

pri ¢emu smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili da je &(—1) =1 — ®(1) (vidi (9]).

O

Zadatak 7.13. Pretpostavimo da je vrijeme putovanja nekog studenta od kuce do fakulteta pri-
blizno normalno distribuirano s o¢ekivanjem 40 minuta i standardnom devijacijom od 7 minuta.
Student Zeli sti¢i na predavanje koje pocinje u 12:15 sati.

(a) Ako je student krenuo od kuée u 11:40, izracunajte vjerojatnost da stiéi na vrijeme na
predavanje.

(b) Kada bi najkasnije student trebao krenuti od kuce da s vjerojatnoséu od barem 0.95 bude
siguran da ¢e sti¢i na vrijeme na predavanje?

Rjesenje. Neka je X vrijeme putovanja u minutama za koje po zadatku ima distribuciju
N (40, 49).

(a) Trazena vjerojatnost jednaka je

S__

- - ) = d(—2)=1—P(2) ~ 0.2389,

IP’(X§35):]P’(X_4O 5)

pri ¢emu smo zaokruzili ®(2) ~ ®(0.71) = 0.7611.
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(b) Neka je a vrijeme (minutama) od polaska do pocetka predavanja. Dakle, student ée stiéi
na vrijeme akko X < a. Trazimo najmanji a takav da je

X 40 _ a—40 — 40
O.95§P(X§a):IP’( - §a7 ):@(“7 )

Bududi da je ® rastuca funkcija, a ®(1.65) = 0.9505 > 0.95 1 $(1.64) < 0.95, zakljuc¢ujemo
da je a najmanji broj takav da je a_—740 > 1.65, odnosno a > 51.55. Dakle a = 52, tj.
student bi od kuée trebao krenuti najkasnije u 11:23.

O

Zadaci za vjezbu
Zadatak 7.14. Neka je X ~ N(70,4). Izracunajte P ((X — 68)* > 9). (Uputa: {(X — 68)% >
9} ={IX —68] = 3} = {|X — 68| <3}")

Zadatak 7.15. Na nekom ispitu bodovi slucajno odabranog ucenika su normalno distribuirani
s ocekivanjem 76 i standardnom devijacijom 15. Odredite:

(a) Najmanji broj bodova za ocjenu 5 takav da je vjerojatnost da slucajno odabrani ucenik
dobije peticu najvise 0.15.

(b) Najveéi broj bodova za ocjenu 2 takav da je vjerojatnost da slu¢ajno odabrani ucenik ne
polozi ispit najvise 0.1.

Zadatak 7.16. Neka je X ~ N(u,0?). Izracunajte
(a) P(u—30 < X < pu+30),
(b) P (X% —2uX > 0% — ii?).

Zadatak 7.17. Pretpostavimo da je duljina telefonskog poziva X (u minutama) neprekidna
slucajna varijabla s funkcijom gustoce

ce”16, x>0
fo={ T 52

r<0’
gdje je ¢ neka konstanta.
(a) Odredite c.
(b) Odredite funkciju distribucije od X.

(c) Ako je netko taman prije vas dosao u telefonsku govornicu i zapoceo razgovor, izracunajte
vjerojatnost da cete cekati izmedu 10 1 20 minuta da dodete na red.

(d) Odredite E [X].

(Napomena: Slucajna varijabla s ovom funkcijom distribucije se zove eksponencijalna slu¢ajna
varijabla s parametrom 1/10.)
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7.1 Centralni grani¢ni teorem
Teorem 7.18 (de Moivre-Laplace CGT). Za svaki n > 1, neka je X,, ~ B(n,p) pri ¢emu je
€ (0,1). Ako je Z ~ N(0,1), tada za svaki € R vrijedi

n—o0

hmp(%gx) —P(Z<1)=(x).

Uocite da je np = E[X,,], a \/npq = /Var (X,

Napomena 7.19. Prethodni teorem najcesée koristimo u sljede¢em obliku. Za b € R i veliki n

X, —np b—np) (b—np)
P(X,<b)=P < ~ o .
( ) ( Vv 1pq v/ 1pq \/pq

Zadatak 7.20. Ako je za svako novorodence jednako vjerojatno da bude djecak ili djevojcica,
priblizno izracunajte vjerojatnost da medu 1000 novorodencadi bude najvise 490 djevojcica.

Rjesenje.  Neka X oznacava broj rodenih djevojcica. Tada je ocito X ~ B(1000,3), pa
primjenom CGT-a slijedi da je

]P’(X§490):IP’(

X—1000- % 490—1000- 1)

\/1000-1- 1 - \/1000
~ ®(—-0.63) =1—P(0.63) =1—0.7357 = 0.2643 .

Napomenimo da je toc¢na vrijednost
P (X <490) = 0.2739864 ,

dakle pomo¢u CGT-a smo na jednostavan nacin dobili dosta dobru aproksimaciju. U suprotnom

bi trebali racunati ,
90

P (X < 490) ZIP

Napomena 7.21. Za X ~ B(n,p) i veliki n i a < b takoder vrijedi

IP(XZa)zIP(ZZ J%) =1 @(e)

3

Vnpqg — — V/nPq vV 1pq np

3

P(CL S X S b) ~ P <a—np < 7 < b—np) — @(b_”p) _ q)(a—np).

Zadatak 7.22. Na ispitu je 40 zadataka i za svaki su ponudena cetiri odgovora od kojih je samo
jedan tocan. Za to¢no zaokruzen odgovor dobije se 15 bodova, a za pogresno zaokruzen gubi se
5 bodova. Priblizno izracunajte vjerojatnost da student koji slu¢ajnim odabirom bira odgovore
ostvari barem 120 bodova dovoljnih za prolaznu ocjenu?
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Rjesenje. Neka je X broj to¢no rijesenih zadataka. Tada je X ~ B(40, i), a broj ostvarenih
bodova je

Y = 15X —5(40 — X) = 20X — 200.
Primjenom CGT-a dobivamo da je trazena vjerojatnost

P (Y > 120) = P (20X — 200 > 120)

:IP(X216)%1—<I)(
=1—®(2.19) = 1 — 0.9857 = 0.0143.

O

Zadatak 7.23. Prosjak dobije nov¢i¢ od prolaznika s vjerojatnoséu 0.05. Koliko najmanje
prolaznika treba pro¢i ulicom da bi prosjak skupio barem 150 novcica s vierojatnoséu od barem
0.957

Rjesenje.  Ako je n broj prolaznika, a X broj novci¢a koje prosjak dobije, tada je X ~
B(n,0.05). Trazimo najmanji n takav da vrijedi

P(X > 150) > 0.95.
Koristeé¢i CGT imamo

P(X > 150) = 1 — (228 ),

pa dakle mora vrijediti (uz mnozenje brojnika i nazivnika s 20)

3000—n _
G(0=n) < 1 —0.95 = 0.05.

Buduéi da je ®(—1.65) ~ 0.05, mora dakle vrijediti

3000—n

o < —1.65.
Rjesavanjem ove kvadratne nejednadzbe (u terminima +/n), dobivamo da je v/n > 58.5, odnosno
n > 3420.7. Zakljucujemo ulicom mora pro¢i barem 3421 prolaznik. U

Zadatak 7.24. Kazaliste koje prima 529 gledatelja ima 2 ulaza i pored svakog se nalazi gar-
deroba sa k vjesalica. Ako svaki posjetitelj s jednakom vjerojatnosti bira bilo koji od ulaza te
zatim ostavlja kaput u garderobi, koliki je najmanji k takav da s vjerojatnoséu od barem 0.95
bude mjesta za kapute svih 529 posjetitelja?

Rjesenje. Neka je X broj posjetitelja koji su usli na prvi ulaz, dakle X ~ B(529,1). Budu¢i

da je onda 529 — X broj posjetitelja koji su usli na drugi ulaz, mjesta ¢e biti za sve kapute ako
i samo ako je X < ki529— X <k, odnosno 529 — k < X < k.
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Dakle, trazimo najmanji k takav da je
P(529 — k< X <k)>0.95.

Koristeéi CGT dobivamo

PG29—-k<X<k)=~o k=23 & 529—k— 529
o vE ves

k—229 229 g
“t\vE) =)
Uoc¢imo, buduéi da je ukupan broj vjesalica 2k, sigurno k& mora biti barem 529/2, tj. 592/2—k < 0
pa, koristedi ®(x) =1 — &(—x) za x <0,

fo— 529

P(529—k:§X§k)z2c1>( 2)-1.

/529
4

Dakle, mora vrijediti

4

f— 529
o (=) >00975,

pa bududi da je ®(1.96) = 0.975, mora vrijediti

529

2 >1.96
529
4

odnosno k > 287.04. Zakljucujemo da svaka garderoba mora imati najmanje 288 vjesalica. [

Zadaci za vjezbu

Zadatak 7.25. Rulet ima 18 crvenih polja, 18 crnih polja i jednu nulu. Pretpostavite da u
svakoj igri igrate na crveno. Ako kuglica padne na crveno, onda dobijete 1 kn, a inace gubite 1
kn. Priblizno odredite vjerojatnost da ste nakon 1000 igara na dobitku.

Zadatak 7.26. 1920. godine su u Chicagu bila dva vlaka koja su se borila za 1000 putnika koji su
u isti sat kretali iz Chicaga u Los Angeles. Pretpostavimo da putnici s jednakom vjerojatnoséu
odabiru svaki od vlakova. Koliko minimalno sjedala mora imati svaki vlak da bi s vjerojatnoséu
0.99 bili sigurni da ¢e svaki putnik imati svoje sjedalo?
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8 Statisticki testovi

Definicija 8.1. Slucajan uzorak duljine n € N za slucajnu varijablu X je niz nezavisnih i
jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli X, X5, ..., X, koji imaju istu distribuciju kao i X.

Pretpostavimo da X predstavlja visinu slucajno odabranog muskarca u nekoj populaciji te znamo
da je X priblizno normalno distribuirana s oc¢ekivanjem (prosjeénom visinom) p = 177.8 cm i
standardnom devijacijom ¢ = 10.16 cm. Iz nekog razloga sumnjamo da se u zadnje vrijeme
prosjec¢na visina muskaraca u toj populaciji povecala i htjeli bi ”testirati” tu hipotezu. Hipotezu
koje zelimo provjeriti (u ovom sluc¢aju ”doslo je do poveéanja prosjecne visine”, tj. p > 177.8 =:
o) zvat ¢emo alternativna hipoteza i oznacavati s Hy, a pocetnu hipotezu (u ovom slucaju
"prosjecna visina je ostala ista”, tj. u = 177.8 = ) zvat ¢emo nulta hipoteza i oznacavati s
Ho.

Buduéi da ne mozemo izmjeriti sve muskarce u populaciji, izmjerimo visine npr. 50 sluc¢ajno
odabranih muskaraca. Ako te visine oznac¢imo s X1, Xo,..., X5, to je toéno uzorak duljine
50 za slucajnu varijablu X. Pretpostavimo da smo izmjerili prosje¢nu visinu od 178.5 cm, t;j.
T, = 178.5 je ishod (ili realizacija) sluc¢ajne varijable

_ 1<
Xn::E;Xi.

Budu¢i da je to vise od 177.8 cm mozda bi mogli doé¢i u napast odmah zakljuciti da je nasa
sumnja bila to¢na. Ipak, mi smo mjerili visine samo 50 slucajno odabranih muskaraca pa se
zapravo moramo pitati jesmo li jednostavno kao plod sluc¢ajnosti izabrali 50 muskaraca malo
visih od prosjeka populacije? Malo preciznije — jesmo li mogli s vjerojatnosti koja nije jako
mala dobiti da je prosje¢na visina 50 slucajno odabranih muskaraca barem 178.5 c¢m iako cijela
populacija ima prosjek 177.8 cm? U tome ¢e nam pomodéi sljede¢a napomena.

Napomena 8.2. Neka je X,..., X, sluéajan uzorak za X ~ N(u,c?) pri c¢emu su parameteri
w € R, 0 > 0 proizvoljni te neka je
— 1 —

Xn—

Tada vrijedi

7 = Vvn ~ N(0,1).

Ako nije doslo do poveéanja visine, tj. vrijedi nulta hipoteza, tada je X ~ N(177.8,10.18%) pa
je po prethodnoj napomeni

X, — 177.8
Z:=20 12 /50 ~ N(0, 1
01s VO~ O

pa vrijedi
~0.49
/_/_
X = 5-177.
P(X, >1785)=P(Z > %m)
=1—®(0.49) = 0.3121.
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Dakle, i u slucaju da je prosjecna visina populacije ostala 177.8, vjerojatnost da prosjecna visina
50 sluc¢ajno odabranih muskaraca bude barem 178.5 nije bas mala.

Ako trebamo donijeti odluku odbacujemo li nultu hipotezu ili ne, prvo se moramo odluciti za
razinu znacajnosti o € (0, 1) uz koju donosimo odluku — tipicno a = 0.05,0.025,0.01, a manji
« predstavlja veéu sigurnost. Zatim odabiremo z, € R takav da je ®(z,) = 1 — a, tj. u slucaju
da vrijedi Hy imamo Z ~ N(0,1) te dakle P(Z > z,) = 1 — ®(z,) = a — ovo nekad krace
oznacavamo S

P(Z > z4| Hy) = .

Sada, ako je z realizacija tzv. testne statistike Z i vrijedi z > z,, kazemo da na razini
znacajnosti a odbacujemo Hy u korist H;, a u suprotnom kazemo da ne odbacujemo H,
u korist Hy, tj. nemamo dovoljno dobar dokaz da odbacimo H,. U zadnjem sluc¢aju nikada ne
kazemo da prihva¢amo H!

U naSem primjeru je z = 0.49 i pretpostavimo da smo se odlucili za razinu znacajnosti od 5%,
tj. a« = 0.05 — iz tablice ¢itamo da je z, = 1.65. Bududi da je z = 0.49 < 1.65 = 2, na razini
znacajnosti od 5% ne odbacujemo Hy u korist Hy, tj. na razini znacajnosti od 5% ne mozemo
tvrditi da je doslo do povecanja prosjecne visine u populaciji.

Test koji smo opisali naziva se Z-test pa ponovimo kratko pretpostavke i korake ovog testa.

Primjer 8.3 (Z-test). Neka je X ~ N(u,0?) gdje nam je y nepoznati, a o poznati parametar,
te neka je po € R fiksan. Nadalje, neka je o € (0, 1) razina znacajnosti.

(a) Pretpostavimo da testiramo sljedece hipoteze:

Ho :pp = po

Hyop> pp.
Hy nazivamo nul-hipoteza, a H; nazivamo alternativa hipoteza. Hipoteza H; dakle
predstavlja tvrdnju koju zelimo provjeriti i bitno ju je dobro postaviti!
Neka je X7,..., X, slu¢ajan uzorak za X. Ako vrijedi Hy, onda po prethodnoj napomeni
vrijedi

X, -
Z =210 O N (0, 1),
g

Sluc¢ajnu varijablu Z nazivamo testna statistika. Definiramo kritiéno podrucje
C = [z4,0),
gdje je z, takav da je ®(z,) =1 — a, tj.

P(ZeC|Hy)=P(Z>z2|H)=1-(za) = ax.

Neka je z ishod slucajne varijable Z. Ako je z € C, tj. z > z,, onda kazemo da na razini
znacajnosti o odbacujemo Hy u korist Hy, a ako z ¢ C, tj. z < z,, onda kazemo da ne
odbacujemo H, u korist H;.
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(b) Pretpostavimo da testiramo sljedeé¢e hipoteze:

Hy:p = po
Hy:p < pp.
Sve je isto kao i u (a) dijelu samo §to je C' := (—00, —z,]. Uocimo da je
P(Z e C|Hy) =P(Z < —24|Hy) = P(—24)
=1—-®(z,) = .

Dakle, ako je z € (', odbacujemo Hy u korist H;, a u suprotnom ne odbacujemo Hy u
korist H;.

(c) Pretpostavimo da testiramo sljedece hipoteze:

Hy:p=po
Hy o p # -
Ovdje je C = (—00, —za] U [za,00). Vidimo

P(Z € C|Hy) =P (Z< —zs | Hy) +P(Z > za | Hy)
(6] (6]

“3 T

Napomena 8.4. Kriti¢na podru¢ja C' u prethodnom primjeru birali smo tako da vrijedi P (Z €
C'| Hy) = a te da, u slucaju da vrijedi Hy, s velikom vjerojatnosti Z "upada” u C, tj. da u tom
slucaju s velikom vjerojatnosti test donese ispravnu odluku i odbaci nul-hipotezu.

Zadatak 8.5. Neki proizvodac proizvodi sajle ¢ija je izdrzljivost u prosjeku jednaka 1800 kg uz
standardnu devijaciju od 100 kg. Nedavno je proizvoda¢ uveo novu tehniku proizvodnje i tvrdi
da se na taj nacin mogu dobiti sajle vec¢e izdrzljivosti. Odabran je slucajni uzorak od 50 sajli
proizvedenih novom tehnikom i izrac¢unata je prosjec¢na izdrzljivost od 1850 kg. Uz pretpostavku
da je izdrzljivost sajli normalno distribuirana sa standardnom devijacijom 100 kg, moze li se na
nivou znacajnosti od 1% zakljuciti da se novom tehnikom mogu dobiti izdrzljivije sajle?

Rjesenje. Ako je X slucajna varijabla koja predstavlja izdrzljivost novih sajli, znamo da je
X ~ N(p,100%) gdje nam je p nepoznati parametar. Zelimo testirati sljede¢e hipoteze

Hp : = 1800 (nema promjene u izdrzljivosti)

Hy :pp> 1800  (izdrzljivost se povecala),
uz razinu znacajnosti od o = 0.01. Koristimo Z-test (uz py = 1800).

Testna statistika je Z = @\/ﬁ uz o = 100 i n = 50. Kriti¢no podruéje je C' = [29.01, 00) pri
¢emu iz tablice za normalnu razdiobu odredimo zp; takav da je ®(zg01) = 1 — 0.01 = 0.99 —
dakle Z20.01 — 2.33.

Ishod od X, je T, = 1850 pa je ishod testne statistike Z jednak

T, — 1850 — 1800
2= %ﬁ = 2 T /50 = 3.536 > 2.33.

100
Dakle, z > z, pa odbacujemo H, u korist H; na nivou znacajnosti a = 0.01, tj. na nivou
znacajnosti od 1% podaci upucuju na to da su nove sajle izdrzljivije. 0
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Zadatak 8.6. Mjerenjem mase 20 istovrsnih ¢okolada dobiveni su sljedeéi rezultati u gramima:

97 99 98 96 98 101 98 95 97 99
98 96 97 98 98 100 99 97 101 98

Pretpostavimo da se mase cokolada podvrgavaju normalnoj razdiobi sa standardnom devijacijom
1.55. Ako na omotu cokolade pise da je njena masa 100 g, mozemo li na nivou znacajnosti od
5% zakljuciti da proizvodac vara?

Rjesenje. Neka slucajna varijabla X predstavlja masu slucajno odabrane ¢okoladice, dakle
X ~ N(u,1.55?) gdje je u nepoznati parametar. Zelimo testirati sljede¢e hipoteze

Ho : ju = 100
Hy < 100,
uz a = 0.05. Koristimo Z-test (uz po = 100).

Testna statistika je Z = @\/ﬁ uz n = 2010 = 1.55, a kriti¢no podrucje je C' = (—00, —z0 05
Uz z2o.05 — 1.65.

Na temelju podataka racunamo

1
fn:aﬂw+99+%+~~+un+9&:9&

Dakle,
T, — 98 — 100
=T T R0 = 5.7 < —1.65 = —z005
o 1.55
pa odbacujemo H, u korist H; na nivou znacajnosti od 5%, tj. na nivou znacajnosti od 5%
zakljuc¢ujemo da proizvodac vara. O

Primjer 8.7 (Asimptotski Z-test). Neka je

XN( 0 1)
I—p p

zap € (0,1) i neka je Xy, ..., X, uzorak za X. Uoc¢imo da je p = E [X].

Ako je o
X, —
z=—2"r
p(1—p)
imamo n
_ > i1 Xi —np

Z :
VPg

pa bududi da je Y | X; ~ B(n, p), iz centralnog grani¢nog teorema slijedi da je

P(Z>z)~1—®(x), za velike n,
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tj. kazemo da je Z ~ AN(0,1) (asimptotski normalna). Uz pomoé¢ ovog rezultata mozemo
testirati hipoteze

Hoy :p=po
Hy:p>po (ili p < poili p# po).

Za razinu znacajnosti « i veliki n gledamo testnu statistiku

Xn — Do

Y
po(1 —po)

v,
a za kriticno podrucje uzimamo C' = [z,,00) (ili C'= (—00, —z,] ili C' = (00, —22| U [22, 00))
, dakle isto kao u pravom Z-testu uz malo drugaciju testnu statistiku.

Zadatak 8.8. Proizvodac tvrdi da njegove posiljke sadrze najvise 7% defektnih proizvoda. Uzet
je slucajni uzorak od 200 proizvoda iz jedne velike posiljke i ustanovljeno je da je u njemu 9%
defektnih prozivoda. Mozete li na razini znacajnosti od a = 0.05 zakljuciti da nas proizvodac
vara?

Rjesenje. Promatramo slucajnu varijablu

0 1
XN
(1—p P)

koja oznacava je li slu¢ajno odabrani proizvod defektan (X = 1) ili ne (X = 0) pri ¢emu je
p =,,vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani proizvod defektan”. Testiramo hipoteze

Hy:p=0.07
H, :p>0.07.

jer proizvodac tvrdi da njegove posiljke sadrze najvise pg = 0.07 defektnih proizvoda.

Ovdje je n = 200, dakle uzorak je relativno velik pa testiramo asimptotskim Z-testom uz razinu
Ynpr

znacajnosti aw = 0.05. Testna statistika je Z = \/=\/ﬁ , a kriticno podrucje C' = [z 5, 00)
po(1—po)

Uz 2g.05 — 1.65.
Ishod od Z je

z = M\/zoo =1.108 < 1.65 = z,,

v/0.07-0.93

pa na razini znacajnosti @« = 0.05 ne odbacujemo H, u korist H;, tj. na razini znacajnosti
a = 0.05 ne mozemo tvrditi da nas proizvodac vara. O

Zadatak 8.9. Kocka je bacana 144 puta i palo je ukupno 32 Sestice. Mozemo li na razini
znacajnosti a = 0.05 zakljuciti

(a) da kocka nije simetri¢na, tj. da se vjerojatnost pada Sestice na kocki razlikuje od %?

(b) da je vjerojatnost pada Sestice vec¢a od %?
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C . .. . .. . 1
Rjesenje. Imamo slucajan uzorak duljine n = 144 za sluc¢ajnu varijablu X ~ < 1 Ep » )
gdje je p =, vjerojatnost da je pala 6-ica”.

(a) Testiramo

Hy:p=1/6
Hy :p#1/6.

Buduci da je n = 144, testiramo asimptotskim Z-testom. Testna statistika je

a kriticno podrucje C' = (—00, —2q/2) U [24/2,00) pri cemu je zq/2 = Z0.025 = 1.96.

Bududi da je z,, = % imamo
32 1
z=11_0,/144=1789¢ C.
1.5
66

Dakle, ne odbacujemo Hj u korist H; na razini znacajnosti a = 0.05, tj. iako je 32 vise
od "ocekivanih” 144 - % = 24 Sestice, to nije dovoljan dokaz na razini znacajnosti 0.05 da
zaklju¢imo kako je kocka nesimetri¢na.

(b) U ovom slucaju testiramo hipoteze

Hy:p=1/6
H1 p > 1/6

Koristimo istu testnu statistiku kao u prethodnom podzadatku, ali budué¢i da promatramo
drugaciju alternativnu hipotezu, kriticno podruéje za istu razinu znacajnosti o = 0.05 je
C = [24,00) = [1.65,00). Sada pak vrijedi z = 1.789 € C pa na razini znacajnosti 0.05
mozemo zakljuciti da je vjerojatnost pada Sestice na kocki ve¢a od %.

g

Napomena 8.10 (Vazno!). Kod testiranja hipoteza, na temelju onoga Sto zelimo provjeriti
najprije postavljamo hipoteze. Kasnije te hipoteze ne mijenjamo, tj. pogresno je na temelju
ishoda slucajnog uzorka mijenjati hipoteze. Na primjer, u prethodnom zadatku, nakon sto smo
vidjeli da je palo 32 Sestice, Sto je viSe od ocekivanih 24 u slucaju da je kocka simetri¢na,
primamljivo je u (a) dijelu alternativnu hipotezu promijeniti iz p # % up > %, sto bi dovelo
do odbacivanja nulte hipoteze. Ipak, ovakav nacin je pogreSan i zapravo odgovara testiranju
hipoteza Hy : p = %, Hy:p# % uz dvostruko veéu (dakle dvostruko slabiju) razinu znacajnosti.
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Zadaci za vjezbu

Zadatak 8.11. Neka kompanija koja proizvodi perece koristi stroj za pakiranje pereca u vrecice
na kojima pise da je masa 454 g. Uzet je sluc¢ajni uzorak vreéica i dobiveni su rezultati

464 450 450 456 452 433

446 446 450 447 442 438

Pretpostavimo da je distribucija mase vrecice pereca normalno distribuirana s standardnom
devijacijom o = 8.077. Mozemo li na razini znacajnosti od a = 0.05 zakljuciti da stroj ne radi
dobro? (Koristite dvostrani test.)

Zadatak 8.12. U grupi od 371 studenta, njih 45 je odabralo broj sedam kada su upitani da
izaberu bilo koji broj od jedan do dvadeset. Mozete li na temelju tih podataka, na razini
znacajnosti od a = 0.01, zakljuciti da je postotak studenata koji biraju broj sedam veci od
1/20 = 0.057?
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9 RjeSenja zadataka za vjezbu

Vjerojatnost
1.19|(a) Da (b) Ne (nadite protuprimjer npr. na Q = {1,2,3})[1.20|(a) P =0.6,P(B) =041
P(B\A)=02.(b)P(B)=1iP(ANB) =0.1.21Q={(4,B): A,B € {1,2,...,6}},0.527778

Prebrojavanje

(a) 0.20416 (b) 0.21737 (c) 0.39765 [2.16] (a) 0.1898 (b) 0.30848 0.63333 (a)
0.1147 (b) 0.21504 [2.19] 0.4 2. 20| o

Geometrijska vjerojatnost

3.14] (a) 0.12066 (b) 0 0.49 0.5268 0.4874[3.18/0.25[3.19]0.01108 (a) 0.9698
(b) 0.9397

Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost

4.15| (2) 03 (b) 0. 22222 [4.16] ¢, 5. 5 [4.17) 0.375 [4.18] 0.5 [4.19] 0.825, 0.515 0.67742
) o

(a) btc ( C+b+d (C) m, zasven > 1

Slucajne varijable

5.37‘ . 5 38 (a) 3 (b) P(X =0) = 0.8,]P’(X = 2) = 0.2 (c) 1.3333 (a) X ~ G(1.23 -
(a) 0.5926 (b) 26.6666 [5.41] E [X] = 2.333, Var[X]| = 1.555. (a)
( : 2 é 2 2 ; 2 2 110 121 12) 7,5.833 (b) 35, 29.16666
6

36 36 36 36 36 36 36 36 36

Slucajni vektori

X\ Xo| 100 10
6.8/0.42116.9| (a) Ne (b) Da|6.10| (a) 100 [2/15 4/15 (b) —0.1111 (c) 92
10 |4/15 1/3

Neprekidne slucajne varijable

7.15(a) 92 (b) 56/7.14|0.3147(7.16|(a) 0.9973 (b)0.3174. [7.17|(a) 0.1 (b) F(z) = {

(c) 0.233 (d) 10. [7.25]0.1977 [7.26] 541
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Statisticki testovi

Mozemo zakljuciti da stroj ne radi dobro na danoj razini znacajnosti jer je z = —2.6591 <
—1.96 [8.12| Na danoj razini znacajnosti mozemo zakljuciti da studenti 'malo ¢esée’ biraju broj

sedam jer je z = 6.19 > 2.33
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