VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 16. veljace 2021.

Zadatak 1.
(a) Neka su X i Y diskretne slu¢ajne varijable za koje je E (X?) < oo, E (Y?) < oco.

(al) [2 boda| Definirajte koeficijent korelacije p slu¢ajnog vektora (X,Y).

(a2) [2 boda| Pokazite da je —1 < p(X,Y) < 1.

(a3) [3 boda] Ako je p(X,Y) = —1, §to to znaci za sluc¢ajne varijable X i Y7 Pokazite i detaljno
obrazlozite.

(b) [3 boda] Na stolu su ¢etiri karte; dvije su crne (dama i as) i dvije su crvene (dama i desetka). Na
slu¢ajan nacin istovremeno okrec¢emo dvije karte. Neka sluc¢ajna varijabla X modelira broj okrenutih
crnih karata, a slu¢ajna varijabla Y broj okrenutih asova. Odredite E (XY).

Rjesenge.
(al) Neka su X i Y kao u pretpostavkama zadatka. Koeficijent korelacije slu¢ajnog vektora (X,Y)
definiramo kao:
~ Cov(X,Y)
VVar X -v/VarY

pri ¢emu je Cov (X, Y') kovarijanca sluc¢ajnog vektora (X,Y’), a Var X i VarY su varijance slu¢ajnih
varijabli X i Y, redom.

p(X,Y)

(a2) Promotrimo slucajne varijable \/V);X + \/V};rY i \/V);X - \/V};rY' Obje slucajne varijable imaju

nenegativnu varijancu, a s obzirom da je Var (aU + bV) = a*Var U + 2abCov (U, V) + b*Var V za
sluc¢ajne varijable U i V' i realne brojeve a i b, imamo:

0 < Var ( X N Y ) _ VarX N VarY N Cov (X,Y) 949 Cov (X,Y)
- WarX  VVary) VarX  VarY " VVarX - Var Var X -VarY

0§var( X Y )ZVarX+VarY_2 Cov(X,Y) _, , Cov(XY)
vVar X vVarY Var X = VarY Var X - Var Y Var X - Var Y

Iz prve nejednakosti slijedi donja granica za p(X,Y), a iz druge slijedi gornja granica.

(a3) U slucaju p(X,Y) = —1, mozemo iz prethodnog dijela vidjeti kako to znaéi da je

Var( X + Y )—
vVVar X vVarY

U tom slucaju sluc¢ajna varijabla mora biti jednaka konstanti ¢ za neki ¢ € R. (Jer

X Y
V/Var X + VVarY
ako je Var Z = 0, onda je E((Z —E Z)?) = 0, a s obzirom da je rije¢ o ofekivanju neneg. sl. var.,
onda i sama sl. var. mora biti 0 s vjerojatnoséu 1, tj. P(Z =EZ = c € R)=1.)

X n Y
=c
VVar X vVarY

VVarY
Vo _ Var X4

Var X
Dakle, tada za slu¢ajnu varijablu Y vrijedi P(Y =aX +¢)=1zaa <0,c € R.




(b) Odredimo tablicu distribucije sluc¢ajnog vektora (X,Y’). Znamo kako je R(X) = {0,1,2} i R(Y) =
{0,1}. Ra¢unamo npr.

P(X:O,Y:O):%:é
P(X =1,Y =0) = (%?) :%

P(X =2,Y =0)=0

Sli¢no odredimo i drugi stupac tablice:

X\Y |0 1]fx
0 [5 0] g

1 1 2

L 13 3|3

1 1

2 10 5] %
fols 3l

Vrijedi
E(XY) = Z roy P(X =zY =y)
z,yeER

Iz tablice i8¢ivatamo vrijednosti. Jedine nenul vrijednosti koje prezive u sumi su:

1
E(XY)=11-FX=1Y=1)+2 1. P(X=2Y =1)= 5+



VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 16. veljace 2021.

Zadatak 2.

(a)

(b)

[2 boda] Neka je (X,Y) dvodimenzionalni diskretni slu¢ajni vektor s diskretnom vjerojatnosnom

funkcijom gustoc¢e f. Definirajte uvjetnu diskretnu funkciju gustoce slucajne varijable X uz dano
Y =y.

[3 boda] Neka su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable, X Poissonova s parametrom 3, Y Poissonova
s parametrom 2 te neka je Z := X + Y. Nadite (tj. izracunajte i prepoznajte) uvjetnu distribuciju
slu¢ajne varijable X uz dano Z = 4. (Bez dokaza mozete koristiti rezultat o funkciji gustoce slu¢ajne
varijable Z.)

[3 boda| Neka je (X, Y') dvodimenzionalni diskretni slu¢ajni vektor takav da postoje E (X) i E (X]Y).
Dokazite da vrijedi
E(E(X|Y)) =E(X).

[2 boda| Simetri¢na igrac¢a kocka baca se 20 puta. Neka je X; broj koji je pao u i-tom bacanju,
1=1,2,...,20. Oznacimo sa S, = X; + --- + X,,, zbroj brojeva u prvih n bacanja, n =1,2...,20.
[zracunajte

E [810|SQO = 66]

Detaljno obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenge.

()

Neka je fy marginalna funkcija gustoce sluc¢ajne varijable Y. Uvjetna (diskretna) funkcija gustoce
sluc¢ajne varijable X uz dano Y = y definira se s

za sve y € R za koje je fy(y) >0 .

Sluc¢ajna varijabla Z ima Poissonovu distribuciju s parametrom 3 4+ 2 = 5. Trazimo fxz(i|4) =
P(X = i|Z = 4). Zbog X < Z, ta uvjetna vjerojatnosti je jednaka 0 za sve i > 4. Neka je
i€40,1,2,3,4}. Tada je

P(X =i, Z=4) PX=iY=4—14) PX=0)PY =4—1i)

P(X=ilZ=4) = PZ-4) P(Z = 4) - P(Z = 4)

B (3—;6’3> (—(i:ﬁ!ff”) ol 3\ (2\"" 4\ 3\ 2\

B 5leS S ild—i\5/) \5 i/ \5/) \b '
Dakle, uvjetna distribucija od X uz dano Z = 4 je binomna distribucija s parametrima n = 4 i
p=23/5,tj., X|Z =4~ B(4,3/5).




(c) Stavimo g(y) :=E(X|Y = y). Tada je

E(E(X]Y)) = => g fry) =D EX|Y =y)fy(y)

yeR yER
=3 vl i) =3 3w f
yeR zeR y€ER zeR
=Y D> wflwy) =Y wy flay) = fox(x) _E(X).
yER zeR zeR  yeR z€R

(d) Definiramo S5, := X171+ -+ Xg9. O¢ito vrijedi Sy9 = Sip+.57,. Nadalje, slu¢ajne varijable Sio i S5,
su jednako distribuirane, jer je svaka zbroj od 10 nezavisnih sluc¢ajnih varijabli s istom distribucijom.
Zbog simetrije je tada

E [Slo|520 = 66] =E [Sf()lSQQ = 66]

Nadalje,
E [SQO’SQ[) == 66] == 66

To je intuitivno potpuno jasno, a formalno slijedi iz Definicije 5.32:

E {520’520 = 66] = ZQJP(SQO = QZ‘SQO = 66) = 667

zeR

jer P(Sy0 = x|Sep = 66) = 0 za x # 66, te P(Sy = 66|Sy = 66) = 1. Sada iz linearnosti uvjetnog
o¢ekivanja zaklju¢ujemo

66 =E [SQQ|SQ() = 66] =E [510+Sf0|520 = 66] =E [510‘520 = 66]+E [Sf0|520 = 66] =2E [510‘520 = 66]

Slijedi da je E [S10]Sa0 = 66] = 33.



VJEROJATNOST
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Zadatak 3.

(a) [2 boda| Neka je X apsolutno neprekidna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce f. Precizno defini-
rajte pojam matematickog ocekivanja od X.

(b) [3 boda] Neka je X nenegativna apsolutno neprekidna sluc¢ajna varijabla s funkcijom gustoce f,
funkcijom distribucije F i konatnim o¢ekivanjem. DokaZite da vrijedi E[X] = [[*(1 —P(X < 2)) d.

(c) [3 boda] Neka je X apsolutno neprekidna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce

c—cx? 0<z<1,
flz) = { 0, inace.

[zracunajte konstantu c i funkciju distribucije sluc¢ajne varijable X.
(d) [2 boda] Neka je X ~ N(0,4). Nadite sve realne brojeve ¢ > 0 za koje vrijedi
P(X? < ¢) > 0.901.

Detaljno obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenge.

(a) Neka je X apsolutno neprekidna sluc¢ajna varijabla s funkcijom gustoce f. Ako je ffooo |z| f(z)dx < oo,
onda postoji matemati¢ko ocekivanje od X koje definiramo sa

E(X):= /OO v f(z)dz.

—00

(b) Za y > 0, uz primjenu parcijalne integracije, imamo

/Oy of(z)de = —x(1 — F(w))’z + /Oy(1 _ F(z))dx
——y(1 = F) + [ (1= Fla)

Medutim, . .
OSyu—Fwnzy/’f@Mms/’xﬂwm

te zadnji ¢lan u gornjoj relaciji tezi u 0 kada y tezi u oo jer fooo xf(z)dr = E (X) < co. Dakle,
)

E(X)= /OOO xf(z)dr = lim Oy:cf(az)dx = lim [ (1- F(z))dx

Yy—00 y—oo Jg

_ /Omu ~ F())de = /000(1 _P(X < ))de.



(c)

Mora vrijediti 1 = [*° f(x)dz = fol(c — cx?) dx = 2c iz fega zakljuCujemo da je ¢ = 3. Kako je

F(x) = [T f(z)dr, za 0 < o < 1 viijedi F(z) = [; 3(1 — 2?)de = 32(1 — £). Dakle, funkcija
distribucije sluc¢ajne varijable X je dana formulom

, x < 0;
x(l—%), 0<z<1;
, x> 1.

F(z) =

—ojlw O

Uocimo da je £ ~ N(0,1) i da vrijedi P(X? < ¢) = P(—% < ¥ < ¥°) = 29(¥L) — 1, gdje je

® funkcija distibucije jedini¢ne normalne razdiobe. Pronadimo prvo ¢ € R takav da je P(X? <
c) = 0.901. Tada mora vrijediti da je 2@(\/75) — 1 = 0.901, odnosno CID(‘/TE) = 0.9505, pa iz tablice
is¢itavamo da je */76 = 1.65, odnosno ¢ = 10.89. Kako za sve ¢ > 10.89 vrijedi P(X? < ¢) > P(X? <
10.89) = 0.901 zakljuCujemo da ¢e tvrdnja vrijediti za ¢ € [10.89, c0).



VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 16. veljace 2021.

Zadatak 4.

(a)

(b)

|2 boda] Neka je X diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u N U {0}. Precizno definirajte
funkciju izvodnicu vjerojatnosti slu¢ajne varijable X.

[3 boda] Neka su X ~ ( (l) z i’ i Y ~ P(5) dvije nezavisne slucajne varijable. Neka je Z
1

2 1
diskretna sluc¢ajna varijabla definirana sa Z := 2X + Y. Izra¢unajte funkciju izvodnicu vjerojatnosti
slucajne varijable Z.

[2 boda| Neka je X diskretna slu¢ajna varijabla s vrijednostima u N U {0} ¢ja je funkcija izvodnica

vjerojatnosti dana formulom Gx(s) = 22, |s| < 1. Tzracunajte E[X] i Var X.

|3 boda| U toku jednog sata na autobusni kolodvor u Zagrebu dolaze putnicki autobusi na nacin
da je broj dolazaka autobusa slucajna varijabla koja ima Poissonovu razdiobu s parametrom 15.

Autobusi koji dolaze imaju 56 putnika s vjerojatnoséu %, 45 putnika s vjerojatnoscu % i 30 putnika
s vjerojatnoséu % Izracunajte ocekivani ukupan broj putnika koji dolaze u toku jednog sata na

autobusni kolodvor u Zagrebu.

Rjesenge.

(a)

(c)

Neka je X diskretna slu¢ajna varijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P), koja poprima
vrijednosti u Zy. Stavimo p, := P(X = n), n > 0. Funkciju izvodnicu (vjerojatnosti) od X
definiramo kao

G(s) := Z Pns"
n=0

za s € R za koje Y > pu|s|™ < oo.

Funkcije izvodnice vjerojatnosti slu¢ajnih varijabli X i Y su redom Gx(s) = % + %32 + ;1153, seRi
Gy (s) = 71 s € R. Za slu¢ajnu varijablu Z vrijedi

Gy(s) = B [s5HY] = B [2X5Y] = E[(s)¥]E[s¥] = Gx ()G (5) = G 4 %34 + %6) 6D o] < 1,

pri ¢emu smo u trec¢oj jednakosti koristili nezavisnost slucajnih varijabli X i Y.

Vrijedi
, 9
GX(S) _(4 . 8)2
” 18
X(S) _(4 _ 8)3
(1) =1
&) =3

pa zakljutujemo da je E[X] =G (1) =1i Var X = G% (1) + G (1) - Gx(1)* =2 +1-12 = 2.



(d) Nekaje N ~ P(15)inekasu X,,n € Nnezavisne jednako distribuirane slu¢ajne varijable s razdiobom

X, ~ ( 516 415 ?10 ) . Tada je ukupan broj putnika koji dodu u toku jednog sata jednak sluc¢ajnoj
3 6 2
sumi S = ij:l X,. S predavanja znamo da je ES = EN - E X, pa je ocekivani broj putnika na

kolodvoru u toku jednog sata jednak ES = 15 - % =617.5.



VJEROJATNOST
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Zadatak 5.

(al)
(a2)

(b)

[2 boda| Precizno iskazite slabi zakon velikih brojeva.
[2 boda| Dokazite slabi zakon velikih brojeva.

[3 boda| Asistent Ivan treba ispraviti 50 ispita te ih ispravlja jedan za drugim. Vremena potrebna za
ispravljanje tih ispita su nezavisna i sva imaju istu distribuciju s o¢ekivanjem 15 minuta i standard-
nom devijacijom 5 minuta. Nadite pribliznu vjerojatnost da ¢e asistent ispraviti sve ispite za manje
od 12 sati ispravljanja.

[3 boda] Neka je (X,),>1 niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P).
Distribucija slucajne varijable X,, dana je tablicom

-1 0 1
Xp ~ <L 1_ L L)
2n« ne 2n«

gdje je a € (0,00). O ovisnosti o parametru «, ispitajte konvergira li niz (X, ),>1 po vjerojatnosti
i/ili gotovo sigurno.

Rjesenge.

(a)

2

Neka je (X, )nen niz nezavisnih slucajnih varijabli takvih da je E (X,,) = p i Var(X,,) = o* za svaki

n € N. Tada
Xi+---4+X, p
%

n

L.

Za n € N stavimo S, := X; + -+ + X,,. Vrijedi E(S,) = nyu i, zbog nezavisnosti, Var(S,) = no?.
Sada, primjenom CebiSevljeve nejednakosti, imamo
p S s o) < Var(S,/n) _ Var(S,) _ cr_27
n g2 n2e? ne?

sto tezi u 0 kada n teZi u oo.

Ozna¢imo sa X; vrijeme (u minutama) potrebno za ispraviti i-ti ispit. Po pretpostavci su (X;)1<i<s0
nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne varijable za koje je E (X;) = 15, 0(X;) = 5 (tj. Var(X;) =
52 = 25). Vrijeme potrebno za ispraviti sve ispite je S = Zfﬁl X;. VrijediE (S) = E(X1+ - +X50) =
50x15 = 750, Var(S) = Var(X,+---+Xs) = Var(X;)+- - -4 Var(Xs5) = 50x25, otkud o(S) = 25v/2.

Po centralnom grani¢nom teoremu sluc¢ajna varijabla
S—1750 S —E(S)
25v/2 o(S)
ima priblizno standardnu normalnu distribuciju. Zato je (12 sati je 720 minuta)
S — 750 720—750) <S—750 -30 ) (5—750 )
< — < =

Z T < _0.848528
25v/2 T 252 25v/2 T 252 252
P(N(0,1) < —0.848528) = ®(—0.848528) = 0.198072.

P(S < 720) = IP’(

Q



(¢c) Neka je € € (0,1). Tada je

1 n—oo
P(|X,| > €) =P{X, = -1} U{X, =1}) = — =F=0.
na
To znaci da za sve a > 0 vrijedi lim,, o, X,, = 0 po vjerojatnosti.

Ako niz (X,,),>1 konvergira g.s., onda zbog gore pokazanog konverira g.s. prema slucajnoj varijabli
X =0. Stavimo A, = {|X,| > 1/2}. Vrijedi

SR =Y (1)
n=1 n=1
Gornji red konvergira ako i samo ako je o > 1. U slu¢aju konvergencije je po Borel-Cantellijevoj
lemi P(limsup,,_,. A,) = 0, pa uzimanjem komplementa P(liminf, ., AS) = P(liminf, . ({X, =
0})) = 1. To znadi da je vjerojatnosti skupa svih w € € takvih da je X, (w) = 0 za sve osim kona¢no
mnogo n jednaka 1. Dakle, lim, .., X,, =0 g.s.

U slu¢ajudaje a € (0,1], red (1) divergira pa je po obratu Borel-Cantellijeve leme P(lim sup,, ., A,) =
1. Dakle, na dogadaju vjerojatnosti 1 je |X,,| > 1/2 za beskona¢no mnogo n. Dakle, niz (X,,),>; ne
konvergira g.s.



