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Poglavlje 1

Prostor test funkcija

Definicija 1.1.1. Neka je Q C R? otvoren skup. S C°(Q2) éemo oznacavati prostor svih
funkcija klase C* na § ¢iji je nosa¢ kompaktan u Q. Osim oznake C°()) nekad éemo
koristiti i oznaku D(S2).

Na prvi pogled nije uopce jasno da postoje netrivijalne funkcije s tim svojstvom. U
idué¢em zadatku ¢emo konstruirati upravo jednu takvu (za Q = R?), dok é¢emo kasnije
vidjeti kako pomoc¢u nje mozemo generirati pregrst drugih takvih funkcija.

Zadatak 1.1.2. Oznacimo s f(t) = e Y190 (t). Tada je
a) f€C*(R),
b) funkcija p: R — R definirana s

1
CelaP-1 x| < 1,
0, lz| > 1

)

p(z) = Cf(1 - |zf*) = {

pri cemu je C' = (fRd ,0)71, je klase C* te vrijedi supp p = K|[0, 1].

Rjesenje.  a) Ocito je f klase C* na R\ {0}, te je u 0 neprekidna. Preostaje provjeriti

da za sve n € N vrijedi lim_,o+ f™(¢) = 0. Ovdje indukcijom mozemo pokazati da
je n-ta derivacija oblika

f(n)(t) _ 6_1/tpn_1(t)t_2n,
pri ¢emu je p,_1 polinom stupnja n — 1. Da bi pokazali da je gornji limes jednak
nuli, dovoljno je provjeriti da vrijedi

lim e V%% = lim e~*s* = 0, k>0,
t—0+ S—00

sto vrlo lako slijedi ponovljenom primjenom L’Hopitala.

Direktno iz a) slijedi da je funkcija x — f(1 — |z|?) klase C°°, te da joj je nosac
upravo K'[0,1]. Posebno je tada i 0 < [u, f(1 — |z|*)(x)dz < oo, pa onda i p ocito
zadovoljava ista dva svojstva.



Napomena 1.1.3. Konstanta C' u prethodnoj konstrukciji je odabrana na nacin da bi

vrigedilo
/ p(x)dx = 1.
R4

Pomoéu p definiramo i tzv. poseban izgladujuéi niz (p,), formulom

pul(@) == np(nz).
Za ovaj niz tada ocito vrijedi
L. pn 20,
2. supp p, = K|[0,1/n],

3. Jga pn(x)de = 1.

Primijetimo prvo kako se test funkcije nalaze u svakom od dosad na poznatih funkcij-
skih prostora:

1. prostor neprekidnih funkcija na €, u oznaci C(£2),
2. prostor funkcija klase C™ na €2, m € N, u oznaci C™(52).
3. prostori LP(Q2), za 1 < p < 0.

Prve dvije tvrdnje, kao i slucaj p = oo u tre¢oj su ociti, dok jeza 1 < p < 0 i
peCx(Q)

VP ]| ooy < 00.

l|¢l|Lr) < |supp |

Medutim, sama cinjenica da se test funkcije nalaze u svakom od ovih prostora nam ne

znaci puno; ono Sto je daleko bitnije je ¢injenica da ¢emo pomocu test funkcija moci dobro

i aproksimirati neke funkcije iz nadprostora (pritom podrazumijevamo aproksimaciju u

odgovarajué¢oj normi nadprostora). Glavno sredstvo u aproksimaciji ¢e nam biti opera-

cija konvolucije. Prisjetimo se da za dvije funkcije f,g (definirane na R¢) definiramo
konvoluciju f i g (u oznaci f * g) s

(Feaa) = [ fgta =iy

Vise o konvoluciji, njenim svojstvima i primjenama ¢emo vidjeti kasnije u drugom poglav-
lju. S obzirom da zasad zelimo da nam barem jedna od funkcija bude iz test prostora,
napomenimo kako gornja definicija ima smisla, odnosno integral u definiciji konvergira
za s.s. x € R? ako uzmemo funkciju f € L} (R?) te g € C*(R?). Zaista, uz oznaku
K = supp g imamo

felx —y)dy= | flx—y)g(y)dy = / f@—y)g)dy < |Ifllorwa gl L)
R4 R4 K



Ocito su sve neprekidne funkcije, odnosno funkcije klasa C™ kao ranije sadrzane u Li, .(2).
Takoder, jednostavnom primjenom Holderove nejednakosti slijedi LP(Q) C L _(Q) za
1 < p < o0. Stoga je dobro definirana konvolucija C'° funkcija i funkcija iz 1.-3., za
Q = R? Aproksimacijski niz ¢emo dobiti izgladivanjem zadane funkcije u na sljedeéi

nacin:

(o) = (e pa)(o) = [

Rd

w(y)pn(z — y)dy = / u(z — z/n)p(z)dz.

K[0,1]
Vrijede sljedeéi rezultati.

Teorem 1.1.4. Neka je u € L'(Q), s kompaktnim nosacem K. Tada je u, € C>(Q) za
sve n za koje je d(K,0Q) > % Ako je u neprekidna, onda u, konvergira k u uniformno,
dok u slucaju da je u € LP(Q2), 1 < p < oo, vrijedi ||u, — u||» — 0.

Propozicija 1.1.5. Neka je 1 < p < co. Tada je C°(§2) gust u LP(S2).

Napomena 1.1.6. [z prethodnog rezultata slijedi da za 1 < p < oo uvijek moZemo aprok-
simirati funkcije iz LP(QY) test funkcijama, dok u slucaju p = oo, kao i u sluc¢aju prostora
C(Q2) isto ne vrijedi. Naime, veé za funkciju u = 1 na Q vidimo da za bilo koju ¢ € C°(2)
vrijedi max,eq |u(x) — ()| = 1, pa uniformnu aproksimaciju nije moguce postiéi. Pro-
blem je u tome sto u nema kompaktan nosac unutar 2.

Zadatak 1.1.7. Odredite 1_; 1) * nﬂ[f;,%]y n € N, te skicirajte graf te funkcije.

Rjesenje. Imamo

(0, r<1-—5,
nz+1+5), —-1-—5<z<-145,

11[_1,1]*@[_%7%]@): 1, —14+ 4 <z<1-—5,
—n(z—1-45), 1—5 <z<1+5,
0, T >1+ 5.

Osim samog postupka izgladivanja funkcije, ¢esto ¢e nam biti potrebna i tzv. funkcija
rezanja, tj. C'>° funkcija koja ce sluziti predstavljati glatku verziju karakteristicne funkcije
skupa.

Zadatak 1.1.8. Neka je K C Q) kompakt. Tada postoji ¢ € C°(Q) takva da vrijedi
1. 0<¢ <1,

2. ¥ =1 na nekoj okolini kompakta K.



Rjesenje. Oznacimo s 6 = d(K,002) > 0, te neka je n € N takav da je % < 4. Neka je
K, ={ze€Q:dzK) < %}, te neka je ¢ = 1g, * p,. Kako je d(supp 1g,,00) > +
vrijedi ¢ € C2°(Q). Ocito je 0 < < 1. Konacno, za z € {y € Q:d(y,K) < £} je

Y(z) = /K[O , Ik, (z —y/n)p(y)dy = / p(y)dy =1,

K[0,1]
paje {y € Q:d(y, K) < L} trazena okolina. |

Preostaje re¢i nesto o tipu konvergencije koji bismo htjeli imati na ovom prostoru,
odnosno topologiji. Kako smo ve¢ vidjeli, C2° funkcije su potprostori velikog broja poz-
natih funkcijskih prostora, pa bi jedan moguéi pristup bio definirati promotriti C°(2) s
nasljedenom topologijom iz odgovarajuceg nadprostora. Medutim, svaka od tih topologija
se pokazuje preslaba da bi se postigli Zeljeni rezultati. Na nacin kao sto je napravljeno
na predavanjima, moze se uvesti topoloska struktura na prostoru C2°(€2), medutim za
sve nase potrebe to je prekomplicirano i od manje vaznosti za razumijevanje i barata-
nje test funkcijama. U ovom trenutku ¢emo samo istaknuti sljede¢u definiciju nizovne
konvergencije.

Definicija 1.1.9. Za niz (p,), € C2(2) kaZemo da konvergira uw D(2) prema u €
C*(Q) i pisemo uy, L5 w ako vrijedi

1. suppu, C K, za neki fiksni kompakt K i sve n € N,
2. 0%p, —= 0%p, za sve a € N{.

Za kraj ovog dijela usporedimo konvergenciju u D({2) s ostalim konvergencijama.

Zadatak 1.1.10. Neka je (¢n)n niz u CX(Q) takav da ¢, L2y o, te oznacimo s K
kompakt u € takav da je supp p,, supp C K. PokaZite da tada vrijedi:

(a) gpnigo, zal <p<oo.

Cm
(b) ©n ey ¢, za 1 <p<ooim €Ny, pri cemu je norma na prostoru C™(K) dana s

lullemiey = D 10%ullee.

laj<m

Zadatak 1.1.11. Pokazite kontraprimjerima da niz (@), u C°(2) moZe konvergirati
prema 0 u LP normi, odnosno uniformno (zajedno s derivacijama reda mange ili jednako

m), ali da ne vrijedi ¢, 2.



Poglavlje 2
Distribucije

2.1 Uvod; primjer delta distribucije

Prije nego sto uvedemo precizno pojam distribucija, dati ¢emo kratku motivaciju za iste,
prije svega u vidu objekta koji je spomenut na kolegiju ODJ, a rijec je o tzv. Diracovoj
delta funkciji. Diracova delta funkcija je uvedena kroz nekoliko svojstava, te su ona
pretezito koristila pri postavljanju, odnosno rjesavanju linearnih obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi. No, §to je zapravo delta funkcija, i kojem matematickom okviru ona pripada?
Kao sto se moglo vidjeti u svakom od kolegija koji u nekoj mjeri obuhvac¢aju teoriju di-
ferencijalnih jednazbi, ovo podrucje matematike je prije svega nastalo kako bi se mogli
opisati, modelirati a zatim i rijesiti (ili predivdjeti) razni fizikalni procesi, odnosno za-
koni. Pri tome smo ¢esto navikli na odredena pojednostavljivanja ili idealizacije stvarne
situacije:

e [ako gotovo svi objekti u stvarnosti imaju volumen, zamisljamo ih kao tockaste
objekte u kojima su koncentrirani svi njihovi atributi, bilo da je rije¢ o masi, elek-
tricnom naboju ili potencijalu, temperaturi itd.

e Odvijanje fizikalnih procesa, a samim time i promjene koje se u njima dogadaju,
¢esto smatramo instantnima. Primjerice, ukoliko lopta miruje, te ju zatim u tre-
nutku £y udarimo nogom, trajanje prijenos koli¢ine gibanja p smatramo beskona¢no
kratkim, ne uzimajuéi u obzir ipak netrivijano vrijeme medudjelovanja noge i lopte,
kako na makroskopskoj razini, tako i na samoj subatomskoj razini, te nakon toga
lopta nastavlja imati koli¢inu gibanja p.

Stoga se javila potreba za nac¢inom na koji bismo takve aproksimacije mogli zapisati, ali
i racunati s njima na nacin koji nam fizikalna opazanja sugeriraju. Naravno, oc¢iti nacin
oznacCavanja gornjih pojava bi bio:

e Karateristicnom funkcijom tockastog objekta, 1,,(z),

e Step funkcijom 154, ().



2.1. UVOD; PRIMJER DELTA DISTRIBUCIJE 7

Obje ove funkcije imaju slican problem u vidu onoga sto zelimo postiéi: u dosadasnjoj
teoriji mjere i izmjerivih funkcija, obje ove funkcije zapravo "ne vide” sto se dogada u
kljuénom trenutku. Naime, prva funkcija je zapravo s.s. jednaka nuli, dok druga funkcija
ima s.s. derivaciju jednaku nuli, dok u ¢ = ¢ty derivacija ne postoji. Dakle, za svaki tip
racuna nam prva funkcija uopée ni ne moze ocuvati informaciju o koli¢ini koja se nalazi u
tocki xp, dok u drugom slucaju nemamo nikakvu informaciju o tome da je nekakve pro-
mjene u trenutku ¢y uopcée bilo, a kamoli kolika je. Diracova delta funkcija ¢e biti rjesenje
prvog od tih problema; objekt koji nam oznacava koncentraciju cijele mase/naboja/itd.
u jednoj jedinoj tocki, ali pritom ne narusavaju¢i neka svojstva koja posjeduju trodimen-
zionalni objekti. Drugi dio problema ¢e zapravo voditi na pitanje deriviranja funkcija
koje nisu nuzno vise derivabilne u klasicnom smislu, ¢uvajuci informacije o tome gdje se
pojavio skok, i koliki je on bio.

Iako je ve¢ sugerirano da delta funkcija nec¢e zapravo biti standardna funkcija, pogle-
dajmo kako bismo htjeli da ona izgleda kada bi to ipak bio slucaj. Posluzimo se opet
fizikalnim primjerom tijela u prostoru u tu svrhu. Radi jednostavnosti, neka je nase tijelo
kugla oko ishodista radijusa 1 (K7) mase m > 0. U slucaju da je kugla homogena, njena

funkcija gustoce je dana s p(z) = e Lk (z), gdje je | - | oznaka za volumen u R3, t;j.
vrijedi
m= [ p(z)de.
R3

Nas je cilj rec¢i nesto o slucaju koji se nalazi na drugoj krajnosti; kada tijelo nije homo-
geno ved je cijela masa koncentrirana u jednoj tocki (npr. ishodistu). Za aproksimaciju
tog efekta mozemo prvo uzeti niz gustoca koje su uniformne na vrlo maloj kugli oko
ishodista (K.), ali tako da masa tijela i dalje ostane m. Drugim rije¢ima, oznac¢imo s

pe(x) = ih 1k.(z). Tada ponovno imamo

m= [ p:(z)dz.
R3

Za aproksimacijske funkcije p. vrijedi

400, =0,
) :=limp.(x) = 2.1
pof) = liny . (x) {07 o (21)

Kako je za svaki ¢ > 0 vrijedilo [ p. = m, te uzevsi u obzir fizikalnu interpretaciju
("masa = integriranje gustoce po volumenu”), htjeli bismo da vrijedi i

/R ola)dz=m. (2.2)

Naravno, iz teorije mjere i integrala znamo da ne postoji izmjeriva funkcija koja zado-
voljava i (2.1) i (2.2). Stoga vidimo da promatranje jakog limesa prethodnog niza funkcija
nema smisla. Umjesto toga, promotrit ¢emo slabi limes toga niza. Drugim rijecima, smi-
sao nasoj "funkciji” pg, koju éemo sada oznaciti s § (za normaliziran slucaj m = 1)
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¢emo dati tek kada ju "testiramo” na dovoljno dobrim funkcijama. Preciznije, Diracovu
delta distribuciju ¢emo definirati kao linearan funkcional na prostoru testnih funkcija,
C>®(R%), na sljede¢i nacin

(a)

(0,0) :==lim [ pe(z)p(r)dr = lim = /K o(x)dz = ¢(0).

e=0 Jpa e—0 |K€|

Nekad se za djelovanje (0, ) na test funkciju ¢, u skladu s uvodnom pric¢om, koristi
i neprecizna oznaka

4 d(a)p(a)dr,

Gornja definicija, odnosno racun, ima smisla i za funkcije ¢ koje su samo neprekidne
u nuli.

Primijetimo da nam ovakav objekt daje upravo ono $to nismo mogli posti¢i s obi¢nim
funkcijama; informaciju o mjeri nekog atributa u jednoj jedinoj tocki.

Ukoliko uvrstimo ¢ = 1, tada bismo dobili upravo

/Rd d(z)dr = 1.

Delta distribucija nam da je informaciju o tome $to se dogada u ishodistu. Ukoliko
7elimo isto napraviti za neki drugi a € R?, tada bismo promotrili ” funkciju” 6(z—a),
odnosno preciznije distribuciju definiranu kao slabi limes funkcija x — p.(x — a) =
|715|le($ — a). Koriste¢i ponovno oznaku kao u (a) imamo za sve a € R?

[ sta= a1y = sa)

Sto bismo mogli zapisati i kao 6 x f = f. Dakle, 6 mozemo smatrati kao neutralni
element za operaciju konvolucije.

Osim pitanja mjerenja vrijednosti koncentrirani u jednoj tocki, tu je i drugo pitanje
koje nam je od velike vaznosti; pitanje mozemo li derivirati funkcije koje nisu nuzno
derivabilne, odnosno mozemo li sli¢no kao i gore dati smisao takvoj operaciji. Kao §to smo
spomenuli na samom pocetku, fizikalni procesi koje opisujemo jednadzbama ne moraju
nuzno biti glatki (mozemo zamisliti kretanje tijela koje je samo po dijelovima glatko,
ili primjerice vrsenje mjerenja koje ima skokove), te nam je cilj i za takve probleme dati
pojam "rjeSenja”. U nastavku ¢emo vidjeti na koji se nacin takva operacija dobiva, a zasad
se mozemo osvrnuti natrag na primjer koji smo naveli, a to je step-funkcija. Oznacimo s

0, x<0.

Hiz) - {1, x>0,
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Vrijedi H'(x) = 0 za  # 0 dok u nuli derivacija ne postoji. Medutim, htjeli bismo
ipak na neki nac¢in pri deriviranju dobiti informaciju i kakav se pomak dogodio u tocki
gubitka glatkoce. Primijenit ¢emo isti pristup kao i u slucaju definiranja delta funkcije,
a to je zamjena pitanjem jakog limesa slabim. Time dolazimo do iduéeg kandidata za H’
kao distribucije:

(H', @) = lim /R Hz) = hH(x — h)go(x)dx = lim = o(x)dr = ¢(0) = (0, ¥).

h—0 h—0h J,

Primijetimo da nam H’ u ovom smislu zaista daje informaciju koju Zelimo; pojava ¢
u derivaciji sugerira upravo da se u nuli dogodio skok visine 1, dok je van toga derivacija
”jednaka nuli”.

2.2 Osnovni primjeri

Definicija 2.2.1. Neka je Q C R otvoren. Za linearan funkcional T : C(Q)) — C
kazZemo da je distribucija ako

(VK € K@)EC > 0m eN) ¢ € CR(@) = [(T.0)] < Cmax|0¢l 1.

SD'(Q2) éemo oznacavati skup svih distribucija na 2. Ukoliko m moZemo izabrati neovisno
o kompaktu K, kaZemo da je distribucija T’ reda mange ili jednako m. Najmanji takav
m zovemo redom distribucije. Ukoliko takav ne postoji, kaZemo da je distribucija
beskonacnog reda.

Propozicija 2.2.2. Za linearan funkcional T : C°(2) — C ekvivalentno je:
a) T je distribucija,
b) T je nizovno neprekidan, tj. (T, vn) — (T, @), kad god ¢, 2 ©.
(c) T je nizovno neprekidan u nuli, tj. (T, @) — 0 kad god ¢ Zo.

Primjer 2.2.3. Za funkciju f € L}, (Q) definiramo funkcional na C>°(Q) s

loc

(Ty, ) 3=/Qf($)cp(x)da:.

Linearnost ovog preslikavanja je ocita. Za proizvoljan K € K(Q) i ¢ € C(Q) takvu da
je supp ¢ € K imamo

(T}, ¢)] = ] / f@’ < Wl ol e

te vidimo da je s Ty dobro definirana jedna distribucija reda 0.
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Definicija 2.2.4. Za distribuciju T € D'(QQ) éemo reéi da je regularna ako postoji
f € LL.(Q) takva da je T = Ty.

loc

1

e S PTipadnom distri-

Napomena 2.2.5. Od sad nadalje poistovjecujemo funkciju f € L
bucijom Ty, te umgesto (T, @) pisemo (f, ).

Napomena 2.2.6. Osnovna lema varijacijskog racuna nam osigurava da je ulaganje
L} .(Q) — D'(Q) injektivno.

loc

Primjer 2.2.7. (Diracova delta funkcija) Za x € Q definiramo (6., ) := @(x). Zbog
{0z, )| = |p(x)] < ||@|lL= je 0. € D', za sve x € §Q, te je ocito 0, distribucija reda 0.
Pokazimo da 6, nije reqularna distribucija:

Dokaz. Uzmimo, jednostavnosti radi, da je z = 01 Q = R?%. Pretpostavimo da postoji
f € Li, . (R?) takva da je

» f@)e(x)dz = (6o, 9) = 0(0), ¢ € CZ(R?).

Neka je p € C°(R?) standardni izgladiva¢. Tada bi imali

0< 0] =| [ ot

LTDK
< [ t@letnyds <l [ (el 22
K[0,7] K[0,7]

Sto je oCito nemoguce. O

Napomena 2.2.8. Prethodni primjer nam pokazuje kako ulaganje L, .(Q) < D' () nije
surjektivno.

Zadatak 2.2.9. Jesu li sljedeéi funkcionali distribucije?

a) (T, ) = [(0)],
b) (T,p) =a, ac€C,

¢) (T, @) = [palz|*0(x)dx, o €cR.

Rjesenje. Funkcionali iz a) i b) nisu linearni, pa ne mogu biti distribucije.

Provjerimo za koje je a € R funkcija z ~ |z|* u L} (R?). Dovoljno je provjeriti kada
je |x|* integrabilna na nekoj kugli oko 0 (dalje od 0 je rije¢ o neprekidnoj funkeiji).
Rac¢unamo

1
dwglnr| , o= —d,
1 0
/ |x|“dx :/ / redo(y)dr =
K10,1] 0o Jsor) et |1
dwa’—5 R a # —d,
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odakle vidimo da se funkcija nalazi u L{.(R?) ako i samo ako je o > —d.

Pokazimo za kraj da u slucaju a < —d zaista pripadni integral ne konvergira. Neka je
Y € CX(RY) takva da je 0 < ¢ < 1,9 =1 na K|[0,1]. Tada je

— «a d &y —
@) = [ lvee 2 [ felvde = oo

odakle slijedi da T nije uopc¢e dobro definirano, pa samim time ni distribucija. |

Primjer 2.2.10. Glavna vrijednost % (p.v. %)) Promotrimo linearno preslikavanje
na CX(R) definirano s
pla)

lz|>e T

(T, ) := lim

e—0

xX.

Tvrdimo da je T distribucija reda 1.

Dokaz. Za pocetak, pokazimo da je T dobro definirano preslikavanje, tj. da gornji limes
postoji. Neka je ¢ € C°(R) te neka je K = supp¢. Za ¢ > 0 imamo

[y [Ty, (e, e,
o[> ¥ —0 T e Z e x

Prema teoremu srednje vrijednosti, za svaki = € (0,00) postoji £ € (—x,z) takav da je
o(x) — p(—x) = 22¢'(€), iz cega zakljucujemo da je za svaki x € (0, 00)
}w(x) -

P~ PE)| < ol < 2w,

odakle zakljucujemo da su funkcije %‘M - 1{jz|>} ogranicene (uniformno po €) s
2/|¢ It - Ixu—k) € L'(R), pa primjenom LTDK-a dobivamo

de

lz|>e T

lim M(n — lim

e—0 c €x e—0

postoji, odnosno da je T' zaista dobro definirano preslikavanje. Iz gornje ograde takoder
slijedi da je ono reda manje ili jednako 1.

Preostaje pokazati da T nije reda 0. Da bismo to pokazali konstruirat ¢emo niz
funkcija ¢iji ée nosac biti sve blizi nuli, kako bi odgovarajuéi integrali divergirali (zelimo
nekako iskoristiti ¢injenicu da % nije integrabilno blizu 0). U tu svrhu promotrimo niz
(pn) € C2(R) koji zadovoljava sljedece:

e 0<p, <1, neN,
e p,=1na[r 1], neN,

e v, =0na[5,2]° neN
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Ocito je ||¢on||lre = 1 za sve n € N. S druge strane,

d
<T; @n) = lim SOn(gj)dﬂc = / (pn(x)dx > / ax =Inn — 0.
[5:2] t1 %

e—0 ‘.Z’|>8 xr X

Dakle, s jedne strane je niz ||¢,||L~ ogranic¢en s 1, dok s druge strane niz (7', ¢,,) divergira,
pa oc¢ito ne mozemo dobiti ogradu za djelovanje T' samo pomocu vrijednosti funkcija
(nultih derivacija) kao u definiciji. O

Ovu distribuciju ¢emo ubuduce oznacavati s p.v.% (glavna vrijednost pridruzena funk-
ciji *).

2.3 Operacije na distribucijama

Htjeli bismo na distribucijama definirati neke osnovne operacije, prije svega deriviranje,
mnozenje funkcijom te translatiranje. Kao motivaciju za definicije koje slijede, pogle-
dajmo sto se dogada u slucaju da je distribucija regularna.

Primjer 2.3.1. 1. Pretpostavimo da je f € C*(R). Tada je za p € C(R)

- /Rf’(w)so(m)dw - /R f@)¢ (x)dr = —(f,¢').

2. Pretpostavimo da je f € L, (R) te v € C*(R). Posebno je onda i f € L
Tada je za ¢ € CX(R)

(R).

loc

(W f. ) = / (1) (@)p(x)dz = / @) (W) (@)dz = (f, ).

3. Pretpostavimo da je f € L} .(R), te a € R. Ocito je onda i 7,f € L, (R). Tada je
2 p € C(R)

(Tof,¥) /fa:—a da:'—/f o(x 4+ a)dr = (f, T_.p).

Prethodni primjer nam namece prirodne definicije navedenih operacija.

Propozicija 2.3.2. 1. (deriviranje distribucija) Za T € D'(Q) i a € N linearan
funkcional 0T na C(QY) definiran s

(0°T, @) := (=1)(T,0%), € CZ(Q)

je distribucija. Stovise, ako je T distribucija reda mange ili jednako m, tada je 0°T
distribucija reda manje ili jednako m + |o|.
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2. (mnoZenje distribucija C* funkcijom) Za T € D'(Q2) i € C®(Q) linearan
funkcional YT na C(Q) definiran s

(WT, ) = (T.¢p), »e€CZ(Q)
je distribucija.

3. (translacija distribucija) Za T € D'(RY) i a € R? linearan funkcional 7,T na
C>(R?) definiran s

(rT, ) = (T, 7ap), ¢ € CE(RY)
je distribucija.
Zadatak 2.3.3. Odredite f u smislu distribucija, gdje je f: R — R, f(x) = |z|.
Rjesenje. Racunamo po definiciji za n = 1:

(') = =(f,¢)
= — [ |zl¢'(x)dz

Dakle, f" = sgn. Za n = 2 imamo:

(f",0) = =(f', ) = =(sen, ) = 1 @ (@)dx — [ ' (x)dz = 2p(0) = (200, ).
Za n > 3 onda direktno slijedi ™ = 25(§n_2). |

Lema 2.3.4. Neka je u € CY(R \ {a}), te pretpostavimo da u tocki a ima prekid prve
vrste. Tada vrijedi:

u' = {u} + e, h=ulat) —u(a—),

gdje je {u} funkcija koja je jednaka v’ uw onim tockama gdje u' postoji i naziva se reqularni
dio deriwacije u smislu distribucija funkcije u.
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Dokaz.

o0

[ e — ua)ota)

+ [ @ - uw)ota)

—00

= /OO {u}(z)p(x)dr + [u(a+) — u(a—)]p(a).

O

Napomena 2.3.5. Gornji rezultat se na jednostavan macin mozZe poopciti na funkcije
klase C' osim u konacéno mnogo tocaka s prekidom prve vrste.

Zadatak 2.3.6. Odredite distribucijsku derivaciju funkcije

x, z <0
flz) =< sinz, 0<z<m
22, x>
Rjesenge.
fr={f}+ 0= 0)d + (7 = 0)dx = {f} + 70,
gdje je
1, <0
{fHz)=1Qcosz, O<zx<m
2z, T > T.

Zadatak 2.3.7. a) Pokazite: 1,0, = darp, a,b € R.

b) PokaZite da je s T := >.0° _ Ona, a > 0 dobro definirana jedna distribucija s

n=—oo

periodom a (tj., T, T =T ).

¢) PokaZite da je s (T,p) == >.°0 o™ (n) dobro definirana jedna distribucija te joj
odredite red.
Rjesenje.  a) (Taby, ©) = (0, T-atp) = (T-ap) (b) = (b — (=a)) = (da+b; #)-

b) Neka je K proizvoljan kompakt u R. Tada postoji N € N takav da je K C
[—Na, Na]. Uzmimo ¢ € C2°(R) takvu da je supp ¢ C K. Tada imamo ocjenu

N

(T, 0)| < ) le(na)| < (2N + Dlle]| ).

n=—N
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Dakle, T" je dobro definirano, linearno, te je iz gornjeg distribucija reda 0. Takoder,
uz oznake kao prije,

(1T, ) = (T, T_atp) Z o(n(a+1)) Z o(na) = (T, ¢).

-1 n=—N

Neka je K proizvoljan kompakt u R. Tada postoji N € N takav da je K C [-N, N].
Uzmimo ¢ € C*(R) takvu da je supp ¢ C K. Tada imamo ocjenu

N
<Dl m) < (N + 1)maX||90 M.
n=0

Dakle, T je dobro definirano, linearno, te iz gornjeg dlStl"lbllClJ& Pokazimo da je
beskonacnog reda. Za to nam je dovoljno pokazati da je 5( distribucija reda n.
Naime, lagano je za vidjeti da translacija distribucije ne mijenja njen red, pa uzi-
manjem ¢ € C°(R) takve da je supp ¢ = [n — %, n + 3] gornja distribucija se svodi

upravo na Tné((]n)

Jasno je da je (5(()n) distribucija reda manje ili jednako n. Da bi pokazali da nije

reda manjeg od n konstruirat ¢éemo familiju funkcija ¢, takvih da (5™, p.) tezi u

beskonacnost brze nego rilax||g0(k)|\ L., kako ¢ tezi k nuli (slicno kao i u primjeru
<n

1.1.11., zelimo pokazati da ne mozemo ograniciti djelovanje distribucije pomocu
derivacija nizeg reda). Neka je ¢ € C° takva da je ™ (0) =1 te suppp = [—1,1]
(primjer jedne takve funkcije bi bila 2™9(z), gdje je ¥ € C*(R) takva da je 9(0) =
+). Za e > 0 definiramo
x
@6@) = SD(E)

Uocimo kako je tada gpén)(O) =& " isuppp. = [—¢,¢]. Dodatno, za x € supp ¢. i
k < n vrijedi ocjena

6%, 0| = ™Mo (D) < e HlpWl o

Kada bi 6 bila reda manjeg od n, recimo m, tada bi postojao C' > 0 takav da je
za sve € > 0

n

e = [0, po)| < Comax]lpl|1... < = max] ¢,

odnosno
g™ < Cmax| |||, .
k<m

Pustanjem ¢ — 0, zbog toga Sto je m < n, lijeva strana tezi prema beskonacno, dok
je desna strana konstantna, Sto nas navodi na kontradikciju.
|
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Zadatak 2.3.8. Za funkciju g € C°(RY) pokazite da je gd, = g(a)d,.

Rjesenge.
(90a; 0) = (da, 99) = (9¢0)(a) = gla)p(a) = (g(a)da, ©).
|
Zadatak 2.3.9. Pokazite da vryjedi x -p.v.% =1.
Rjesenje. Za ¢ € C*°(R) imamo
1 1 , () /
- pU.— = (p.v.— =1 dr = dx = (1, p).
{@-pv.—,p) = (pv.—,2p) = lim ez @ Rw(rﬂ) z=(1,¢)
|

Zadatak 2.3.10. Pokazite da je funkcija f(z) = In|z| € L},.(R) te odredite njenu distri-
bucijsku derivaciju.

Rjesenje. Zbog parnosti funkcije f, dovoljno je pokazati da je fol In xdxr < oo. Ra¢unamo:

1
/ In zdx BL rzlnzx

1 1
—/ dr = —clne—-14+¢—0

£

zbog lim._,gelne = 0. Dakle, In|z| € L} .(R). Odredimo jos (In|-])’. Neka je ¢ € C°(R).
Imamo

(I I'.¢) = —(ln|-|,) = / In |z]/ (2)dz

= —lim In |z|¢'(z)dx

€20 Jiz|>e
— _lii% [/: In(—z)¢'(x)dx + /:O lnxgo’(x)da:}
2L llg(l) [/gv|>€ @dm + (¢(e) — p(—¢)) lng}

1 .
= (p.v.—, ¢) + lim(p(g) — p(—¢)) Ine.
x e—0
Kao i ranije, koristeci teorem srednje vrijednosti, imamo ocjenu
|(p(e) — p(—¢)) Ine| < 2e|Inel||¢]| =,

odakle uzimanjem limesa ¢ — 0 konacno dobivamo

1
In|-|"=puv.—.
T
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2.4 Konvergencija distribucija

Na prostoru distribucija gledamo slabo-* topologiju. Posebno, za niz distribucija (T5,),
re¢i ¢emo da konvergira k T ako:

(Vo € C2() (T, 0) — (T’ ).
U tom slucaju pisemo T, oL

Primjer 2.4.1. Neka je u, niz u C(Q) te u € C(Q) takva da u, — u. Tada u, LAY

Dokaz. Uzmimo ¢ € C°(€2). Imamo

[, ) — (1, )| = ‘/un dx—/u(x)go(a:)dx’
< [ fuale) = u@)llple)lda

< [supp | - [|ol|zo - [|tn — u| Lo (supp ) — 0.
0

Primjer 2.4.2. Neka SU Uy @ U funkmje iz LP(Q), p € [1,00|, za sve n € N, te pretposta-

vimo da vrijedi u, L . Tada Uy, —> .

Dokaz. Uzmimo ¢ € C°(€2). Imamo

|, ) — (1, 0)| = ’/un dw—/u(m)go(x)dx‘
/\un — u(@) () lda

S~ ulluol el — 0.

]

Iz prethodnih primjera vidimo kako konvergencija u veéini poznatih prostora (prostori
C* k € Ny, odnosno LP,p € [1,0c]) povlaéi konvergenciju u prostoru distribucija (dru-
gim rijecima, konvergencija u D’ je slabija od navedenih). Sada é¢emo pokazati da je ta
konvergencija strogo slabija.

Primjer 2.4.3. Definiramo niz funkcija u,(z) := sin(nx). Kako je rije¢ o nizu neprekid-
nih funkcija, on je posebno sadrzan u L}, (R). Prema tome, u, definira niz distribucija.

Pokazimo da vrijedi u, N 0, ali da ista konvergencija ne vrijedi u nijednom od navedenih
prostora.
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Dokaz. Za ¢ € C*(R) imamo

{1y, ) = /]R sin(nz)p(z)dz 2 /R Cos(0) 1y 2K .

n

S druge strane, za p € [1,00), funkcije u, se uopée ne nalaze u LP(R), pa je jasno da ne
mogu ni konvergirati k 0 u tom prostoru. U sluc¢aju p = oo i C(R) ne konvergiraju k 0
zbog ||un||p~ = 1 za sve n € N. O

Zadatak 2.4.4. Dokazite da vrijedi p, — 0g.
Rjesenge.

[(Pn> ) — (B0, |—‘/pn x)dz — (0)‘

\ [ mptare = [ e
< [1n.@lleta) - ¢(0)ids

Napomena 2.4.5. Deriviranje distribucija je (nizovno) neprekidno preslikavanje na D'.

Zaista, ako je (T,) niz distribucija te T takva da vrijedi T, z, T, tada za sve a € N4
mamo:

(0°T,,, ) = (=1)NT,, 0%0) — (=1)N T, 0%p) = (9°T, ).
Zadatak 2.4.6. Odredite limes u prostoru D'(R) niza fo(z) = 1z
Rjesenje. Primijetimo prvo kako je f, = ¢/, gdje je g,(z) = arctgnz. Odredimo stoga
lim, g, u D’. Neka je K kompakt u R te ¢ € C2(R). Za niz g, imamo

® g, —> 5sgnss. u K,
* [g.| <3 € LY(K),
pa primjenom LTDK-a slijedi

lim({gn, ¢) = lim / gntp = / = sgn)p Sgn ©).

Konaéno, zbog neprekidnosti deriviranja u D', imamo

lim f,, = lim g/, = (limg,) = g(sgn)’ = mdy.
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2.5 Nosac distribucije, jednadzbe u D’

Definicija 2.5.1. KaZemo da je distribucija T € D'(R?) nula na otvorenom skupu 2 C
R? ako vrijedi
(Vo € CZ(RY)) suppp C Q= (T,p) =0.

Nosaé distribucije T tada definiramo kao komplement najveceg otvorenog skupa na
kojem je T nula.

Zadatak 2.5.2. Ako je T' € D'(R) nula na otvorenim skupovima € i Qo, pokaZite da je
T nula na 7 U Q.

Rjesenje. Uzmimo proizvoljnu ¢ € C°(€2; U Qy), te oznacimo s K = supp ¢. Koristedi
particiju jedinice, nalazimo funkcije v, € C°(£21) te 1y € C°(§2s) takve da je ¢ +1py =1
na K. Stoga je

(T, ) = (T, (1 + P2)p) = (T o) + (T, 1hap) = 0,

jer je supp(v19) € 1, te supp(tap) C Q. .

Lema 2.5.3. Ako ¢ € C*(R) zadovoljava ¢(0) = 0, tada postoji funkcija 1 € C*(R)
takva da je p(x) = z(x) za sve x € R.

Dokaz. Za fiksni x € R definiramo 9(t) := ¢(tz). Posebno je ¥(1) = ¢(x) i ¥(0) = 0.
Tada je

o(x) =9(1) —9(0) = / V' (t)dt = /o z' (tz)dt = ZE/O o' (tx)dt.

0
Stavljanjem ¢ (x) := fol ¢ (tz)dt dobivamo trazenu tvrdnju. O

Napomena 2.5.4. U slucaju da ¢(0) # 0, primjenjujemo prethodnu lemu na funkciju
v — p(0)0, gdje je 9 € CX(R) takva da je ¥(0) = 1. U tom slucaju dobivamo postojanje
funkcije » € C*(R) takve da je

p(r) = p(0)0(z) + 2¢(z), =R

Izracunat éemo ovdje i vrijednost ¥(0) (kasnije ¢e se pokazati potreba za tim izrazom):

u slucaju @(0) # 0.
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Teorem 2.5.5. T' € D'(R) zadovoljava T" = 0 ako i samo ako je T konstanta, tj.

(T, ) =C / o(@)dz, e CP(R).

Pomocu ovih rezultata ¢emo pokazati na nekoliko primjera kako se rjesavaju jednadzbe
uD'(R).

Zadatak 2.5.6. U D'(R) rijesite jednadzbu
2T = 0.

Rjesenje. Neka je ¢ € C°(R) proizvoljna. Na nacin koji je prikazan u napomeni 1.4.4.,
dolazimo do funkcije ¢ € C*°(R) takve da vrijedi

p(x) = p(0)0(z) + 2¢(x).
Djelovanjem 7' na ¢ dobivamo
(T.0) = (T, (000 + ) "2 ()T, 0) + (T,x9) " (0T, ) + (T, ).
Uvrstavanjem x7" = 0 dobivamo kona¢no
(T, 0) = (T, 9)0(0),

iz Cega citamo
T = (T,9)0g = Cdy,

gdje je C konstanta koja ne ovisi o ¢. Dakle, da bi T € D'(R) zadovoljavala 2T = 0
nuzno je da je T oblika kao gore. Pokazimo da je to i dovoljan uvjet. Neka je ¢ € C2°(R),
te pretpostavimo da je T' = Cdy, za neku konstantu C. Imamo

(2T, ¢) = (T, zp) = C{do, xp) = C - (0- ¢(0)) = 0.

Promatrimo sada jednadzbe oblika
fT=U [feC®R),UeDR).

Jednadzbu iz prethodnog zadatka mozemo nazvati homogenom (desna strana je distribu-
cija pridruzena konstantnoj funkciji 0). U opéenitom sluc¢aju mozemo postupiti na slican
nacin kao i u ODJ-u: prvo rijeSimo homogenu jednadzbu

Ty =0,
a zatim pronademo jedno partikularno rjesenje T’p,
fTp=U.

Konacan skup rjesenja gornje jednadzbe je tada dan s T'= Ty + Tp.
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Zadatak 2.5.7. U D'(R) rijesite jednadzbu
' = 60.
Rjesenje. Postupamo na isti nacin kao u proslom zadatku:

(T, ) = p(O)(T, 9) + (b0, ¥)
= @(0)(T, 9) + ¥(0)
= p(0)(T,7) + ¢'(0) — (0)9'(0)
= ((T,9) = 9'(0))¢(0) + ¢'(0)
=C-p(0) +¢'(0)
= (Cdo — 56= ©)-

Dakle, nuzan uvjet na T je da je to distribucija oblika
T = Céy — 0y,
gdje je C' neka konstanta. Provjerimo da je to i dovoljan uvjet, tj. da je za svaku konstantu
C distribucija gornjeg oblika rjesenje jednadzbe xT = dy:
(x(Cdo — &), ) = (Cdo — &, xp)
= 0+ (do, (z)")
= <(50,§0> + <50,.7/'QO/>
=¢(0) +0
= <507 90>

Alternativno, s obzirom da iz prethodnog zadatka ve¢ znamo rjesenje homogene jed-
nadzbe, mogli smo samo pogoditi jedno partikularno rjesenje. Jedan nacin na koji mozemo
do¢i do partikularnog rjesenja je sljede¢i: znamo da vrijedi

1’50 = O,
pa nakon deriviranja dobijemo
$(56 + (50 = O,
odnosno

Zadatak 2.5.8. U D'(R) rijesite jednadzbu
T = 1.

Rjesenje. Rjesenje homogene jednadzbe smo veé odredili, to je Ty = C'dy. Prema zadatku
1.2.11., jedno partikularno rjesenje je p.v.%. Dakle, skup svih rjesenja gornje jednadzbe
je dan s

T = Cdy —l—p.vé, C eC.
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Napomena 2.5.9. Prije sljedeceq zadatka, promotrimo sljedecu situaciju: neka je f €
C*(R) takva da je i % € C*(R), te pretpostavimo da T zadovoljava jednadzbu fT = U,
gdje je U € D'(R). Tada vrijedi sljedece:

1 1 1 1

(T, ) =T, (f7)p) = (fT, ). = (U, 5 >=<f

7 7 yid U, ),

odnosno, zakljucujemo da je
1
T=-U.
S
Drugim rijecima, jednadzbe v D'(R) moZemo "mnoZiti” C*° funkcijama koje nisu nigdje
0 (polinomi bez realnih nultocaka ce biti cesti primger).

Zadatak 2.5.10. U D'(R) rijesite jednadzbu
(1+2*)(1—2*)T =0.

Rjesenje. Koriste¢i napomenu prije zadatka, jednadzbu mnozimo s ﬁ € C*(R), te
dolazimo do ekvivalentnog problema

(1—2*)T =0.
Oznac¢imo s V := (1 — z)T. Gornju jednadzbu tada mozemo zapisati kao
(14+x)V =0.
Rjesavamo sada ovaj problem.
1+2)V=0 <«
T 1(2)V =0 <
T 1(x(nV)) =0 «<—
.1’(7'1V) =0.
Prema zadatku 1.4.5.; slijedi da je
T1V == 01(50, Cl € C,
odnosno
V= 7'71<Cl(50> = 01(5,1, Cl S C.
Preostaje rijesiti jednadzbu
(1—2)T=V.
Imamo
(1-2)T=V —
(x—1)T=-V
T1 (l’)T = -V <—
n(z(t47T)) = -V <=
o(r4T) = -7,V —=
.’L'(T_lT) = 015_2.
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Ponovno, zbog zadatka 1.4.5., znamo da su sva homogena rjesenja posljednje jednadzbe

dana s
71T = Cady,
odnosno
TH = T1(02(50) == 02(51.
Preostaje pogoditi jedno partikularno rjesenje. S obzirom da je supp(Cid_s) = {—2},
vidimo da mora biti i supp(z(7-17p)) = {—2}, pa onda i supp(7_;Tp) = {—2}, odnosno
supp Tp = {—1}. Rezultat s predavanja nam tada kaze da Tp mora biti linearna kombi-

nacija derivacija Diracovih delta funkcija u 2. Vidimo da ve¢ za Tp = —%(5,1 dobivamo
trazeno partikularno rjeSenje, pa su sva rjesenja pocetne jednadzbe dana s
Cy

T=Ty+Tp=Cy — 75—1 = C30_1 + Cyd1, (C5,C3€C.

Zadatak 2.5.11. U D'(R) rijesite jednadzbu
T” - 50.

Rjesenje. Kako je supp dp = {0}, to mora biti i supp7” = {0}. Posebno, 7" je nula na
otvorenim skupovima (—o00,0) i (0, 00), $to zbog teorema 1.4.5. povlaci da je

T - Ci, mna (—o0,0)
| C,, na (0,00)

Zapravo, T" je obi¢na funkcija (i to po dijelovima konstantna). S obzirom da se sada radi
o obi¢noj funkciji, lako zakljucujemo da je onda

Cll’ + Dl, z <0
T(x) =
Coxr+ Dy, x>0
Nadalje, kako je T" = §y, po lemi 1.2.6. zaklju¢ujemo da je
T'(0+) — T'(0—) =1,

odnosno

Cy=0C + 1.

Konaéno, zbog toga $to se u distribucijskoj derivaciji ne pojavljuje dy (u protivnom bi u
T" imali ¢lan s d;), zaklju¢ujemo da 7" mora biti neprekidna funkcija, Sto nas navodi na

Dy = Ds.

Dakle, sva rjesenja gornje jednadzbe su dana s

T(x) = Cx+ D, <0 CDeER
- |(C+1Dz+D, >0 ‘
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Zadatak 2.5.12. U D'(R) rijesite sljedece jednadzbe:

a) 21" =0,
b) CL’ZT:50,
c) T = 0y.

Napomena 2.5.13. Jednadzba T' = U, U € D'(R) ima rjesenje u D'(R) i dano je s
T=F+C,
gdjge je C proizvoljna konstanta, a F € D'(R) takva da vrijedi
F' =U.

Dakle, dovoljno je naci jedno rjesenje gornje jednadzbe, ostala se tada razlikuju do na
konstantu. Kao 1 u slucaju realnih funkcija, to je posljedica teorema 1.4.5.

Napomena 2.5.14. Prethodni zadatak smo mogli rijesiti © pomocu Napomene. Znamo
da je jedno rjesenje jednadzbe
U =&

Heavysideova funkcija H. Ukoliko imamo T" = 0y, tada slijedi
T =H+C, C eR.
Ponowvno, jednostavno vidimo da je jedno rjesenje ove distribucijske jednadzbe dano (funk-
cijom)
T(z) = {C’x, <0

(C+ 1)z, >0

Dakle, © na ovaj nacin, dodavanjem svih mogucih konstanti D € R, dolazimo do istog
oblika rjesenja kao i ranige.



Poglavlje 3

Fourierova analiza

U poglavlju koje slijedi ¢e domena funkcija koje promatramo uvijek biti cijeli prostor R?
(eventualno ¢ée se napomenuti o kojoj se dimenziji radi, ako je to potrebno), stoga ¢emo
koristiti kraci zapis za odgovarajuée funkcijske prostore (LP umjesto LP(R?), C>° umjesto
C>(RY) i sli¢no).

3.1 Fourierova transformacija

Za f € L' definiramo Fourierovu transformaciju funkcije f s
FIE) =€) = [ fla)e " du.
R

Zbog toga §to je f € L! gornji integral ima smisla, te vrijedi ocjena

1 Flloo < 1I£1]1,

pa zapravo imamo da je preslikavanje F : L' — L* ogranicen linearan operator norme
manje ili jednake 1 (kasnije ¢emo pokazati na primjeru da se gornja jednakost postize,
stovise, da operator F ima fiksnu tocku).

Vrijedi i nesto vise: kao jednostavna posljedica teorema o dominiranoj konvergencije
slijedi da je Fourierova transformacija L' funkcije neprekidna funkcija, i jos dodatno, da
je to neprekidna funkcija koja trne u beskonacénosti, odnosno element prostora Cj.
Preciznije, Cy je prostor svih neprekidnih funkcija f koje zadovoljavaju sljedeéi uvjet:

(Ve >0)3M >0) |z|>M=|f(x)] <e.

Ove rezultate rezimiramo u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.1.1 (Riemann-Lebesgueova lema). Preslikavanje F je ogranicen linearan
operator s L' u Cjy.

25
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Primjer 3.1.2. Odredimo Fourierovu transformaciju elementarne funkcije, f(x) = Ligy(x).

/ ]]_ @ b] —27rz§xdx
R

b
— / —27Tz§acdl,

b
—2mi€x

- 2m§ omie”

—2mika

a

—2mi&b

(& — €

2mié

Gornja formula naizgled nema smisla za & = 0, medutim, znamo da je za L' funkcije
njena Fourierova transformacija neprekidna funkcija pa je gorngi izraz smislen i za £ =0
na limesu, gdje se dobije da je f(O) = b — a, sto bi se dobilo © da se na pocetku uvrstilo
¢ =0 u integralu.

Napomena 3.1.3. Primijetimo kako vec za ogranicenu funkciju s kompaktnim nosacem,
kao sto je [ iz prethodnog zadatka, Fourierova transformacija nece vise imati kompaktan

nosac. Stovise, f ne mora biti ni integrabilna. Zaista, stavimo a = 1 b= 1 da bi dobili
A sin ¢
Sada je
/°° sin w€ _z/oo sin ¢ de
—0o0 7T§ ™ Jo 5
sin €

_2Z°° /”
Trn:l n—1
21 [T

>2\ "2 in7é|d

> Wzn:jln/n_lwma ¢

00
4 1
— —
™ nzln

= 00,

odnosno f ¢ L',

Sada ¢emo navesti nekoliko osnovnih svojstava Fourierove transformacije.
Propozicija 3.1.4. Pretpostavimo da su f,g € L'. Tada vrijedi:

a) (1,f) (&) = eV f(€) imy(f) = (7 )

b) Ako je z°f € L' za |a] < k, onda je f e C* i vrijed

o = [(~2miz)” ]
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c) Ako je f € C*, 0°f € L' za |a| <k i 0°f € Cy za sve |a| < k— 1, onda je
(0°1) (&) = (2mi€)* F(€).

d) (f(ax))(€) = Zaf(%), aeR

e) [fg=[f3

Pokazimo sada kako izgleda Fourierova transformacija jedne bitne klase funkcija, tzv.
Gaussijana.

Zadatak 3.1.5. Stavimo f(x) = e~ gdje je a > 0. Tada je f(f) = (E)
Rjesenje. Pokazimo prvo tvrdnju za d =11 a = 1. Kako je
f(z) = —2ze ",

koriste¢i propoziciju 3.1.4.b), ¢) dobivamo

~

(F)(€) = (=2mize™") (&) = mi(f') (&) = wi(2mi€) f(€) = —2m°¢f (€).

Rjesavanjem ove diferencijalne jednadzbe dobivamo da je
f(&)=Ce ¢,

za neku konstantu C'. Preostaje jos odrediti tu konstantu, sto ¢inimo uvrstavanjem £ = 0,
te koristenjem poznatog identiteta

/ e dr = /7.
R

U slucaju opéenitog a > 0 koristimo propoziciju 2.1.4 d):

Kona¢no, za visedimenzionalni slu¢aj koristimo Fubinijev teorem te €injenicu da je |z|? =
d 2.
> iz |zl ™:

d

H/e 2m£]x]d$
R

=1
d 1 52

to

o

d
2¢

- <§>
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Stavljanjem a = 7 u funkciji iz prethodne propozicije dolazimo do primjera funkcije za
koju vrijedi f = f. Posebno, to pokazuje da je Fourierova transformacija zaista operator
norme 1.

Zadatak 3.1.6. Odredite Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = ealel?, gdje jea € C
takav da je Re(a) > 0.

Rjesenje. Na skupu 2 = {a € C: Re(a) > 0} promatramo funkciju
a — / el L g m2mile gy
R

Ta je funkcija holomorfna na tom skupu. Kako iz prethodnog zadatka znamo da je za
a € (0,00) C Q ova funkcija jednaka
d
(ﬂ') 2 e
— e a ,
a

Sto je takoder holomorfna funkcija na skupu €2, to te dvije funkcije moraju biti jednake i
na c¢itavom (2, pa je Fourierova transformacija funkcije f dana s

fe) = (f)' -

d
T2 _dargla) _rlg?
€ 2 € a

a

Zadatak 3.1.7. Pretpostavimo da je f € L' (ne)parna funkcija. Tada je i f takoder
(ne)parna.

Rjesenje. Pretpostavimo da je f neparna funkcija (drugi slucaj ide analogno). Tada
imamo

f(=6) = g f@)e ™ 0 dy = 5 f=y)e 2™ édy = — 5 fy)e 2w sdy = —f(€).

Zadatak 3.1.8. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = m;ﬂ, gdje je
a > 0.

Rjesenje. Kako je f € L', njenu Fourierovu transformaciju racunamo po definiciji:

~ 6—27”51' o0 e—27ri§x
Uy /R a? + 2 /OO (x 4 ia)(x — ia)
Promatramo prvo slucaj ¢ < 0 kako bi mogli primijeniti Jordanovu lemu na podintegralnu

funkciju (prisjetite se tehnike ra¢unanja integrala realne funkcije iz kompleksne analize).
Tako dobivamo

; g2tz o—2mitz .
f(£>:27TZ-I‘eS(W Za) :27'('7/ hm <(z—za) ) :_627Ta£.

22’ z—via a? + 22 a
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Kako je f parna funkcija, za odredivanje vrijednosti f (&) za €& > 0 koristimo pretohdni
zadatak. Tako dobivamo da je za £ > 0

J©) = f(=g) = Ze7m.

a

Konac¢no, mozemo zapisati

fley =T, cem

Zadatak 3.1.9. Neka je a € C takav da je Re(a) > 0. Izracunajte Fourierovu transfor-
maciju sljedecih funkcija:

0) fi(z) = e H(z),
b) falx) = e H(—x),
¢) fs(x) = e~ H(x),
d) fulw) = e H(~x),
¢) f5(x) = e o,
f) folw) = sgn(x)e -k,
gdje je H Heavisideova funkcija.
Rjesenje.  a)
1 o 1

e (2mil+a)x

_ OO —2mifx —aw fr dr = * —(27ri§+a)xd e =
f1(6) /_ e € (x)dz /0 € “ 2mié + a o 2mié+a’

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je

lim e~ ®m€+a)z — Jim ¢
r—r00 r—r00

—(2mi&+ilm (a))ace—Re (a)z _ O,

zbog toga §to je prvi faktor uvijek modula 1, dok drugi zbog Re (a) > 0 tezi k 0.

b) Primijetimo kako je fo = fl, pa je stoga

a—2mig’

¢) Primijetimo kako f3; mozemo zapisati pomocu f; kao

follr) = (~2min)*fu(a) 1 (~2mi)

Sada mozemo lakse primijeniti propoziciju 3.1.4 b):

~

e = (om0 =

(a + 2mi&)k+1
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d) Sli¢no kao ranije, primijetimo kako je fi = (—1)*f3, pa je

Fie) = (<1 (=) = e

e) Primijetimo kako je f5 = f1 + fa s.s. Stoga je

A A A 2
F€) = WO+ 1O = 5 e
f) Primijetimo kako je fs = fi — fo, pa je onda
A B 4mi€
f6(§) = Tt dner

3.2 Inverzna Fourierova transformacija

Sliéno kao ranije, za f € L' definiramo preslikavanje
f&) = [ [flx)eda.
R4

Analogno kao i u slucaju Fourierove transformacije, vidimo da je ovo preslikavanje ogranicen
linearan operator s L' u Cy. Sljedeci rezultat nam daje vezu izmedu preslikavanja f +— f

if—f.

Teorem 3.2.1. Pretpostavimo da je | € L' takva da je i njena Fourierova transformacija
f € L*. Tada postoji neprekidna funkcija fo takva da vrijedi:

a) f=foss,

b) (f) =) = fo.

Posebno, za neprekidnu funkciju f koja zadovoljava uvjete teorema 2.2.1. vrijedi

~

fa) = f(z) = f(—2), zeR"
Navedimo jo$ jednu jednostavnu posljedicu prethodnog teorema.
Korolar 3.2.2. Ako je f € L' takva da je f =0, tada je i f =0 s.s.

Napomena 3.2.3. Prethodni korolar nam takoder govori kako je Fourierova transforma-
cija injektivan operator.

Primjer 3.2.4. Sada cemo vidjeti kako moZemo prethodne rezultate primijeniti na funk-
cije 1z zadatka 3.1.9.
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a) Funkcija fi ne zadovoljava uvjete teorema; naime, njena Fourierova transformacija
Fi(&) = L nije u L', jer je za |¢] > 14

a+2mi€ 2
S O ¢ L'
a + 2mi& la| + 27|€| — 2m|¢|

Stoga zasad nemamo nacin kako bismo izracunali njenu inverznu Fourierovu tran-
sformaciju i sto bt ona uopce trebala biti.

b) Isti zakljucak kao u a).

¢) Funkcija f3(€) = W je u L' za sve k € N, pa mozemo primijeniti teorem.:

~

fs(@) = fo(=2) = (=1)* fu(x).
d) Isto kao i u b) dolazimo do
fila) = (=) fy(a).
e) Fourierova transformacija funkcije fs je u L', pa primjenom teorema dobivamo
fola) = f(=x) = fo(a).
f) Fourierova transformacija funkcije f¢ se ne nalazi u L'; slicno kao u a), za |€] > %
je

—4mi€
a? + 4mw2¢2?

47T|§| 1 1
> L.
Z P+ arlep = e

Stoga mi za fg ne moZemo u ovom trenutku izracunati inverznu Fourierovu transfor-
maciju.

3.3 Schwartzov prostor

Ve¢ smo vidjeli kako je za proucavanje svojstava Fourierove transformacije L' nezahvalan
prostor; cesto su potrebne dodatne tehnicke pretpostavke kako bi se odredeni rezultati
mogli dokazati. Takoder, slika prostora L' pri tom preslikavanju je, kako smo vidjeli,
(strogi) potprostor prostora Cjy, a funkcije koje dobijemo u slici ne moraju vise uopée biti
integrabilne (odnosno, gube svojstva koja su imala njihovi originali). Takoder, htjeli bismo
dati smisao i Fourierovoj transformaciji nekih objekata koji nisu nuzno u L'; primjerice
preostali LP prostori, a u konacnici ¢emo rec¢i i Sto bi bila Fourierova transformacija
(temperirane) distribucije. Stoga u ovom trenutku uvodimo novi prostor funkcija na
kojem ¢emo imati daleko bolja, i lakse dostizna svojstva, a zatim ¢emo definiciju prosiriti
gdje je to moguce koristeci standardne tehnike funkcionalne analize.
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Definicija 3.3.1. Za funkciyju f € C* definiramo sljedeée dvije familije polunormi:

[1£]

= , ke Np.
1Al = a1 7llss &€ No

ap = |20 fll1=, o, B €N,

Prostor svih C* funkcija f takvih da je || f||x < oo za sve k € Ny zovemo Schwartzov
prostor te oznacavamo s S.

Drugim rije¢ima, S je prostor svih C* funkcija ¢ija svaka derivacija u beskona¢nosti
trne brze od svakog polinoma. Primjere takvih funkcija nije tesko naci; primjerice, sve
funkcije oblika z%e 1 o € N¢ se nalaze u S. Takoder, o¢ito je da vrijedi i C> C S.

Sada ¢emo navesti nekoliko rezultata o Schwartzovom prostoru.

Propozicija 3.3.2. Schwartzov prostor S uz topologiju definiranu (prebrojivom) famili-
jom polunormi {|| - ||x }ren, je Fréchetov prostor.

Prostor S je metrizabilan, sto posebno zna¢i da su nizovi dovoljni za opis svih to-
poloskih svojstava S (posebno, pitanja konvergencije i neprekidnosti nekakvih preslikava-
nja). Podsjetimo jos kako izgleda konvergencija u S:

Niz (f,)n u S konvergira k f € S ako

(VE € No) ||fu— flle =0,

odnosno

(Vo, B € NG || fu = fllag — 0.

Zadatak 3.3.3. Neka je (pn)n niz u C2° takav da konvergira prema ¢ u topologiji prostora
Ce. Tada taj niz konvergira prema ¢ i u S.

Propozicija 3.3.4. C2*° je gusto u S.

Napomena 3.3.5. Ouvdje je zgodno spomenuti i kako izgleda standardna aproksimacija
funkcije iz S test funkcijama. Neka je f € S, te neka je ¥ € C° takva da je p(0) = 1.
Tada vrijed:

: S
o) -5,
n
Propozicija 3.3.6. Neka je f € S. Tada vrijedi sljedece:
a) (Va € Nd) 0%f € S, te je deriviranje neprekidno preslikavanje na S,
b) (Vi € O) vf €8, te je to mnozenje neprekidno preslikavanje na S,

c) fellpell,oo]. Zap € [1,00) imamo i vise: kako vrijedi C° C S C LP te kako
otprije znamo da je C° gusto u LP, to je onda 1 S gusto u LP, za gornje p-ove.

Sljede¢e navodimo jednu korisnu karakterizaciju prostora S.

Propozicija 3.3.7. Neka je f € C™. Tada je ekvivalentno:
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0) [|2°0° |1 < o0 za sve a, B € N,

b) ||0°(x*f)||pe < o0 za sve a, 3 € N,

¢) |[(1+ |2|)NOPf||L= < 0o za sve N € Ny, 3 € N&,
d) (1422207 f|| 1 < 00 za sve N € Ny, 3 € NE.

Dokaz. Ekvivalencija a) i b) slijedi jednostavno iz ¢injenice da je svaki od 9%(z*f) li-

nearna kombinacija izraza oblika 279° f i obrnuto (Leibnizovo pravilo). Pokazimo sada

ekvivalenciju a) i ¢). Ocito za svaki x vrijedi |2°] < |z|l*l < (1 + |2|)!*!, pa imamo da c)

povlagi a). S druge strane, 2?21 |2;|" je strogo pozitivno za sve x na jedini¢noj sferi, pa

taj izraz poprima svoj pozitivni minimum M tamo. Tada za proizvoljni z, s obzirom da
T

je 3y na jedinicnoj sferi (0 je trivijalan slucaj) vrijedi

d
> N = MY,
j=1
pa imamo
R 2N
(14 fe)Y < 2V(1 4 |2 Y) < 2N(1 v |x§-v|) <37 2 I
j=1 IBI<N

sto daje i drugu implikaciju.
Konacno, ekvivalencija familije polunormi u d) s preostalima slijedi lagano iz

laf

|
2] < et < (1 + o)

odnosno
N
2

(1+z»)z < (1 + |2 <C max |27

|a<2N

[]

U prethodnoj propozicji smo zapravo pokazali da su familije polunormi iz nase de-
finicije ekvivalentne familiji polunormi iz c), odnosno d) dijela propozicije; podsje¢amo,
za dvije familije polunormi (py)aeca i (gg)sep na vektorskom prostoru V' kazemo da su
ekvivalentne ako vrijedi:

m

(Vo€ A)(3B1,....Bn € B,C >0) pa(z) <CY qa(z), z€V,
i=1

(V6 € B)(ag,...,am €A, C>0) gzz) < C’an(x), x eV,
i=1

Posebno, one generiraju i istu topologiju na prostoru S, te ¢emo mi ponekad radi prakticnosti
koristiti i te norme, uz oznaku || - ||y s-
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Takoder, mozemo definirati i familiju normi analognu onoj iz definicije 2.3.1: za f € S
ik € Ny stavimo

11k i= e {1 F]ln.s

Ove norme ponovno generiraju istu topologiju na S.

Kao sto smo veé¢ najavili, Schwartzov prostor ¢e nam biti pogodan zbog dobrog
ponasanja Fourierove transformacije na njemu. Preciznije, imamo iduéi rezultat.

Teorem 3.3.8. Fourierova transformacija je izomorfizam prostora S na samog sebe.

3.4 Fourierova transformacija na >

Teorem 3.4.1 (Plancherel). Fourierova transformacija definirana integralom na S C L'
se na jedinstven nacin moZe prosiriti s S do unitarnog operatora na L?* i vrijedi Parseva-
lova formula

(f.9)=1(f9), fgel”
Zadatak 3.4.2. Izracunajte ffooo (Si%)?dx,

Rjesenje. Primijetimo prvo da je % € L?; na [—1,1] je funkcija ogranicena zbog nepre-
kidnosti i ¢injenice da je lim,,o *>* = 1, dok zbog ’S“””| < ﬁ je kvadratno integrabilna

na [—1,1]°. Primjenom Plancherelovog teorema slijedi

00 . 2 [e§) 3 2 e
[ [ e [ o

3.5 Temperirane distribucije

Definicija 3.5.1. Za neprekidan linearan funkcional T : S — F kaZemo da je temperi-
rana distribuciga. Drugim rijecima, T je temperirana distribucija ako postoje konstanta
C >01keNy takvi da vrijeds

(Tl < Cllglle, v €S

Ekvivalentno, T je temperirana distribucija ako postoje oy, ...y, B1,...,0Bm © C >0
takvi da vrijedi

(T, ) <C Y Nollas: @ €S
=1

Prostor svih temperiranih distribucija oznacavamo s S'.
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Primjer 3.5.2. Svaka temperirana distribucija T moZe se na prirodan nacin shvatiti kao
element prostora D'. Promatramo restrikciju tog funkcionala na prostor test funkcija,

T|c.0o- Neka je (on)n niz u C takav da @, 3 . Tada taj niz konvergira prema ¢ 1 u
S (zad. 2.3.3.) pa zbog toga sto je T € S’ niz (T, v,) konvergira prema (T, ).

Stovise, zbog gustoce test funkcija u prostoru S, preslikavanje T — T lcee je injektivno, pa
stoga imamo Zeljeno ulaganje 8" — D’.

Razumno se nakon ovoga pitati moZe li se svaka distribucija (element D') prosiriti
do temperirane distribucije (elementa S’). Odgovor je ne. Promotrimo primgjer funkcije
f(z) = e**. Ovo je dobro definiran element D'. S druge strane, f ¢ S' (dovoljno je vidjeti
da je (f, e_%””2> = o0). Pretpostavimo da se f moze prosiriti do neprekidnog funkcionala
na S (uz istu oznaku). Neka je ¥ € D takva da je 0 <9 <1 te v =1 na [—1,1]. Tada

imamo 9(-/n)e" 2% S 6737 sto dalje povlaci
(f, e’%xQ) = 1im<f,19(~/n)e’%m2) > lim/ 2"’ dz > lim 2n = oo.

Dakle, takvo prosirenje je nemoguce.

Zadatak 3.5.3. Pokazite da je svaka distribucija s kompaktnim nosacem ujedno i tem-
perirana.

Primjer 3.5.4. Vrijedi L? — S§', za p € [1,00]. Zaista, neka je p € [1,00] i f € LP. Za

svaku ¢ € S imamo

(i)l < /If(fﬁ)sf)(x)ldx < Ifllzllellze < @)1 fllzolloll2a-

Takoder, iz osnovne leme varijacijskog racuna vidimo da je ta identifikacija zapravo injek-
tivna. Posebno, kako je & C M2, LP, na slican nacin zakljucujemo i da je S uloZen u
S’

Primjer 3.5.5. Neka suT € S’ iy € O. Tada je i vT € S', gdje je YT definirano s
(T, ) = (T, ¢yp).
Primjer 3.5.6. dy € §’. Naime, (0o, ©)| = |¢(0)] < |]¢]lo-

Primjer 3.5.7. Pretpostavimo da je T € S'. Tada je i 2*0°T € 8’ za sve a, 3 € Ni.
Zaista, za svaki ¢ € S imamo

(@°0°T, ) = (=1)*HO°T, 2%p) = (=1)°T, 9" («"p)).
Propozicija 3.3.6. sad daje tvrdnju.

Primjer 3.5.8. Pokazimo da je In|z| € S'(R). Kao posljedicu toga éemo imati i da je
(In|z|) = pv.s € §'. Neka je (¢,) € S. Ocjenjujemo

| In ||

nfel. )| < [ Infelllo@lds = [ ATl + la (@)
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1
1+\ I) jeu L.

Funkcija x — (1 + |z|)30, je ponovno u S. S druge strane, funkcija x — el ?
Da bi ovo vidjeli, primijetimo kako na segmentu (0, 1] imamo

za koju smo veé pokazali da je tamo integrabilna, dok na [1,00) imamo

Inx B Inz 1
(1+2)3 1+x (14+z)?

pa kako je prva funkcija ogranicena, a druga integrabilna, slijedi tvrdnja o integrabilnosti

funkcije (1+\| ||)|3 na R. Sada moZemo iskoristiti Holderovu nejednakost da zakljucimo
In|z|
In |z, <||—= nlls.0-
el ) < || | ol

Napomena 3.5.9. Na prostoru 8’ takoder promatramo slabo-* konvergenciju nizova: niz
(T)n u 8" konvergira kT € S ako vrijedi

(T, ) = (T,p), ¢€S.

Definicija 3.5.10. Za T € 8’ definiramo njenu Fourierovu transformaciju T kao tempe-
riranu distribuciju koja djeluje na sljedeci nacin:

<T7 50> = <T7 @)7 p€eS.

Napomena 3.5.11. Vriedi formula inverzije: T =T. Dakle, Fourierova transformacija
je linearna bijekcija sa 8’ u samog sebe.

Napomena 3.5.12. Fourierova transformacija je nizovno neprekidno preslikavanje na
S'. Zaista, neka je (T,), niz u S' te T € S takav da vrijedi T, = T. Tada za svaki
p €S imamo

(T, ) = (T, @) = (T,0) = (T, ).

Napomena 3.5.13. Prisjetimo se kako za distribuciju T kaZemo da je parna ako vrijedi
T = T, odnosno neparna ako vrijedi T = —T. Formula inverzije nam govori kako je
Fourierova transformacija (ne)parne distribucije ponovno (ne)parna.

Primjer 3.5.14. Sada ima smisla promatrati f za funkcije iz zadatka 3.1.9., odnosno
primjera 3.2.4.

a) Funkcija fl(g) = a+2lm.£ je u L, pa ju ima smisla promatrati kao objekt u S'.
Koristeci formulu inverzije dobivamo

fi(@) = fi(2) = folw).
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b) S obzirom da je fo = fl, to je fz = fi.

f) Funkcija f6(§) = —% je u L, pa ima smisla promatrati njenu Fourierovu

transformaciju. Ponovno formulom inverzije dolazimo do

~
~

fola) = —sgn(x)e

—alz|
Primjer 3.5.15. Odredimo 6. Za v €8 imamo
(o 0) = (00, 8) = $00) = [ (o) = (1)

Dakle, 5 = 1. Koristeci propoziciju 2.1.4. a)ib) dolazimo 1 do

odnosno

Posebno, formulom inverzije vidimo da vrijedi

- |
k 5(’6)'
T om0

Napomena 3.5.16. Primijetimo kako prethodni primjer zapravo daje sljedece: za parne
k je 5(()k) parna distribucija, dok je za neparne rije¢ o neparnoj distribuciji. Imamo 1 vise:
kao u slucaju funkcija, derivacija parne distribucije je neparna (i obratno). Pretpostavimo
da je T parna, tj. T =T. Tada je

— —_—

(1), ) = (T",0) = =(T,(p)') = =T, =(¢)) = (T, ¢) = (T, ¢) = (=T, ).

Analogno pokazujemo i slu¢aj neparne distribucije.

—

Zadatak 3.5.17. Odredite p.v.%.

Rjesenje. Oznacimo s T' = p.v.%. Za ¢ € § imamo sljededi niz jednakosti

(00, ©)
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Dakle, vrijedi )
T/ = —27'('@60.

Rjesenje ove jednadzbe su funkcije oblika

~

T(&) = —2miH(E) + C,

gdje je H Heavisideova funkcija, a C' proizvoljna konstanta. Medutim, nase rjesenje mora
biti jedinstveno, stoga moramo nekako odrediti tu konstantu. To ¢emo uciniti koristeci
ve¢ spomenuto svojstvo Fourierove transformacije: slika neparne distribucije je ponovno
neparna. Dakle, T mora biti neparna funkcija, sto nam daje da mora biti C' = 7, odnosno

—

pv1(€) = —im san(c).

Primjer 3.5.18. Primjenom formule inverzije na prethodni zadatak dobivamo

_ 1 1

sgn = —p.v.—.
T

Sada ¢emo pokazati na ve¢ poznatom primjeru kako mozemo racunati Fourierovu
transformaciju koriste¢i do sad izvedene rezultate.

Zadatak 3.5.19. [zracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = a> 0.

1
a? +CE2 )

Rjesenje. Funkciju f zapiSimo na sljede¢i nacin:

1 1 1 1
f<x)_a2+x2 _ﬁ(m—ia_x—kia)’

0= 5| (2 ) © - (555) )|

Sada racunamo Fourierove transformacije pribrojnika u zagradi:
O =i g ) (€)= 2mie S H(—)
T —ia a+ 2mi(5=) '

( 1 >A<§>:_i(;)A(5):2m€2““5H(£)-

T +1a a+ 2mi(=5-)

pa je

Uvrstavanjem dobivenih transformacija na kraju dobivamo

fe) = Zere
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Zadatak 3.5.20. Koriste¢i kompleksne trigonometrijske identitete pokaZite:
a) (cos(ax)) (&) = %((5% + (5_%), a €R,
b) (sin(ax))"(§) = 2%(5% - 5_%), a € R.

Zadatak 3.5.21. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = e~ialel® g ¢
R\ {0}.

Rjesenje. Neka je (ay), niz kompleksnih brojeva takvih da je Re(a,) > 0 za sve n te da
vrijedi a,, — ta. Za ¢ € S, zbog teorema o dominiranoj konvergenciji vrijedi

/e_“"|x2gp(x)das7H—o>o /e‘i“|xg0(x)dx,

_'”2‘5‘2 n—o00 in2¢|?

e p(E)dE — [ e e p(§)ds.
Oznacimo s f,(z) = e~le® Tz prvog reda ¢itamo da vrijedi f, CA f, pa zbog nizovne
neprekidnosti Fourierove transformacije mora biti i f = lim,, f,. Prema zadatku 2.1.6.
vrijedi

1
~ T 2 .d-arg(an) _Tr2|f\2
fn(g) = | — 67' 2 [ an
Qn
Iz drugog reda i ¢injenice da
d d
T |2 .dargan) T2 .drsgn(a)
— | € 2 —| e 2
(07% a
konacno dobivamo .
N T 2 . dmsgn(a) i72\5|2
(€) = || e
a

3.6 Konvolucije i Fourierova transformacija

Za f, g izmjerive funkcije definiramo konvoluciju kao

q*muwsz@—wmw@

za one x za koje gornji integral konvergira. Postoji nekoliko uvjeta na funkcije f i g pod
kojim gornji integral konvergira za skoro svaki x. Navest ¢emo jedan od najpoznatijih.

Propozicija 3.6.1 (Youngova nejednakost). Neka su p,q € [1,00|. Pretpostavimo da
sufelPigelLl Tadaje fxg € L", gdje je r takav da vrijedi %—F% =1+ %, te vrijeds
ocjena

[1Lf gl < VI flplgllg-
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Dobro svojstvo konvolucije dviju funkcija je, okvirno govoredi, ¢injenica da je rezultat
onoliko gladak koliko je glatka "bolja” od funkcija.

Propozicija 3.6.2. Neka su f € L', te ¢ € C*. Pretpostavimo dodatno da je 9%g
ogranicena funkcija za sve || < k. Tada je f* g € C* i vrijedi

0 (fxg)=f*(0%), ol <k

Lako je za vidjeti da je konvolucija dvije funkcije iz L' ponovno u L! (izmedu ostalog,
mozemo to vidjeti i u Youngovoj nejednakosti za p = ¢ = r = 1). Kako je S C L,
konvolucija dvije funkcije iz S je dobro definiran element u L. Postavlja se pitanje vrijedi
li i viSe, odnosno, je li konvolucija dvije Schwartzove funkcije ponovno Schwartzova.

Propozicija 3.6.3. Neka su f,g € S. Tada jei fxg € S.
Dokaz. Za N € Ny i 8 € N§ imamo

(+1a)0 (S g)@) < [ (o) 102~ pllg(w)ldy
< [ to = o) 102 G = )L+ ol 9wl

dy
< Wllxslglivsanno | i

Kako je posljednji integral konacan, slijedi tvrdnja. O
Sada ¢emo se posvetiti vezi konvolucije funkcija i Fourierove transformacije.
Propozicija 3.6.4. Neka su f,g € L'. Tada je m =f-q.
Zadatak 3.6.5. Neka su f,g € L?. Tada je
(f9y=f+g.

Rjesenje. Kako su f,g € L?, to je fg € L', pa lijeva strana ima smisla i moze se racunati
integralom. Za x € RY oznacimo s h(y) := g(x — y) = 7.9(y) € L?. Tada je

0= [ 1w "= [ fene = [ Foaeems = (o)),

Zadatak 3.6.6. Odredite Fourierovu transformaciju funkcije

1—|$|, |l‘|§1
T =
i@ {O, |x| > 1.
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Rjesengje. Primijetimo prvo kako je f(x) = L1y ]l[_%é](w). Primjenom prethodne

propozicije dobivamo )
FO =y yrier = (1))

11
22 7]'5

Zadatak 3.6.7. Odredite Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = m
Rjesenje. Primijetimo prvo kako je zbog zadatka 3.5.19.

1
1+ a2

fa) = (1) = (re ) @)

Sada koriste¢i prethodnu propoziciju imamo
fla) = m?(e > x e 728 (2),
pa primjenom Fourierove transformacije dobivamo
F&) = w(e w7l = 21+ 2>

Za kraj se bavimo pitanjem konvolucije u slucaju da jednu od funkcija zamijenimo
distribucijom.

Propozicija 3.6.8. Za T € D' i ¢ € C® definiramo njihovu konvoluciju T x ¢ kao

distribuciju

(T'x1h, o) = (T, x ).
Tada vrijed:

a) Tx1p € C, te je dana formulom (T x)(z) = (T, 721)),
b) ONT x 1) = (0°T) x ¢ =T * (0*Y),
c) T(T x ) = (1.17) % p =T % (1,2).

Propozicija 3.6.9. Za T € S" i f € S definiramo njihovu konvoluciju T * f kao tempe-
riranu distribuciju

(T'x f,0) = (T, [+ ).
Tada vrijedi

a) T f €O, te je dana formulom (T * f)(z) = (T, Tgch>,
b) 0T = [) = (0°T) * f =T = (0°f),

c) (T f)=(1,T)x f=Tx(1.f),
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d) T+ f=Tf.
Napomena 3.6.10. Primijetimo kako zbog T x f € O wvrijedi i T x f € §', pa zaista

ima smisla promatrati T x f. PokaZimo usput tvrdnju d) prethodne prepozicije. Neka je
peS. Imamo

(T f,0) = (T f,0) = (T, fx @) = (T, [ x§) = (T, fo) = (T, fo) = {fT', ).

Za definiranje konvolucije dviju opcenitih distribucija potrebne su neke dodatne pret-
postavke (kao Sto je recimo kompaktnost nosaca barem jedne od dviju distribucije koje
konvoluiramo), no mi se ovdje ne¢emo previse baviti tim pitanjem. Napomenimo samo
kako svojstva analogna svojstvima b) i c¢) iz prethodnih propozicija vrijede i u tom slucaju.
[staknimo svejedno jedan bitan primjer.

Primjer 3.6.11. Za T € D' vrijedi

ooxT =Tx%x0yg="T.
Dokaz. Neka je p € C2°. Imamo

(T * b0, ) = (T’ (0o, p(x +-))) = (T’ ).
Analogno dobivamo i §g x T =T. O
Napomena 3.6.12. Slicno kao i ranije, imamo takoder za T € D’
doxT =T %0, =74(00xT) = 71,T.
Zadatak 3.6.13. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije
0, x <0
fl@) = {e”, z > 0.

Rjesenje. Zapisimo prvo funkciju iz zadatka kao

f=9-H,
gdje je ‘
g(x) = e, H - Heavysideova funkcija.

Znamo da je )

_ iz —2mi(—5-)r _ &

g(l’) =e 2 5—%7

te da je

1 1 1 1 .

H(z) = §sgn(x) + 3= 5(119 UE + do)

Stoga primjenom Fourierove transformacije na f dobivamo

f:ﬁ{:g*ﬁ:g*ﬁzé*f[,

pa uvrstavanjem gore navedenih izraza za ¢ i H dobivamo

~ 1 1 1 1 1 1
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3.7 Primjena Fourierove transformacije na PDJ

U ovom dijelu ¢emo na nekoliko primjera pokazati kako primjenom rezultata Fourierove
analize mozemo rijesiti pocetnu zadacu. Za pocetak ¢emo pogledati primjer jednadzbe

provodenja:
uy — Au =0,
u(+,0) = uo,

gdje za pocetak pretpostavljamo ug € S. Primjenom Fourierove transformacije u prostor-
noj varijabli z jednadzba provodenja prelazi u

iy + 47 |€]20 = 0,

zbog

n n

—Au = — Zu/\” = 24772@2 = 47%[¢)2

i=1 i=1
Ovo je sada ODJ (u varijabli t), ¢ije je rjeSenje, uz transformirani pocetni uvjet g € S
dano s

- 421412
(g 1) = do(§)e "I,

Funkcija s desne strane je ponovno u S, pa mozemo primijeniti inverznu Fourierovu tran-
sformaciju, te dobivamo

|

(i, t) = g % (e~ () = ug(x)  (drt) S e 5 = (dmt) 4 / T o (y) dy.

Napomena 3.7.1. Na predavanjima je pokazano da slican rezultat vrijedi ukoliko je ug €
H? ali LP prostorima. Posebno, gornju jednadzbu moZemo rijesiti © uz pocetni uvjet
ug = 09 € H®, za dovoljno mali s. U tom slucaju, istim postupkom kao i gore, dobivamo

2 2
| =]

u(z,t) = g * (47Tt)_%e_7 = (47rt)_%e_%7
sto je veé otprije poznato elementarno rjesenje jednadzbe provodenja.

Slicno mozemo postupiti i kod Schrodingerove jednadzbe

u — 1Au =0,
U(', O) = Uo,
gdje je up € S.
Primjenom Fourierove transformacije po prostornoj varijabli dobivamo ODJ
iy + 4% €)* 0 = 0.

Rjesenje ove ODJ je dano s o
(g 1) = d(§)e I,
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Ovdje treba biti nesto oprezniji jer funkcija

£ 6—47r2i|§|2t

nije u S, ve¢ samo u &', §to znaci da je s desne strane produkt funkcije iz S i elementa S'.
Medutim, konvolucija takva dva elementa je ponovno u &', te smijemo koristiti inverznu
Fourierovu transformaciju te formulu, pa kao i prije dolazimo do

21412 |2 z—y|?
u(z,t) = ug * (6_47r il N (x) = ug(w) * (47rz't)_%e_% = (47?2'75)_% /e_l r uo(y)dy.

Zakraj, izvest ¢emo i formulu rjesenja valne jednadzbe u jednoj dimenziji, D’ Alembertovu
formulu, istim pristupom. Dakle, rjeSavamo pocetnu zadacu

Ut — Ugy = 0
u(+,0) = ug
Ut(', O) = Uq,
gdje su ug, u; € S. Kaoido sada, primjenjujemo Fourierovu transformaciju po prostornim

varijablama te dobivamo ODJ
@tt + 471'25212 = 0,

uz pocetne uvjete u(-,0) = ug 1 4,(+,0) = u1. Rjesenje istog je dano s

(€ 1) = 1y (€) cos(2te) + @(g)%.

Prema zadatku 2.5.19. je
(6t + 6:)7(€) = cos(27t€),

N | —

te prema primjeru 2.1.2. je

1 N in(2mw&t
5(1[—1&,16]) (5) = %

Sada mozemo primijeniti inverznu Fourierovu transformaciju, te odgovarajuce formule za
konvoluciju § * §’, te dobivamo

1 1 1 1ot
u(z,t) = Fuo* (6_¢+0¢) (z)+ UL Li¢q(x) = §(u0(x —t)+tup(z+1t))+ 3 uy(y)dy.

r—t

Zadatak 3.7.2. Rijesite sljedecu pocetnu zadacu

{4W2ut + 47U — ugy = 0,

u(z,0) = /me ™",
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Rjesenje. Primjenom Fourierove transformacije na zada¢u dobivamo ODJ
A0y + Am0 + An2€%0 = 0,

odnosno
iy + (1 4+ )0 =0,

uz pocetni uvjet

-~ _g£2
(&) =e %
RjeSenje je dano s
u(§,t) = e L o~ _ =t —(141)€?
Primjenom inverzne Fourierove transformacije dobivamo
™ 222
U(m,t): e t'€7 T
L+t



Poglavlje 4

Prostori Soboljeva

4.1 Soboljevljevi prostori cjelobrojnog reda na () C
Rd
U nastavku podrazumijevamo da je  C R? otvoren i ogranicen.
Definicija 4.1.1. Neka je k € Ny. Definiramo prostor Soboljeva H*(Q) s
H*(Q) := {u € D'(Q) : 0 € L*(Q) za sve multiindekse a € NI takve da je |a| < k}.

Napomena 4.1.2. (a) Uvjet definicije posebno kaze da su sami elementi prostora H®,
kao i derivacije reda manjeq ili jednakog k, zapravo funkcije, i to kvadratno integra-
bilne.

(b) Primijetimo da vrijedi HO(Q2) = L*(Q).
(c) Ako je k <1, tada je o¢ito H'(Q) C H*(Q).

Na ovom prostoru definiramo skalarni produkt i normu na sljede¢i prirodan nacin:

<f7 g>Hk = Z <aafa 8a9>L27

la|<k
%
b = (3 Nl 1)
o] <k
Zadatak 4.1.3. Pokazite da je || - || g+ zaista norma.

S obzirom da je rije¢ o normiranom prostoru, opis konvergencije je jednostavan, i
direktna je posljedica definicije norme na ovom prostoru: niz (u,), € H*(Q) konvergira
k u € H*(Q) u H*(Q) ako i samo ako za svaki o € N¢ takav da je |a| < k vrijedi

10%up — 0%ul|2() — 0,
tj. ako i samo ako

(0% L2 (6%
0“u,, — 0%u.

46
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Zadatak 4.1.4. H*(Q) je Hilbertov prostor.
Rjesenje. Preostalo je pokazati da je H*(Q) potpun. Neka je stoga (u,), Cauchyjev niz
u H*(Q2). Kako je

[t = |G = Y 110%un = 0w |72

o] <k
vidimo da su posebno onda i (0% fu,), Cauchyjevi nizovi u L?(2) za sve |a| < k. Kako
je L*(Q) potpun, to svaki od 9%u,, konvergira prema nekoj funkciji u L?(£2), koju ¢emo
oznacCiti s g,. Dakle, imamo

2
0% uy, L—> Go; ‘O“ < k.
Posebno vrijedi i
2
Up, L—> go-

S obzirom da konvergencija u L? povlaéi konvergenciju u smislu distribucija, slijedi

/

Up, — Yo,

kao i
Dl
0%Uy, — G-

Kako je deriviranje distribucija nizovno neprekidno, imamo
0%, = 9% gp.
Sada zbog jedinstvenosti limesa u prostoru distribucija slijedi g, = 9“go, odnosno

Hk
Up, — Go-

Napomena 4.1.5. U slucaju k = 1, tj. promatrajuéi prostor H'(Q), pripadna je norma
dana s

d
lalizn = llullze + > l195ullza:

j=1
Dio koji pripada derivacijama prvog reda ¢emo krace oznacavati s ||Vul|pz, tj. koristit
éemo nista drugo nego definiciju L*-norme vektorske funkcije:

d
IVullzs = Y 1105ullz.
j=1

Naravno, vrijed:
Vue LX(RY = due Ll*(Q), j=1,...,d

Sljededi rezultat koji navodimo je vrlo bitna Poincareova nejednakost.
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Teorem 4.1.6. Ako je || < oo, onda postoji C > 0 takav da vrijedi

(Vu € Cso) HUHLQ < CQ,d

|VUHL2'

Napomena 4.1.7. Prostor C>(2) nije gust u H*(Q). Zapravo je dovoljno vidjeti da to
ne vrijedi za k = 1. Uzmimo konstantnu funkciju v = 1 € HY(Q). Pretpostavimo da
postogi niz (¢,) C CX(Q) takav da
1
On > .
Kako smo veé vidjeli, to je ekvivalentno s
[lon — ullz2 = 0,

IVenl|L2 = 0
Prema Poincareovoj nejednakosti imamo
[lienllL2 < ClIVen]|L2 =0,
Sto povlaci
L2
©n, — 0.
Zbog jedinstvenosti limesa u L?, zakljucujemo u = 0, $to je kontradikcija.

Kako sam prostor C>°(£2) nije gust u H*(2), prirodno je promatrati iduéi potprostor
prostora H*(Q), zatvara¢ od C2°(£2) u normi prostora H*(€2)

k

HE(Q) = C= ().

Napomena 4.1.8. Kao zatvoren potprostor Hilbertovog prostora, HE je i sam Hilbertov
prostor.

Pokazimo sada da tvrdnja Poincareove nejednakosti vrijedi i za funkcije iz Hy(£2).
Pritom koristimo sljede¢i jednostavan rezultat iz teorije mjere i integrala.

Zadatak 4.1.9. Neka je X normiran prostor te neka su x,,x € X takvi da vrijedi
Ty = x. Tada vrijedi i ||z,|| — ||]|.
Rjesenje. Nejednakost trokuta za normu nam daje
[zl < flen — 2l + 2],
odnosno
2]l < llzn — 2l + [lzal.

Odavde slijedi
—[lzn — 2| < lanll = llzll < llon — 2],
tj.
[zl = ll2ll] < llzn — =],

pa slijedi tvrdnja. [ |
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Zadatak 4.1.10. Ako je || < oo, onda postoji C' > 0 takav da vrijedi
(Vu € Hy(Q)) ullze < Coal|Vullze.
Rjesenje. Neka je (uy), C C°(£2) niz takav da vrijedi

Hl
Up — U.

Tvrdnja zadatka vrijedi za u,, pa primjenom zadatka 4.1.9. na u, i Vu, (u L?) slijedi

Napomena 4.1.11. Na prostoru H(2) su norme u — ||ul|gr i u — ||Vul|p2 ekviva-
lentne. Zaista, ocito je

IVullZ: < [Jullf: + 1VullZ: = [lullf,

dok drugu ogradu daje upravo Poincareova nejednakost:

lullzn = lullZ: + [VulZ: < (C+ DI VullZ..

Sada definiramo Soboljevljeve prostore negativnog reda na 2. Razlog za ovakvu defi-
niciju moZe se pronaéi u odgovarajucoj vezi prostora H*(R?) i H~*(R%); oni su medusobno
dualni (kao &to je slucaj s prostorima L? i L? za konjugirane eksponente). Pritom radimo
jednu prilagodbu; kako prostor test funkcija nije sam po sebi gust u H*(Q) (5to ipak je
sluéaj u H*(R?)), promatrat ¢emo umjesto toga dual prostora H ().

Definicija 4.1.12. Neka je k € N. Prostor H=*(Q) definiramo kao prostor svih nepre-
kidnih funkcionala na HE ().

Drugim rije¢ima, zbog gustoé¢e C>° u HY imamo iduéu karakterizaciju:
uwe H Q) <= [(u,9)] < Ollullmr, ¢ € CZ(Q).

Primjer 4.1.13. Ako je u € L*(2), tada je Oju € H™*. Zaista, neka je p € C°. Imamo

[(Oju, p)| < [(u, 050)| < /IUIlajwl <|lull2]|05¢lz2 < [lul|2]l@]l1-
Na vrlo slican nac¢in dobivamo 1 iduéi rezultat.

Zadatak 4.1.14. Neka je k € Z te o € N¢. Neka je u € H*(Q). Tada je 0%u € H*lol,

Pokazimo sada na konkretnom primjeru kakve funkcije pripadaju prostorima H'(€),
odnosno HJ ().
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Primjer 4.1.15. Neka je Q = (—1,1) C R. Ako je w € H*((—1,1)) tada postoji i €
C([-1,1)) takva da je u = @ s.s. i u = @ s.s. Dodatno, prostor H}({(—1,1)) je tada
jednak {u € H'({(—1,1)) : u(—1) = u(1) = 0}.

Dokaz. Neka je u € H'. Kako smo na prostoru konaéne mjere, to je v’ € L? C L'. Stoga
je funkcija g na (—1,1) dana s

dobro definirana i neprekidna na [—1,1]. Pokazimo sada da je ¢ = u/. Neka je ¢ €
C>((—1,1)). Imamo

Zbog toga je u = g+C' s.s. za neku konstantu C', pa stavljanjem u = g+ C dobivamo prvu
tvrdnju. Zbog ovog rezultata od sad na dalje podrazumijevamo da je v € H*(£2) nepre-
kidna (odnosno promatramo njenog neprekidnog reprezentanta). Prije nego dokazemo
drugu tvrdnju, pokazimo da je 6, € H '({(—1,1)) za svaki x € [—1,1] (primijetimo
kako zbog prvog dijela zadatka ima smisla promatrati i vrijednosti na rubu). Neka je
p € C((—1,1)). Tada je
el = 1ol) < [ ¢ 0ldy < VEI ray < VElelnay

Kako su posebno §_; i 1 u H '({—1,1)), te se oni ponistavaju na C>*({—1,1)), to za
svaku u € H}(Q) vrijedi u(—1) = u(1) = 0.

Obratno, neka je u € H' takva da je u(—1) = u(1) = 0. Da bi pokazali da je u € H}(Q)
potrebno je aproksimirati u pomoc¢u funkcija iz C2°(2) u H' normi. Za pocetak, oznacimo
s h prosirenje funkcije u na cijeli R nulom. Kako je u(+1) = 0, h je takoder neprekidna
funkcija, te je posebno i h € H'(R) i vrijedi ' = - 1;_1 5. Neka je sada za 0 < X < 1
funkcija h) definirana s

ha(z) = h(%)

Vidimo ovdje da je supp hy C [=A, A] C [—1, 1]. Primijetimo takoder kako vrijedi sljedece
za A — 1:
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o h>\ i) h,
o [Pallar — (Al
Koriste¢i zadatak 4.1.16. (ispod), slijedi
I 25 .

Neka je sada € > 0 te A takav da je [|hy — h|[m < 5. Za n € N imamo
2
Pn * h)\ [ﬂ) h)w

2
(pn * ha) = po * (Hy) Z5 14,
tj.
1
pnw by T

Uzmimo sada samo takav n da je £ +X < 1. Tada je supp p, *hy C [-A— £, A+ 1], §to je
kompakt u (—1, 1), pa vidimo da je p, * hy € C°((—1,1)). Kona¢no, uzmimo jos takav
n da vrijedi [|pn * hy — hallar@w) = o0 * ha — Pallmi-1,1y) < 5. Tada je

lon * by — ullgr =11y = |lon * Pa = bllar-1,1y)
< o * ha = Bl =10y + [1Ax = Rl =11
< ° + - 15
2 2 7

Zadatak 4.1.16. Neka su (fy)n,f € L*(Q). Pretpostavimo da vrijedi

o [lfullez — 112>
Tada f, N f-

Rjesenje. Oznacimo s g, = 2(|ful®> + |f*) — |fn — f|*. Tada je g, > 0 s.s. te vrijedi
Gn 225 4] ]2, pa primjenom Fatouve leme slijedi

4/|f|2 :/limninfgn < lirr%inf/gn

= 1iminf/2(|fn|2 + 7)) = | fo — fI?

:4/\f|2+1i%inf<—/\fn—f!2>
liH}linf(—/|fn_f|2> >0,

limsup/|fn—j'“|2 <0.

Odavde slijedi

odnosno
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4.2 Lax-Milgramova lema i primjene
Teorem 4.2.1 (Lax-Milgram). Neka je H Hilbertov prostor te
B:HxH—=R
bilinearna forma za koju postoje konstante o, 8 > 0 takve da vrijedi
1. (neprekidnost) |B(u,v)| < a||ull] |v]|, w,v € H,
2. (koercitivnost) B(u,u) > Bl|ul|?>, u € H.

Takoder, neka je f : H — R ogranicen linearni funkcional. Tada postoji jedinstveni
element uw € H takav da vrijedi

B(u,v) = (f,v), v € H.
Dokaz. Za fiksni u € H definiramo linearni operator A, : H - R s
Au(v) = B(u,v).
A, je ogranicen linearan operator zbog
|Au()] = |B(u, v)| < alul] - [[v]],

pa prema Rieszovom teoremu reprezentacije za ogranicene linearne funkcionale postoji
jedinstveni vektor Au € H takav da je

A, (v) = (Au,v).
Preslikavanje A : H — H definirano s
u+— Au
je ponovno linearan operator. Zaista, za svaki v € H vrijedi

(A(Mug + Agug), v) = B(Ajug + Aqug, v)
= M B(ug,v) + Ao B(uz,v)
= A1 (Aug, v) + Ao (Aug, v)
= (M Aug + Ao Aug, v).

Pokazimo da je A ogranic¢en i odozgo i odozdo. Imamo
||Aul|* = (Au, Au) = A, (Au) = B(u, Au) < a|ul|||Aul|.
Dijeljenjem s || Au|| dobivamo Zeljenu ograni¢enost odozgo. S druge strane, imamo

[l [[Aul| = [(Au, u)] = |B(u, u)| = Bl[ul|*
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Ponovno, dijeljenjem s ||u|| dobivamo i Zeljenu ogranicenost odozdo. Kako je A odozdo
ogranicen, on je injektivan i njegova je slika zatvorena. Iz relacije

H=ImA®PKerA=ImA

vidimo da je A i surjektivan operator. Neka je u € H takav da vrijedi Au = f. Konacno,
za sve v € H imamo

(f,v) = (Au,v) = B(u,v).

Promotrimo sada rubnu zadacéu

—u" +a(x)u=f, nal
u =0, na 01,
gdje je I otvoren i ogranicen interval u R, te f,a € C(I) unaprijed poznate funkcije.

Pretpostavimo da je u € C?(I) rjeSenje gornjeg problema. Pomnozimo prvu jednakost s
proizvoljnom v € C2°(I) te prointegriramo:

/—u”v—i—auv:/fv,
I I

odakle parcijalnom integracijom prvog clana prvog integrala dobivamo

/u’v’—l—auv:/fv.
T I

Upravo smo vidjeli da u koji je klasi¢no rjesenje rubne zadace zadovoljava gornju relaciju
za svaki v € C°(I), pa onda i za svaki v € HJ(I). Primijetimo kako u gornjoj relaciji
mozemo oslabiti pretpostavke na funkcije a i f, a da ta relacija i dalje bude valjana i
smislena. Pretpostavimo sada da je f € L*(I) i a € L*(I) te da je dodatno a > 0
s.s. (razlozi za ovakve pretpostavke ¢e postati jasni uskoro). Motivirani ovom raspravom
uvodimo pojam slabog rjeSenja.

Definicija 4.2.2. KaZemo da je u € H(I) slabo rjesenje rubne zadaée ako vrijedi

/u’v’ + auv = /fv, v e Hy(I).
I I
Razlog zbog kojeg trazimo u € H}(I) jesu rubni uvjeti (v = 0 na rubu). Pokazimo
da tada postoji u € H}(I) slabo rjesenje rubne zadace. Kljucan alat je, naravno, Lax-
Milgramova lema. Na HJ(I) definiramo bilinearnu formu B : H}(I) x H}(I) - R s
B(u,v) = /u'v' + auv.
I

S druge strane, za f € L*(I) je preslikavanje

v»—>/lfv
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neprekidan linearni funkcional na Hj(I) zbog

1

Dakle, ukoliko pokazemo da je B mneprekidna i koercitivna bilinearna forma na H}(I),
Lax-Milgramova lema nam osigurava postojanje jedinstvenog elementa v € Hy(I) takvog

da vrijedi
/u’v’ + auv = B(u,v) = /fv.
I I

< [flle2llollzz < M f 12|03

Neprekidnost slijedi iz:
Bl o)l < [ ]+ jou
I

< [Vl 22 + llall e |lull2||v]] 22
< (L llaf[zeo) el |yl 0] 3

S druge strane, koercitivnost dobivamo zbog
a>0 Poincare
Bl = [ +aut S [ = it " Clully,
I I

Lax-Milgramova lema sada daje jedinstveni u € Hy(I) slabo rjeSenje rubne zadaée. Nakon
sto smo dosli do slabog rjesenja, prirodno se pitati je li (i pod kojim uvjetima) to ujedno
i jako (klasi¢no) rjesenje. Za pocetak primijetimo kako je za svaki v € C2°(1)

(W vy = —(u',v") :/Iu’v’:/](f—au)v: (f —au,v),

odakle zakljucujemo da je v’ = f —au € L*(I), tj. v € H?*(I). Pretpostavimo stoga
(ponovno kao na pocetku) da su f,a € C(I). Podsjeamo kako zbog primjera 3.3.6.
svaku funkciju u € H'(I) smatramo neprekidnom na I. Tada je, kako smo maloprije
dobili, v = f —au € C(I), odnosno u € C*(I). Sada se mozemo ”vratiti natrag” iz
relacije koju zadovoljava takvo slabo rjesenje u do jake formulacije: za svaki v € C2°([)
vrijedi

/u/v/ + auv — fv =0,

I

odakle parcijalnom integracijom prvog ¢lana dobivamo

/(—u" +au— f)v=0.
I
Kako ova jednakost vrijedi za svaki v € C2°(]), osnovna lema varijacijskog racuna daje

—u" 4+ au = f.
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Primijetimo ovdje za kraj jedno svojstvo koje ima pridruzeni (elipticki) parcijalni diferen-
cijalni operator L
Lu = —u" + au.

Slabo rjesenje pripadne rubne zadace ¢e biti "za dva prostora” bolje od desne strane koja
je odredena funkcijom f. Ovdje smo vidjeli kako je za f € L*(I) = H°(I) rjeSenje bilo u
H?, dok je za f € C(I) ono bilo u C*(I).

4.3 Dodatak: Soboljevljevi prostori s realnim ekspo-
nentom

Za sam pocetak, uvodimo dvije oznake

1

e} (67

~ (2mi)ll o,

te posebno
1

Di=——0,.
T (2mi)lel
Razlog tome je nesto jednostavniji zapis pri koristenju svojstava Fourierove transformacije;
uz ove oznake imamo

Def =¢f.

Od sad na dalje A ¢e oznacavati funkciju A(€) = (14 |¢]2)2, te éemo opéenito, za s € R

pisati A*(&) = (1 + [£[*)2. Jo$ jedna Cesta oznaka za ovu funkciju je i (£).

Zadatak 4.3.1. Za svaki s € R i o € Nd postoji Cy o, > 0 takav da vrijedi
0°N°(£)] < CoaX*,

Posebno, za sve s € R je \* € O.

Rjesenje. Kako je

0N (€) = sAT(8)¢,
vidimo da ¢e opéenite derivacije 0*A\*(€) biti linearna kombinacija (s koeficijentima koji
ovise 0 s i a) izraza oblika £9X*~1P171(¢&), pri éemu je |B| < |a|. Kako je |[€°] < API(€)
vidimo da je dovoljno dokazati slucaj 0% = 0;. Ovdje slicno kao ranije dobivamo

[95X°(€)] = s (E)]&;] < sATH(E)-

Tvrdnja slijedi indukcijom. ]

Definicija 4.3.2. Neka je s € R. Prostor Soboljeva H*(RY) definiramo kao

H®Y = {ue s [ 1+ IEPylal©Pde = [Nl < oo},
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Napomena 4.3.3. Na prostoru H® definiramo skalarni produkt i normu na prirodan
nacin:

<ﬂ®@=@7ﬁ@hwi/ﬂ®m®ﬂ+Kﬂwé

N

1111 = 11X 1122 = ( |a+ |5|2>8|f<g>|2d5)

Pokazimo u ovom trenutku da se za cjelobrojne vrijednosti te za Q = R? prostori
definirani u prethodnom poglavlju zaista podudaraju s ovom novom definicijom. Neka je
k € Ny. Imamo

[lulli = [\ a7

d

=11+ e)zal
j=1
k

= % (Hynea

|a|<k
k —_—
- > (4)iomuls
|a|<k

Iz prethodnoga mozemo zakljuciti sljedece:

Dew € L2, za sve la| <k <= uec H"
odnosno, zbog Plancherelovog teorema

Du € L? zasve |a| <k <= ue HF

¢ime je pokazano da se prostori podudaraju (skupovno). Stovise, vidimo da su norme

i = [1¥-al 52
1
2
lull = (3 llorul3:)
lo| <k

ekvivalentne, sto dodatno znaci da je struktura na ovom prostoru ista u oba slucaja.

Primijetimo ovdje kako obje definicije imaju svoje prednosti i nedostatke. Dok je ociti
nedostarak prve definicije taj $to ona ima smisla samo za k € Ny, nju mozemo koristiti i
za skupove osim samog R?. S druge strane, druga definicija je dobra za sve realne brojeve,
medutim, zbog koristenja Fourierove transformacije u definiciji, ograni¢eni smo samo na
promatranje cijelog prostora kao domene funkcija/distribucija.
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4.4 Soboljevljevi prostori na R?

U ovom dijelu ¢emo prokomentirati neke od osnovnih svojstava Soboljevljevih prostora

H®.
a)

b)

Kako je za svaki ¢ € S funkcija A\*¢ € L2, to je S C H® za svaki s € R. S druge
strane, iz same definicije je H® C &’ za sve s € R.

Fourierova transformacija je unitarni izomorfizam izmedu prostora H?® i L*(R?, ),
gdje je dus(§) = A*(§)dE. To je vrlo jednostavno za vidjeti iz same definicije:

1 lls = 1A Sl = 11z apa) -

Posebno, H*® je Hilbertov prostor. Alternativno, tu tvrdnju mozemo dokazati i
direktno. Neka je (u,), Cauchyjev niz u H*. Tada je niz (A\*u,), Cauchyjev niz u
L?. Stoga postoji v € L? takav da vrijedi

H)\Sm — U||L2 — 0.
Stavimo u := (A"*v)". To je dobro definiran element prostora H*, te vrijedi

[lun = ulls = [[A*(Un = @)]|2 = [[NUn = v[[r2 = 0.

S je gust potprostor od H?, za sve s € R. Dokazu ove tvrdnje takoder mozemo pris-
tupiti na dva nacina. Prvi je konkretna aproksimacija elementa iz H*® Schwartzovim
funkcijama, i taj je dokaz proveden na predavanjima. Alternativno, mozemo se ko-
ristiti tvrdnjom a) te ¢injenicom da je C°° gusto podskup prostora (L?, du,). Kako
je Fourierova transformacija unitarni izomorfizam, to je onda 5? gust podskup od
(LT,d\,us) = H®. S obzirom da je C* C S'i S = S, tvrdnja slijedi.

C je gusto u H® za svaki s € R. Kako smo u b) pokazali da je S gusto u H?,
to je dovoljno pokazati da je C2° gusto u §, ali gledano u normi H*® prostora. U
tu svrhu, uzmimo ¢ € C2° takvu da je 1(0) = 1, te stavimo ¢, (z) := ¥ (z/n). Za
¢ € S definiramo niz ¢,, 1= Y, € C°. Imamo

ngn - @Hs = ||>‘s(¢n - @)HLQ
- ( / X(E)n(6) — ¢<5>|2d5>2
< sup (AHED2(6)|5,(6) — 3(€)]) - ( / A1 (¢)de)

£eR

N |=

< Ol”@n - ‘P‘|s+d+1
< CZHSOn - <PHs+2d+1-

Dakle, H® normu ove razlike smo ocijenili pomoc¢u jedne od normi prostora S, pa
bi nam za konvergenciju gornjeg niza u H* bila dovoljna konvergencija istog u S.
Medutim, taj niz je isti onaj koji smo koristili u dokazu tvrdnje da je C2° gusto u
S, sto daje tvrdnju.
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e) Za t,s € R, t < s, je H® gust potprostor od H*, te vrijedi || - || < || - ||s. Prva
tvrdnja slijedi zbog b) i
SC H*CH',

dok je druga tvrdnja ocita iz definicije.
f) HO=L%*i||-|lo =] ||lz2- Ovo je direktna posljedica Plancherelovog teorema.
g) Za svaki s € R vrijedi
we HYY «— w,Dyu,--- ,Dgu € H®,

te vrijedi jednakost
d
lull241 = ull2 + Y [[Djull3.
j=1

Kako je A2(§) =1+ > =1+ Z;l:lf?, za U imamo

LG = N va? = vm2+§:M%ﬂF vm2+§juﬂ)m2
7=1
iz ¢ega integriranjem odmah dobivamo tvrdnJu.

h) 0% je ogranicen linearan operator s H* u H*l°l. Tvrdnja f) nam osigurava da je
slika zaista u H*~l®l, dok zbog

€ < J¢lel < (1+ ¢
vrijedi
10%U[5—jag = [N 71820 | 2 = 27| | e Toleq| 2 < Cul |0 | 12 = Clalfu 5.

i) Za s > 0, zbog c) i d), distribucije u H® su zapravo i L? funkcije. Za s < 0 to
opéenito ne mora biti slucaj. Primjer toga je i dy; prisjetimo se kako je 9y = 1.
Stoga je dg € H® ako i samo ako je s < —%l.

Propozicija 4.4.1. Neka je s > k + %l.
a) Ako je u € H®, onda je (0°u)~ € L i [[(0°u) |11 < Chsllulls, 2za sve |a] < k.
b) 0%u € Cy, za sve |a| <k, uz ocjenu ||0%u||p < Chsllulls (posebno je u € C*).

Dokaz.  a) Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k. Za k = 0, zbog s > %l imamo A\7° €
L?, pa je stoga
o= A"*(\a) e L,
uz ocjenu
al[r < (A7 r2]|Aa[ 2 = Cofful]s.
Korak indukcije radimo na sljede¢i nacin. Ukoliko tvrdnja vrijedi za neki k, tada
iz s> (k+1)+ g i pretpostavke u € H* slijedi 0;u € H* !, gdje sada imamo
s—1>k+ g. Primjenom pretpostavke na 0;u slijedi tvrdnja.
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b) Zbog a) dijela i Riemann-Lebesgueovoj leme vrijedi 0°u € Cpy, za sve |a|] < k.
Takoder, koristeé¢i ocjenu iz a) dijela te neprekidnost Fourierove transformacije s L*
u Cp, imamo i ocjenu

16l < [18%allzs < Clagal

Korolar 4.4.2. Ako jeu € H® za sve s € R, onda je u € C*.

Sljededi rezultat je svojevrsna verzija reprezentacije neprekidnih linearnih funkcionala
za Soboljevljeve prostore. Mi ga ovdje ne¢emo dokazivati, a osim Sto je sam po sebni
bitan rezultat, posluzit ¢e nam i kao alat za prosirivanje opisa prostora H~* za cjelobrojni
eksponent kao u raspravi proslog dijela.

Propozicija 4.4.3. Neka je s € R i w € H™®. Linearan funkcional na S dan s

@ = (u, )

se na jedinstven nacin prosiruje do ogranicenog linearnog funkcionala na H?®, s operator-
skom normom jednakom ||f||—s. Stovise, svaki se element (H®)" dobiva na takav nacin.

S obzirom da je prostor C° gust u H*, to imamo sljede¢u karakterizaciju prostora
H~*_ za pozitivne cjelobrojne k.

Propozicija 4.4.4. Neka je k € N. Prostor H *(R?) je jednak prostoru svih linearnih
funkcionala v na H*(R?) ¢ija je restrikcija na C°(R?) neprekidna, odnosno, za koje
postoji C' > 0 takav da vrijedi

{u, o) < Cllgllk, ¢ € CZ(RY).
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