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Nilpotentni operatori

Neka je V' vektorski prostor. Za operator N € L(V) kazemo da je
nilpotentan indeksa p (p € N) ako vrijedi NP =0, NP~ #£ 0.

.

Propozicija

Ako je e € V takav da je NP~1e # 0, onda je {NP~le, ... Ne,e} linearno
nezavisan skup.

V.

Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor dimenzije n. Ako je
N € L(V) nilpotentan indeksa p, onda je p < n.
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Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor dimenzije n. Ako je
N € L(V) nilpotentan indeksa ind N = n i ako je e € V takav da je
NP~le £ 0, onda je (NP~ le,..., Ne,e) baza prostora V. Zovemo je
ciklicka baza za operator N | u njoj N ima matricu
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Propozicija / Zadatak

Ako je N € L(V) nilpotentan indeksa ind N = n = dim V i ako je

A € L(V) takav da je AN = NA, tada postoji polinom p € K[)] takav da
je A= p(N).
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Propozicija

Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor nad K dimenzije n.

(a) Ako je N € L(V) nilpotentan indeksa p, tada je ky(A) = (—1)"A",
pn(A) = AP, o(N) = {0}.

(b) Ako je K= C iakoza N € L(V) vrijedi o(N) = {0}, onda N mora
biti nilpotentan.
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Zadatak 1.

Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor dimenzije n > 1. Ako
je A€ L(V) nilpotentan i ind A = n, dokazite da ne moze postojati
B € L(V) za koji bi vrijedilo B? = A.
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Zadatak 2.

Neka je V konaéno-dimenzionalan vektorski prostor, N € L(V)
nilpotentan, ind N = p. Definiramo operator T € L(L(V)) formulom
T(A) := NA— AN, A € L(V). Dokazite da je T nilpotentan indeksa
ind T <2p—1.
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Zadatak 3.

Neka operator B € L(V) ima u nekoj bazi (e) = (e1, €2, €3) od V matri¢ni
prikaz

—3 -5 -9
Ble)=]9 3 9
3 1 0

Dokazite da je B nilpotentan operator indeksa 3 i nadite jednu ciklicku
bazu za operator B.
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/Zadatak 4.

Neka je V konaéno-dimenzionalan vektorski prostor dimenzije n. Neka je
N € L(V) nilpotentan, ind N = n i neka je A € L(V), AN = NA. Dokazite
da je det(A+ N) = det A.
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Zadatak 5.

Neka je V konaéno-dimenzionalan vektorski prostor i A € L(V)
nilpotentan. Odredite indeks nilpotentnosti operatora A ako je ind A3 = 4,
ind A2 = 5.

L. Reli¢ (PMF-MO) VP listopad 2024. 10/13



Opd¢i slucaj - isjecak iz skripte za predavanja

Teorem 3.7. Neka je N € L(V) nilpotentan operator indeksa p. Tada
postoji dekompozicija

(3.8) V=Vit+Vat 4 Vi, p=dimV

takva da

a) pL=p2 = =pm 2 1lip=p,
b) za svaki i, V; je N—invarijantan,

c) za svakii, N; e/ Nly; je nilpotentan indeksa p;.

U gornjem rastavu (3.8) dimenzije p; prostora V; su izmedu 1 i p, te nadalje,
za svaki 1 < k < p, rastav (3.8) sadrzi toéno?

(N £ (NEL) — 2 (NF)
k—dimenzionalnih potprostora; drugim rijecima

#{i; pi =k} = r(N*H) 4 r(NF) — 2n(NF).
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/Zadatak 6.

Operator B € L(C*) zadan je svojim matriénim prikazom u bazi (e) sa

01 -2 0
2 0 0 2
Ble)=11 ¢ o 1
0 -1 2 0

Pokazite da je B nilpotentan, odredite mu indeks i Jordanovu klijetku.
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Zadatak 7.

Operator N € L(C*) zadan je svojim matri¢nim prikazom u kanonskoj bazi

(e) sa

11 -1 -1
11 -1 -1
Ne)=11 1 1 _1
11 -1 -1

Pokazite da je N nilpotentan, odredite mu indeks, Jordanovu klijetku i
jednu njegovu Jordanovu bazu.

L. Reli¢ (PMF-MO) VP listopad 2024. 13/13



