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Tema br. 1:
Racun veli¢ina i ocjenjivanje u matematickoj analizi

Vjekoslav Kovac, 8.3.2024.
https://web.math.pnf.unizg.hr/"vjekovac/

Asimptotska notacija: O io

Poznati matematicar Terence Tao jednom je prilikom izjavio da je (u proslom stoljeéu)
matematicka analiza naglo pocela napredovati nakon sto je prestala mariti za toéne kons-
tante. Naucit ¢emo korisnu notaciju i neke trikove, koji nam mogu olaksati rac¢un i ubrzati
razmisljanje ako su nam jedino vazni redovi veli¢ina i kvalitativna svojstva, a ne i konkretni
brojevi koji se pojavljuju u ocjenama. Notaciju koja slijedi osmislili su Paul Bachmann
(1837.-1920.), Edmund Landau (1877.-1938.) i drugi te se ona nekada naziva i Bachmann—
Landau-ova notacija.

Definicija. Za realne funkcije f i g piSemo

ako postoje M > 0 i okolina U tocke ¢ tako da za svaki x € U\ {c} vrijedi
f(z)] < Mlg(z)].

Definicija. Za realne funkcije f i g piSemo

ako za svaki € > 0 postoji okolina U tocke ¢ takva da za svaki x € U\ {c} vrijedi

| ()] < elg(a)].

U ovim definicijama obi¢no smatramo da su f i g definirane na nekom podskupu od R”, ali
definicije u istoj formulaciji imaju smisla i kada je domena funkcija opéeniti topoloski prostor
(za one koji znaju Sto je to). Isto tako, funkcije mogu biti i kompleksne, tj. kodomena im
moze biti C. Konacno, ako su f i g definirane na nekom podskupu od R, dozvoljavamo i
mogucénosti ¢ = —oo ili ¢ = +00. Ponekad se tocka ¢ podrazumijeva pa izostavljamo dodatak
“r — ”; recimo to je ¢esti slucaj u teorijskom racunarstvu, gdje su f i g tipicno definirane
na N i gleda se ¢ = +00, tj. rije¢ je o usporedbi brzina rasta nizova realnih brojeva.

Kod koristenja gornje notacije ¢esto dozvoljavamo sljede¢u nepreciznost u svrhu elegant-
nijeg zapisa. U izrazima pisemo samo O(g(x)) ili o(g(x)) na mjestu neke (mozda nepoznate)
funkcije f(z) koja zadovoljava f(z) = O(g(z)) odnosno f(z) = o(g(x)). Tako naprimjer
piSemo:

e sinz =+ o(z?), z — 0 saznacenjem sinz =z + f(z), f(z) = o(z?), z — 0.
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o () = e (304+2+0(2)), v — o0 saznatenjem f(2) = e*(3a-+2+¢(x). g(a) = O(2),
T — +00.

e O(2") 4+ O(n!) + O(n™) = O(n™), n — oo sa znacenjem: ako je f(n) = O(2"),
g(n) = O(n!), h(n) = O(n™), n — oo, tada vrijedi f(n)+ g(n)+ h(n) = O(n"™), n — co.

Umjesto f(x) = O(g(x)) nekada se pise f(z) < g(z) ili f(z) < g(x), a koriste se i razne
druge oznake.

Svojstva simbola O:

e Ako postoji okolina U od ¢ takva da ] Je g(x) # 0 za sve x € U\{c}, tada vrijedi:
f(z) =0(g(x)), z —» ¢ < 11msup|f 7| < oo
z—C

& 1 je omedena na nekoj okolini od ¢ bez tocke c.
o f(z) =0(1), z — ¢ & f je omedena na nekoj okolini od ¢
e fi(z) =0(9()), f2(z) = O(g(2)), a1, a2 ER = o fi(z) + azfa(z) = O(g(z))
e fi(z) =O0(g1(2)), f2(x) = O(g2(z)) = fi(z)fa(z) = O(g1(2)g2(2))
e f(z) =0(g(2)), 9(z) = O(h(z)) = f(z) = O(h(x))
o feC((c—bctd),peNy = flz)= é%@; COF 4 O((x — Y, x5
e Ako je f(y) = O(g(y)). v = d. zatim lim h(x) = d te jos postoji oolina U od ¢ takva

da je h(x) # d za sve x € U\{c}, tada vrijedi f(h(x)) = O(g(h(x))), z — c.
(Kao da smo supstituirali y = h(x).)

Svogstva simbola o:

e Ako postoji okolina U od ¢ takva da je g(x) # 0 za sve x € U\{c}, tada vrijedi:

flz)=o0(g9(z)), z = c & hm%—O

e f(z)=o0(1),z = ¢ & ilg}:f(x)zo

o fi(z) =o(g(x)), folx) = 0(9(2)), 1,00 ER = ayfi(x) + azfo(x) = o(g(x))

f(x) = o(h(x))
f(x) = o(h(x))

p
e feCP((c—6,c+9)),peNy = flx)=>] %(m—c)k—%o((x—c)p), T —c

k=0
e Ako je f(y) = o(g(y)), y — d, zatim lim h(xz) = d te jos postoji okolina U od ¢ takva

da je h(z) # d za sve x € U\{c}, tadaxv;ijedi f(h(z)) =o(g(h(x))), z — c.
(Kao da smo supstituirali y = h(x).)



Uvodni primjeri

Primjer 1. Ako su poznati razvoji
3 2

1
sinx=x—%+0(m5), cosle—%+0(x4), 1—:1+x+0(x2), kada z — 0,
—x

izvedite razvoj funkcije tangens:
3

tgx::c—l-%—l—O(:cE’), z — 0.

(Naravno da se moze i direktno, primjenom Taylorovog teorema na tg.)
Rjesenje primjera 1. ZapiSimo:

sin z 3 1
tgx = =z - = +0@&° 5 :
gx (a: 6 (v )) 1—(Z 4 O(x1))

Sada supstituirajmo y = % + O(z*) u razvoj ﬁ =1+y+ O(y?), y — 0. Dobivamo
3 2

g = (2~ +06") (14 T +0) =a+ (5 - )a*+ 06,

Sto je i trebalo pokazati.

Primjer 2. Ako je f: (1,400) — R neprekidna funkcija takva da vrijedi

flw)=0(

pokazite da postoji konstanta C' > 0 takva da je

x—1)’ =17 i flz)=0(1), = — +oo,

|f(z)] < Cil za svaki x € (1, 400).
x p—
Rjesenje primjera 2. Po definiciji postoje 1 < o < 1 My, My > 0 takvi da vrijedi

|[f(@)] <

M
11 zax € (lL,a) i |f(x)] < Myzaze (B,+00).
T —
Na segmentu [a, ] je funkcija f neprekidna pa je i ogranic¢ena, tj. postoji konstanta N > 0
takva da je |f(z)] < N za x € [a, ]. Primijetimo kona¢no da za svaki x € (1,+o00) zbog
r>11i-% > 1vrijedi |f(z)| < max{M, My, N}-*.

Primjer 3. Lako je vidjeti da za svaki x € R jednadzba t+Int = z ima jedinstveno rjesenje

t = f(x) > 0. Dokazite:

1 1
f(x):x—lnx—kﬂ—i—()(—), T — +00.
x T

Rjesenje primjera 3. Za x > 1 vrijedi t > 1, jer bi t < 1 zbog strogog rasta lijeve strane
jednadzbe dalo t +1Int < 1 < z. Sada se odmah vidi da za z > 1 mora biti t < x, odakle pak
slijedi f(z) =t > x — Inz, Sto ima za posljedicu

lim f(z) = 4o0.
T——+00



Sada napisimo

Int
f(:v):t:a:—lnt:x—ln(x—lnt):x—lnaﬁ—ln(l—%),

Koristenjem In(1+1%) =y + O(y?), y — 0 i B < me — 0, z — +00 dobivamo

T

In (1 — ln_t) = _ln_t +O<(1n—x>2), r — 400,

x x x
sto pak u kombinaciji s prethodnim daje
Int 1 2
f(x) zzzc—lna:+l —i—O((E) >, T — +00.
x x

Koristeci se istim trikom zaklju¢ujemo i

Int Inz 1 Int Inx Inx
It _loe Ly iy e gy
x x x x x x
pa je konacno
1 1 2 1
f(x):x—lnx—i—ﬂ O(<ﬂ> ) O(n—f>, T — +o0.
x x x
Preostaje uociti (%)2 =0(1), 22 =0(2), 2 — +o0.

Primjene na limese

Primjer 4. Zapisite Stirlingovu formulu za aproksimaciju faktorijela

) n!
lim — =1
n—o0 \/2mn (n/e)”
koriste¢i gornju notaciju. Pronadite u literaturi profinjenje Stirlingove formule.

Rjesenje primjera 4. Kako imamo

2 (s =) =°

mozemo pisati
n!

—— —1=0(1), n = o0,
V2mn(n/e)” M
tj.
n n
n! = 27rn(—> (14 0(1)), n — oc.
e
Preciznija varijanta Stirlingove formule glasi:

= /2 (”)n(1+ Ly (1>> —
VAT 1on " 2ggnz T O\n2) ) e




Primjer 5. Izracunajte limes

tolte 7) — sin(si
lim g(tgx) 51.n(smx).
z—0 tgx —sinx

Rjesenje primjera 5. Koristedi razvoje

3 3

Sinx:w—%—}—o(:}j?)), tgx:x+%+o(x3), z— 0

dobivamo
23

tgx —sinx = 5 +o(z?), x =0,

a supstitucija daje i

x3 1 23 3
sin(sinz) = z— <+ o(z?) — 6(3: -5t 0(:1:3)) + o(sin’x), x — 0
x3 3 (
= o=+ o(z?) — 5 + o(z®) + o(sin*z), x — 0
3
= x—g—iro(a:?’), x — 0,

a® 3 1 x® 3 )° 3
tg(tgz) = 93+§+0(!B )+§<$+§+O(ZB )) +o(tg’z), v — 0
2 3
= x+%+0(9§3), z—0
Zato je trazeni limes
3 3 3 1 1 1
limx+0(x):11mx T :hm1+0():2.
z—0 22 +0($3) z—0 p3(% 1) ]_)) z—0 3 +o0 ]_)

Primjer 6. Niz (x,,)7°, zadan je rekurzivno sa

x1 € (0, 7) proizvoljan, z,4; =sinx, zan € N.

DokazZite da je on asimptotski jednak nizu <\/% > , t].
n=1
Ty
lim =
n—00 3/n

Rjesenje primjera 6. Tvrdnju mozemo ekvivalentno formulirati kao

. 1 1
lim — = —.
n—00 nx% 3

Lako je vidjeti da niz konvergira u 0 pa je relevantan razvoj

3

Sinx:x—%+o(x3), x — 0,



kojeg primjenjujemo ovako:

I 1 B 1 1 1
sin’z (=% +o0(z%)2  22—-Z +o(x) 22 1— (% +o(z2))
1 z? ) 11
- ?(1+§+0(as)>:ﬁ+§+0(1), z =0

pa supstitucija x = x,, daje

! ! ! + 5 ! +0o(1), n—
= =— o(1), n — oco.
22,  sin’z, 22 3

Dakle je

lim (54— — =) =
”Lngo(fiﬂ %21)

1
3
pa iz Stolzovog teorema slijedi

1 1 1
lim ﬁ — lim Tnt1 Thn _ 1

Ocjene integrala i redova

Primjer 7. Dokazite:
T 3

—dt = —+0 — 0.
o sint v 18 +0E),
Rjesenje primgjera 7. Lako se (kao ranije) dobije razvo]

t —1+t2+0(t4) t—0
sint 6 ’ '

To znaci da postoje d > 01 M > 0 takvi da za t € (=4, ) vrijedi

R O
sint - '

Integriranje za svaki z € (—¢,6) daje

x T x M 5
_dt—:lj'—i———l—/ f ’/ f(t)dt‘ < M‘/ t4dt‘ — |5$| :
0 0

o sint

Sto je upravo trazena tvrdnja.

Primjer 8. Dokazite da konvergira red

2"’L
2 (0.01 + n2)(0.01 4 227)°

nez
Rjesenje primjera 8. Za n > 0 ocijenimo
2" < 2"
(0.01 4+ n2)(0.01 +227) ~ 1.220

=2
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dok za n < 0 ocijenimo
2" < 2"
(0.01 +n2)(0.01 +2%) ~ 1-1

Zato je trazeni red dominiran s (konstantnim visekratnikom od)

[e'e) —1
d o4 Y 2 < too.
n=0

n=—0oo

=2".

Primjer 9. Dokazite da postoji konstanta C' > 0 takva da za svaki n € N\ {1} vrijedi

S Lo/
“—~klnk ~ Vnn

Rjesenje primjera 9. Najprije ocijenimo gornju sumu odozgo (nepravim) integralom

Inz
2

VS 20 44t Vi Inn
I(n)= —:2\/5/ e’ dt = V2rerfi — 1,
m= [T 0 Vareri (/5

erfi(z) := %/0 et dt

tzv. imaginarna funkcija greske. Koriste¢i poznatu asimptotiku

Supstitucijom t = tj. x = e dobivamo

pri cemu je

1 .1 1 1
afi(z) = e (T4 55 +0(5)) o
22
= O<6—>, z — +00
z
dobivamo
n
1(n) =04/~ ) .
(n) =0 ) oo
Posebno je

n

L :O< L), n — 0o

o Viklnk Inn

pa tvrdnja slijedi za dovoljno velike n, dok je za prvih konacno mnogo vrijednosti od n
trivijalna.



Domaca zadaca

Za domacu zadacu rijesite neka 4 zadatka od navedenih 6 zadataka za vjezbu. Rok za pre-
daju domace zadace je tri tjedna od izlaganja, tj. najkasnije u petak 29.3.2024. Napisite
rjeSenja vlastorucno i najbolje ih uslikajte ili skenirajte pa posaljite na moju email adresu
vjekovac@math.hr. RjeSenja ¢e biti objavljena na web stranici nakon isteka roka za predaju.

Zadatak 1. Izracunajte limes

(chz + cosz — 2)°
i :
20 (shx + sinz — 2x)?

Zadatak 2. Dokazite da limes

lim nsin(2mwen!)
n—oo

postoji i izracunajte ga.
Zadatak 3. Dokazite da za svaki parametar p € [2,400) postoji konstanta ¢, € (0, +o00)
takva da za svake a,b € R vrijedi nejednakost

lal” = [o" — p(a — B)BIBI"™* > ¢yla — DI

Zadatak 4. Dokazite da za svaki a € (1, +00) postoji konstanta C, € (0, +o0) takva da za
svaki b > 0 vrijedi

b
/ da < C,min{b, 1}.
0 1 + x¢

Zadatak 5. Ako sul > a > b > 0, dokazite da konvergira red

Zg(bﬂ—a)j /OO o2 stds
2a”
= 0 1+s
Zadatak 6. Koristedi literaturu (knjige, internet i sl.) =za fiksirani parametar § > 1
T da
izracunajte prva tri ¢lana asimpotskog razvoja funkcije Ig(R) = / (— kada

zlnz)?
R — +o0.



Fakultativni kolegij Studentska natjecanga, ak. god. 2023./2024.
Tema br. 1:

Racun veli¢ina i ocjenjivanje u matematickoj analizi

Rjesenja zadataka

Vjekoslav Kovac

Rjesenje zadatka 1. 1z standardnih Taylorovih razvoja se odmah dobije

4 5
chz +cosx —2 = % +o(z*), shz+sinz —2z = % +o(z®), =0
pa je trazeni limes
(B oY) Il 4o@®) . r4o(l) 600 5t 625
11m57:11m207:hm17:75:f:7.
x—0 (% + 0(1‘5))4 z—0 gw + 0(3’;20) z—0 0% + 0(1) 12 12 12

Rjesenje zadatka 2. Kako je funkcija x +— sin(2mx) periodiéna s periodom 1, trebamo ispitati ponasanje od
en! — |en!|. Najprije primijetimo

| n!  nl n! n! n!
R T T TR e s TR i) R
€z
odakle se lako vidi
1 1 - 1
en! — |en!] = + +
Lent] n+1l (n+1)(n+2) kzzn;rg(n+1)(n+2)~~(k—2)(k—1)k
1 1
= —+ O(—Q), n — 00
n
Zato je konacno
. . . . . . (2 1
lim nsin(2men!) = lim nsin (27‘((en! - Len!J)) = lim nsin (— + O<7>)
n— 00 n—00 n—00 n n

(2 < 0(L) = i (or -0 1)) =2

Rjesenge zadatka 3. Primijetimo da je nejednakost homogena stupnja p pa dijeljenjem s |b|P # 0 i supstitucijom
x = a/b ona postaje
2P — 1= p(a— 1) = cyla — 1"

Definiramo i . 1
fi oo UL ibod) 5 R f(a)i= P ZHEZD),

zapravo moramo dokazati da je f omedena odozdo nekom pozitivhom konstantom c,. Ra¢unamo

1 z—1
1 - gF —PLp

lim f(z)= lim =1

r—too r—+oo |1 — %‘P ’

a? —1—p(x—1) (I—yP—1+py

Tl—lgl— f(l') o Tl—lgl— (1 — l‘)p - [y =1- LU] - y]iI(r)l-&- yp
1 _ _|_ p(pfl) 2 O 3\ _ 1 —_ 1 1 = 2
o LTy A OW) ey P )29 (1 + O(y)) = zap=2,
y—0 yP y—0+ 2 400 zap> 2.



2P —1—p(z—1)

lim f(z)= lim

z—1+ z—1+ ((E — ]_)p o y—0+ yP
1+ +P(P*1)2+O 3y _1— 1 1
_ oy LPPY Ty ) PY _ i PP )yz_p(l +O() =
y—0—+ yP y—0+ 2 +00

Zato postoje M, d,c, > 0 takvi da je
f(x) > ¢, za svaki @ € (o0, =M) U (1 — 6,1+ d) U (M, +00),
a radi neprekidnosti od f i Bolzano—Weierstrassovog teorema postoji i cg > 0 takva da je
f(z) > ¢, za svaki x € [-M,1 — 6] U[l+ 4, M].
Preostaje uzeti ¢, := min{c,, cj} > 0.

Rjesenje zadatka 4. Za 0 < b <1 imamo

dok za b > 1 imamo

b dx 1 * dz
< ldx + — < +o00.
o 1+a° 0 . ze

Rjesenje zadatka 5. Prisjetimo se definicije gamma-funkcije:

L(z) ::/ t*~tetat,
0

§to je kona¢no za svaki z € (0,00). Za j < 0 ocijenimo s?/(1 + s%%) < s7% pa je

g 8% R ; ;
/ e S 82 < / e ssTUs = [t =27s] =T(1 — a)20@~ I
0 L+s = Jo

te za dio reda u rasponu j < 0 znamo da je
-1
< Z 2% < 0.
j=—o0

Za j > 0 ocijenimo s%/(1 + 52*) < 5% pa je

o j ed ° J j j
/ e¥s 20 < / e ?55%s = [t =2s] = T(a+1)27 @1
0 1+ 52a 0

te za dio reda u rasponu j > 0 znamo da je

o0
202001 < 3970 < o,
j=1

<

Ior

Il
-

J

Rjesenje zadatka 6. Koristimo nepotpunu gama funkciju

+oo
[(s,z) ::/ t5 e~ tdt
z
i njezin poznati asimptotski razvoj

-1 —1)(s—2 1
(s, z) = e’zzs’1<1 42 + (s )gs ) +o(—2)), z — +00.
z z z

zap =2,
za p > 2.



Supstitucijom t = (8 — 1) Inz, tj. = e/(*~1) dani integral postaje
—+oo
(-1t [ ePeta = (8- )P T(-A+ L~ DR
(B—1)InR

pa dobivamo razvoj

_ 11 1 B 1 | BB+1 1 1
I6(B) = 573 71 Ry (1 T B-1mR T (B=12 (mR)y +O((lnR)2>>’ Rt = oo




