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Izvedena je najopcenitija forma Rindlerovih koordinata koje su adaptirane na svjetske linije ubr-
zanih opazaca u prostorvremenu Minkowskog. Zatim je heuristickim postupkom, koji je usko ve-
zan uz WKB aproksimaciju u kvantnoj mehanici, reproducirana Unruhova temperatura. Nakon
toga konstruiramo termalni sustav u proizvoljnom prostorvremenu, zatim taj sustav tretiramo prvo
ravnotezno, potom neravnotezno uz pretpostavku da postoji proporcionalnost izmedu entropije i
povrsine lokalnog horizonta te time dolazimo do potrebnih gravitacijskih jednadzbi polja uz do-
datne doprinose entropiji (ovi doprinosi se javljaju samo u neravnoteznom tretmanu). Konaéno,
diskutiramo mogucu interpretaciju dobivenih rezultata te su navedene moguée implikacije ovakvog

pristupa gravitaciji.

I. UVOD

Zakoni mehanike crnih rupa poznati su jos od se-
damdesetih godina proslog stolje¢a. Bardeen, Carter i
Hawking [1] su izveli cetiri zakona mehanike za staci-
onarnu, osnosimetri¢cnu crnu rupu. Dobivena cetiri za-
kona u prirodnom sustavu jedinica glase [2]:

e Povrsinska gravitacija x stacionarne crne rupe je kons-
tantna.

e Za stacionarnu crnu rupu vrijedi
SM = 8£5A + QuoJ + DyoQ
T

gdje je M masa, J angularni moment, @) naboj sta-
cionarne crne rupe, 0y angularna brzina horizonta,
®y elektricni potencijal na horizontu, A je povrSina 2-
dimenzionalnog presjeka horizonta te § oznacava varija-
ciju.

e Uz odredene uvjete, koji u ovom trenutku nisu toliko
bitni, za povrSinu horizonta crne rupe koja nije staci-
onarna vrijedi

0A >0,
dok u stacionarnom slucaju vrijedi
0A=0.

e Niti jedan fizikalni proces ne moze svesti povrsinsku
gravitaciju k crne rupe na 0 u kona¢nom broju operacija.

Napomenimo jo$ da se u [2] nalazi precizna definicija
pojma stacionarna crna rupa, no ona nam nece trebati
dalje kroz rad pa ju ne¢emo ovdje navoditi.
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Ono sto odmah uocavamo je da ova ¢etiri zakona imaju
jednaku strukturu kao dobro poznata cetiri zakona ter-
modinamike. Drugim rije¢ima, ovi zakoni su analogni
zakonima termodinamike ako uzmemo da vrijedi (u pri-
rodnom sustavu jedinica):

K

T—%» (1a)
A

S—Z. (1b)

Dakle, koristenjem opce teorije relativnosti (OTR)
moguce je izvesti zakone mehanike crnih rupa te usposta-
viti analogiju sa zakonima termodinamike. Ono §to je cilj
ovog rada je pokazati da se moze i¢i obrnutim smjerom
i izvesti jednadzbe polja (u OTR slucaju to su Einste-
inove jednadzbe, no pokazat ¢emo kroz rad kako se to
prosiruje i na ostale gravitacijske teorije) kao jednadzbe
stanja, analogno jednadzbama stanja u termodinamici
3, 4].

Za to ¢e nam biti potrebno uvesti pojam ubrza-
nog opazaca, zbog toga ¢emo izvesti koordinatni sustav
(Rindlerove koordinate) koji je adaptiran na svjetske li-
nije ubrzanog opazaca u prostorvremenu Minkowskog.
Naime, kako ¢emo i pokazati sve veli¢ine ¢emo morati
tretirati u odnosu na takve opazacCe cak i u zakrivlje-
nom proizvoljnom prostorvremenu, kao $to ée ovdje i biti
slu¢aj. Princip ekvivalencije ¢e nam omoguéiti da uz do-
voljno lokalne uvjete okolinu svake tocke u zakrivljenom
prostorvremenu poistovjetimo s prostorvremenom Min-
kowskog (ravnim prostorvremenom).

Potreba za ubrzanim opazacem bit ¢e opravdana kroz
konstrukciju cijelog postupka dobivanja jednadzbi polja
jer ¢e nam od kljuénog znacaja biti upravo Unruhova
temperatura, koju mjeri neki ubrzani opazac koji se giba
u nekom prostorvremenu (odnosno na glatkoj Lorentzo-
voj mnogostrukosti (M, g), s metrikom g, za vise detalja
pogledati npr. u [5]) u kojem se nalazi neko kvantizirano
polje. Napomenimo da je Unruhova temperatura poslje-
dica Unruhovog efekta [6].


mailto:lbenic.phy@pmf.hr
mailto:ismolic.phy@pmf.hr

Unruhov (ili Fulling-Davies—Unruhov) efekt je rezul-
tat kvantne teorije polja koji govori da ¢e ubrzani opazac
koji se giba u nekom prostrovremenu u koje je postav-
ljeno neko kvantizirano polje opaziti distribuciju cestica
u vakuumu inercijalnog opazaca i koji je u tom smislu za
inercijalnog opazaca prazan. Znamo da dobivena distri-
bucija moze biti ili Bose-Einsteinova ili Fermi-Diracova,
ovisno o tome koje polje smo stavili u promatrano pros-
torvrijeme, iz dobivene raspodjele se onda is¢itava Unru-
hova temperatura. Mi ¢emo ovdje izvesti izraz za Unru-
hovu temperaturu koristeéi pristup koji je usko vezan uz
WKB aproksimaciju u kvantnoj mehanici. Ra¢un ¢emo
uvelike bazirati na radu [7] uz napravljene potrebne mo-
difikacije. Sama ideja ovakvog pristupa dolazi od rada
Parikha i Wilczeka [8] koji su razvili ovu metodu kako bi
opisali Hawkingovo zracenje.

Nadalje, konstruiramo termalni sustav pomocéu ubr-
zanog opazaca koji se giba u proizvoljnom prostorvre-
menu i onda pomocu principa ekvivalencije razmatramo
$to se dogada na proizvoljnom dijelu tog prostorvremena
na jako maloj okolini koja je priblizno ravna.

Jedna od glavnih pretpostavki ¢e nam biti ta da postoji
proporcionalnost izmedu entropije i povrsine lokalnog ho-
rizonta kojeg takoder konstruiramo.

Dobivene rezultate primjenjujemo te pokazujemo da
u ovom kontekstu gravitacijske jednadzbe polja odgova-
raju jednadzbama stanja u termodinamici. Prvo sve pro-
matramo u najjednostavnijem, ravnoteznom, sluc¢aju sto
nam omogucuje koriStenje Clausiusove relacije Q) = T'dS
(ovdje 0 oznacava nepravi diferencijal, ponekad se u lite-
raturi koristi i oznaka d). Nadalje, poopéavamo problem
te nam to sugerira da moramo raditi s neravnoteznom
termodinamikom, odnosno da mora vrijediti dS > %.

Potonji tretman problema u jednom dijelu opet daje
potrebne jednadzbe polja, no ostatak daje doprinose en-
tropiji koje ¢emo pokusati interpretirati u kontekstu re-
lativisticke disipativne hidromehanike.

Ovakvim pristupom gravitaciji izvest ¢emo jednadzbe
polja za standardnu OTR te za najjednostavnije
poopéenje te teorije, tzv. f(R) gravitaciju, gdje je f(R)
neka glatka funkcija Riccijevog skalara (R).

Jo§ napomenimo da ¢e se nadalje kroz cijeli rad koris-
titi (—, +, +, +) signatura metrike te da ¢e se koristiti sus-
tav mjernih jedinica za koji vrijedi ¢ = kg = 1. Takoder,
Cesto ¢emo parcijalne derivacije (9, f) oznacavatis f,, a
kovarijantne (V,f) s f., (ovdje je to napisano za neku
skalarnu funkciju f, no naravno podrazumijeva se da
¢emo ovo koristiti za bilo koji tenzor).

II. RINDLEROVE KOORDINATE

Za pocetak ¢emo izvesti putanju ubrzanog opazaca u
prostorvremenu Minkowskog, radit éemo bez smanjenja
opcenitosti s vremenskom i jednom prostornom koordi-
natom. Napomenimo da ¢emo ovaj dio ovog poglavlja
podosta bazirati na [9]. Iz tih rezultata ¢emo doé¢i do
opcenite forme Rindlerovih koordinata. Prvo uvodimo

pojam vlastite akceleracije, to je akceleracija koju mjeri
ubrzani opaza¢ u svom sustavu mirovanja, ovu ¢emo ak-
celeraciju oznacavati s a. S druge strane neki inerci-
jalni opaza¢ takoder mjeri kojom akceleracijom se giba
ovaj ubrzani opazac, tu akceleraciju ¢emo zvati koordi-
natnom i oznacavat ¢emo ju s A. Akceleracija ubrza-
nog opazaca a za njega moze biti konstantna, odnosno
nemamo problema s tim da ¢e mu brzina postati veca
od brzine svjetlosti jer on mjeri tu akceleraciju uvijek u
trenutno mirujuc¢em sustavu. Takav trenutno mirujuéi
sustav nazivamo sugibajuéim inercijskim sustavom. Su-
gibajuéi inercijski sustav definiramo kao sustav koji u
svakom odabranom trenutku vlastitog vremena 7, koje
mjeri ubrzani opaza¢, miruje u odnosu na tog opazaca.
To postizemo tako da tom sustavu damo brzinu u odnosu
na inercijalnog opazaca upravo na nacin da taj sustav
miruje u odnosu na ubrzanog opazaca u odabranom tre-
nutku vlastitog vremena. To je mogudée napraviti za svaki
odabrani trenutak vlastitog vremena ubrzanog opazaca.
U tom smislu mozemo gibanje ubrzanog opazaca pro-
matrati prelazak iz jednog u drugi sugibajuéi inercijski
sustav. To nas vodi do toga da je 4-akceleracija koju
bi mjerio opazac iz sugibajuceg inercijskog koordinatnog
sustava jednaka a® = (0,a,0,0) (radimo samo s jednom
prostornom koordinatom, u ovom slu¢aju X). Drugim
rije¢ima, vremenski dio 4-akceleracije za tog opazaca je
jednak 0 jer on akceleraciju mjeri trenutno. Sada mozemo
pronadéi vezu Minkowski koordinata (X,T) s vlastitim
vremenom ubrzanog opazaca, odnosno mozemo pronadci
putanju ubrzanog opazaca u (X,T) koordinatama. Za
to nam je jo§ potrebno uvesti brzinu u, odnosno brzinu
ubrzanog opazaca u odnosu na sugibajuéi inercijski sus-
tav. Ova brzina je po definiciji jednaka 0 za svaki 7, no
njena prva derivacija nije jednaka O jer tada ne bismo
ni imali nikakvo ubrzano gibanje. Jo$ uvodimo brzinu
v, to je relativna brzina izmedu sugibajuéeg inercijskog
sustava i sustava inercijalnog opazaca u prostorvremenu
Minkowskog. Brzina v nam definira potrebni Lorentzov
faktor v = \/1%7 Dakle, racunamo

du  d(vyv) dry dv

“=ar = ar " Var i
= Aviy® + Ay ; Az% , ;l—;:Av’y3
:A71—1v2 :A’y3 — a:”yg%.
Jednostavna integracija daje
v al

al' = —— = v=

VI =02 V14 (@l)?

Veza izmedu T i 7 nam je dobro poznata i ona je

dr 1

A

T=~v1 =



Sada imamo

T 1

dr 2
1— aT
()

Jednostavna integracija daje

1+ (aT)? .

ar = sinh™* (aT) = T(7) = 2sinh (am) . (2)

Nadalje, iz
dX aT

V= — =

AN ENTiE

jednostavnom integracijom dobivamo

x o VIE@T?
a

Sto nakon uvrstavanja izraza za T'(7) (2) rezultira s
1
X (1) = —cosh (ar) . (3)
a
Lako se uvjeravamo da vrijedi

1
X2 2 _
=

)

odnosno da je putanja ubrzanog opazaca s akceleraci-
jom a u (X, T) koordinatama (koordinatama inercijalnog
opazaca u sustavu Minkowskog) hiperbola.

Napomenimo da smo kroz gornje ra¢une implicitno
fiksirali sve potencijalne integracijske konstante pomodéu
translacijskih simetrija prostorvremena Minkowskog.

Izrazi (2) i (3) nam sugeriraju opéenitu formu Rind-
lerovih koordinata koje su adaptirane na svjetske linije
ubrzanih opazaca. Ta forma je [10]

T = F(z)sinh (kt) , X = F(z) cosh (kt) A

Y=y, Z=z, W
gdje su (X,T) Minkowski koordinate, a (z,t) su Rind-
lerove koordinate, x je konstanta te je F'(z) neka glatka
funkcija Rindlerove koordinate x.

Na Slici 1 vidimo da uvodenjem Rindlerovih koor-
dinata prostorvrijeme dijelimo na cetiri klina odvojena
svjetlosnim hiperplohama (jer kao sto se lako uoc¢ava veé
sa same slike granice klinova su mjesta gdje vrijedi X =
+T). Bitno je uociti da (4) vrijedi za tzv. desni Rindle-
rov klin, na Slici 1 oznacen s I, za ostale klinove potrebne
su sitne modifikacije. Toga ¢emo se dotaéi u sljedeéem
poglavlju pri izvodu Unruhove temperature. Takoder,
napomenimo da se u literaturi jos koristi sljede¢a no-
menklatura: I = desni, IT = bududi, III = prosli, IV
= lijevi Rindlerov klin. To ¢ée nam biti vazno kasnije
kod konstrukcije termalnog sustava. Takoder, na Slici 1
su za desni klin prikazani polozaji svjetlosne proslosti -
I, prostorne buduénosti - ig i svjetlosne buduénosti -

. 4
Yl

Slika 1. Prikaz cetiri Rindlerova klina razdvojena svjetlosnim
hiperplohama. Slika preuzeta iz [10].

Z+. To su standardne oznake s Penroseovih (ili Carter-
Penroseovih) dijagrama.

Sada koristeéi (4) mozemo izvesti najopéenitiju formu
Rindlerove metrike

ds? = —dT? 4+ dX? +dY? 4+ dZ? =

7 2
—Kk2F(z)%dt* + (ddix)) dz® + dy* + dz* . (5)

Mi ¢emo kroz rad koristiti dvije reprezentacije Rindle-
rove metrike: F(z) =z, uz z = 1 i F(z) = X2 (g je
akceleracija ubrzanog opaza¢a u oba slucaja).

Prva reprezentacija nam daje metriku

ds? = —k222dt® + da? + dy? + d2* | (6)

a druga

2
ds* = — (g) (1+ ax)?dt* + da* + dy* +dz* . (7)

Jo§ ¢emo samo navesti koje su domene pojedinih ko-
ordinata s kojima radimo. Naravno (X,T) standardno
pokrivaju —oco < X,T < +oo. Koordinate (z,t) iz
reprezentacije dane sa (6) pokrivaju 0 < z < +oo,
—00 < t < 400. Koordinate (x,t) iz reprezentacije dane
sa (7) pokrivaju f% <z <400, —o0 <t < 4oo.

III. WKB IZVOD UNRUHOVE TEMPERATURE

Cilj ovog poglavlja nam je doé¢i do izraza za Unruhovu
temperaturu. Standardni udzbenicki izvod [11] polazi
od skalarnog (spin mu je 0) bezmasenog polja u vre-
menskoj i jednoj prostornoj dimenziji te se potom to
polje kvantizira u Minkowski koordinatama te u Rind-
lerovim koordinatama. To proizvodi dva skupa opera-
tora stvaranja i poniStenja. Po samoj definiciji tako do-
biveni operatori poniStenja ne ponistavaju isti vakuum,



odnosno jedan operator poniStenja ¢e ponistavati Min-
kowski vakuum |0),,, a drugi Rindlerov vakuum |0) .
Ta dva skupa operatora su povezani tzv. Bogoljublje-
vim transformacijama. Naposljetku se ra¢una ocekivani
broj cestica pomoéu Rindlerovih operatora stvaranja i
ponistenja u vakuumu Minkowskog. To producira Bose-
Einsteinovu raspodjelu u slucaju skalarnog bezmasenog
polja. Iz te raspodjele se zatim iS¢itava Unruhova tem-
peratura. Mi ¢emo ovdje koristiti heuristican pristup,
slican WKB aproksimaciji u kvantnoj mehanici, koji je
po svojoj prirodi poluklasi¢an te ¢emo se dobrim dijelom
bazirati na idejama iz ¢lanaka [7, 8, 10].

Za pocetak ¢emo pokusati rijesiti kovarijantnu Klein-
Gordonovu jednadzbu, koja je dana s (A3) (uzet ¢emo
sluéaj m = 0), koristeéi reprezentaciju Rindlerove me-
trike danu izrazom (7). Takoder, radit éemo s vremen-
skom i jednom prostornom koordinatom.

Ako izra¢unamo determinantu te metrike dobivamo da
je ona jednaka

g = det(gap) = — (g>2 (1+ax)* .

Odmah uocavamo da dobivena determinanta iS¢ezava
za T = —%. No to nam predstavlja problem u jednadzbi
(A3) zbog faktora ﬁ. Na isti problem bismo naisli
koristeci reprezentaciju Rindlerove metrike danu izrazom

(6).

Ovo nam sugerira da konstruiramo koordinatnu tran-
sformaciju iz jednadzbe (7) koja ¢e ukloniti ovakvo
ponasanje metrike te koja ¢e imati signaturu metrike po
konvenciji koju smo odabrali na pocetku. To postizemo
na sljedeéi nacin:

V14 2az’ , X 2_%
l1+azx =< , Sl (8)
i1 4 202" X < -5
sinh (xt’) X > -k
sinh (kt) = Lo 9
sin (H ) {Z cosh (/{t/) , X’ S _i ’ ( )
cosh (kt') x> -4
h(kxt) = T 20 10
COS (K/ ) {_Z sinh (K/t/) , %’ S _i ( )

Izrazi (9) i (10) nam govore da za ovakvu transformaciju
mora vrijediti

t X > oL
t= {t, 4T 7X7 < 2£ . (11)

Dakle, (8) i (11) nam daju transformaciju iz koordinata
(z,t) reprezentacije dane sa (7) u koordinate (z’,¢'). To
nam odmah implicira da je transformacija iz Minkowski
koordinata (X, T) u (2’,t") koordinate dana s:

1 {T — VIE208 in, (gt

zax > ——: , , 12
- X = YoTreor 122‘” cosh (kt’) (12)

T= 7”1221105/' cosh (kt')

1
zaxr < ——: A (13)
2a | x = 7\14;2% | sinh (kt")
Koordinate (z',t') pokrivaju —oo < z',t' < +o0.
Prvo §to uocavamo je to da nam je metrika jednaka i
za (12) i za (13) te je dana s:

2
ds? = — (E) (1+ 2az’)dt"? + (1 + 2az’) " dz"? . (14)
a

Ako (14) usporedimo sa Schwarzschildovom metrikom
u sfernim koordinatama

-1
ds® = — (1 - 26’;M> dt*+ (1 - QCiM) dr® +7%dQ*

(15)
uz zanemarivanje kutnog dijela r2dQ? koji efektivno od-
govara y i z koordinatama, vidimo da metrika (14) ima
istu formu kao Schwarzschildova metrika u sfernim koor-
dinatama (15). Ovaj korak je jako vazan jer smo na neki
nacin uspjeli konstruirati horizont u (z’, ¢') koordinatama
koji je iste prirode kao dobro poznati horizont Schwarz-
schildove metrike, a nalazi se na polozaju x’ = —i.

Nadalje, vidimo da je determinanta metrike (14) do-
bivene iz (12) i (13) jednaka g = — (£)* te # 0V o/, ¢'.
Dakle, uspjeli smo rijesiti problem od kojeg smo krenuli.

Ono §to smo mi efektivno postigli gornjom analizom
je sljedece. Ako pogledamo [10], onda vidimo da je veza
Minkowski i Rindlerovih koordinata u klinu II sa Slike 1
jednaka

T = F(x)cosh (kt) , X = F(x)sinh (kt)

16
Y=y, Z=xz2, (16)

§to je ocito jer bi u tom klinu putanje ubrzanih opazaca
bile hiperbole

1
T? - X* = -
Ako pogledamo (12) i (13) vidimo da su hiperbolni di-
jelovi ovih transformacija u jednakom odnosu kao hiper-
bolni dijelovi iz transformacija za klin I i klin IT.

Ovo je jako bitna opservacija jer nam ona govori da
imamo, barem efektivno, tuneliranje Cestica (skalarnih
bezmasenih u nasoj analizi) izmedu klinova I'i IT sa Slike
1 ;ireko horizonta danog u (z’,t') koordinatama s o’ =

2Saada smo u prilici, po analogiji s npr. WKB teorijom
alfa raspada, uzeti da nam je skalarno polje, odnosno
valna funkcija, koje ulazi u jednadzbu (A3) oblika

$(x) = oet 5@, (17)

gdje je ¢ konstanta, a x = (¢, Z) 4-vektor polozaja, dok
je S(x) akcija.
Iz (A3) imamo
n? b b
= (9°°00$0ar/~g + V=9(8ag®’) Doip+
+V=99""0a0p) + m?¢ =0,



u nasem slucaju smo rekli da je m = 0 pa imamo

— 12 (9*°0y$0a/—g + V= 9(0ag"*) Do+
+v/=99"0.0,8) =0 .

Sada ¢emo iskoristiti jedan od postulata diferencijalne
geometrije [5], a to je tzv. kompatibilnost kovarijantne
derivacije s metrikom, koji kaze da vrijedi V,g*¢ = 0 te
¢emo se ograniciti na slucajeve koordinatnih sustava s
dijagonalnom metrikom, a s takvima i radimo kroz cijeli
ovaj rad.

Dakle, imamo

vagbc _ 8agbc 4 nggdc + ng‘gbd =0.
Za dijagonalnu metriku znamo da vrijedi [12]

=0, zaatbte,
ra :3b\/—g
@ =g

Time dolazimo do
Dag® = —To.9% = Th9""

§to uz koristenje tzv. harmonickog bazdarenja I'® ;g% = 0
[13] daje

—h2g®0,0,0 =0 . (18)
Sada uvrstavanjem (17) u (18) dobivamo
~ihg®* 0,045 () + g**(9aS(2))(9pS(2)) = 0,
§to uz poluklasi¢ni limes A — 0 postaje
9°"(0a5(2))(9pS(x)) = 0 . (19)

Sljede¢a bitna opservacija je ta da akciju iz (17)
mozemo pisati na nacin

S(z) = S(t,7) = —Et + S(7) , (20)

iz klasi¢ne mehanike znamo da ovakva dekompozicija ak-
cije vrijedi za konzervativne sustave, odnosno sustave u
kojima je ocuvana energija [14]. U jeziku gravitacije to
izrazavamo na nacin da kazemo da ako je prostorvrijeme
stacionarno (prostorvrijeme koje posjeduje Killingov vek-
tor vremenskog tipa), onda je energija u tom prostorvre-
menu o¢uvana. Jer nama zapravo stacionarnost implicira
postojanje simetrije u vremenskim translacijama, $to po
Noetherinom teoremu implicira upravo o¢uvanje energije.
Za reprezentacije Rindlerove metrike dane izrazima (6) i
(7) postojanje Killingovih vektora vremenskog tipa koji
odgovaraju nultoj komponenti u metrici je odmah vid-
ljivo, no metrika (14) koji smo iskonstruirali ima jednu
tehnicku poteskocu koja se javlja upravo i u njenoj ana-
logiji - Schwarzschildovoj metrici, a to je da Killingov
vektor koji odgovara nultoj komponenti u metrici mije-
nja svoj karakter u ovisnosti s koje strane horizonta se

nalazimo, odnosno on nije globalno vremenskog tipa. No
to je samo jedna tehnikalija koja nam nije toliko bitna
pa ¢emo raditi bez ikakvih problema s izrazom (20).
Sljede¢a veli¢ina koja nam je potrebna je koeficijent
tuneliranja T iz nerelativisticke kvantne mehanike, za
jednu prostornu dimenziju (x), za kojeg vrijedi [15]

T ~ e*%ﬁmf p(z) dz ’ (21)

gdje § znadi da integriramo prvo od jedne klasic¢ne tocke
obrata do druge, a zatim obrnuto.

Kao §to nam je ve¢ poznato ¢ p(z)dz u vedini
slucajeva mozemo zamijeniti s 2 [p(z)dz, gdje sada
samo integriramo od jedne do druge klasi¢ne tocke
obrata.

U [7] autori pokazuju da prethodno opazanje u vezi
integracije nije primjenjivo uvijek u WKB pristupu gra-
vitaciji, no ovdje to opazanje mozemo koristiti.

No u [7] autori iznose jednu vazniju tvrdnju, a to je da
jer nam sada viSe vrijeme nije parametar kao u nerelati-
vistickoj kvantnoj mehanici, ve¢ koordinata ravnopravna
prostornim, onda moramo i to ukljuc¢iti u T. Naé¢in na
koji to postizemo je da T piSemo kao

T ~ ef%jm(pr(w) dz—EAt) , (22)

uz At = tT+t~, gdje tT oznacava promjenu u vremenskoj
koordinati kod prelaska horizonta pri integraciji od —oo
do 400, a t~ promjenu pri integraciji od 400 do —oc.

Sljededi korak, koji nam je mozda i najbitniji u cijelom
WKB pristupu izvodu Unruhove temperature i u kojem
se mozda najbolje oc¢itavaju heuristi¢nost i poluklasi¢nost
ovakvog pristupa je taj da T poistovjecujemo s Maxwell-
Boltzmannovom raspodjelom (T~ e~ 7). Razlog tome je
taj da u nekom smislu mi mozemo tretirati ovaj problem
na nacin da se desni Rindlerov klin I zbog procesa tune-
liranja izmedu klinova I i IT termalizira te da je proces
te termalizacije opisan upravo Maxwell-Boltzmannovom
raspodjelom. Kao §to je veé¢ ranije receno u racunu
pomocu kvantne teorije polja jedine raspodjele koje nam
se mogu javiti su Bose-Einsteinova ili Fermi-Diracova.
No bilo kako bilo uzet ¢emo da vrijedi

T ~ e—%jm(pr(:v) dz—EAt) ’

Tr~e T . 23)
Jednostavno se pokazuje da vrijedi [9]
So(x) = /p(w)dx .
Tako da (23) daje
T = Eh (24)

- Om(2S(x) — EAt)



Sada iz (14), (19) i (20) dobivamo

= So(z') =

2 E?
~ (&) = + (14 202)) (0w So(2'))? = 0
=1+ 2ax’
du

k/ 14 2ax
Ea/ dx’
K J_oo 14 2az
2

E [T du

Naivno gledajuéi u (25) imamo posla s divergentnim
integralom, no kako je sugerirano u radu [16] u ovom
kontekstu tog problema se rjeSavamo pomoc¢u Sokhotski-
Plemeljovog teorema danog s (B1).

Nadalje, kako je pokazano u radu [17] termodinamicki
tretman mozemo ukljuc¢iti u cijeli ovaj kontekst jedino
ako vrijedi Jm(Sp) > 0, to nas automatski ogranicava da
na lijevoj strani jednadzbe (B1) moramo koristiti « — ie
u nazivniku.

Sada direktna primjena (B1) na (25) rezultira s

E E teo g
Sozii+—P.V./ &
K 2K oo U
Er E . /—f du /+°° du
=1— + — lim — 4+ =
2K 2K e—0+

v=——u . Em £ dv NG du
= 11— + — — +
2K 2K €—>O+

Jo$ nam preostaje izracunati At’. Za to ¢emo provjeriti
§to se dogada s faktorima ovisnim o 2’ iz (12) i (13) pri

prelasku horizonta u ' < —i -2 > —ﬁ, odnosno

z > —i — 2 < —i smjeru, jer ¢e nam to fiksirati
i ponasanje t' pri prelasku horizonta. Uvodimo pokratu
Y=1+2ax’, iz toga slijedi da kada vrijedi 2’ < —3-, onda
je Y <0, a kada vrijedi 2’ > —5-, onda je Y > 0.

Dakle, imamo

VIV = V=Y — V() (D) (-Y) =ivVY

Y<0 Y>0

VY — VO ==Y =ivV[Y],

Y>0 Y<0

= da’ =

vidimo da se u oba sluc¢aja generira faktor ¢ ispred kori-
jena. Ovo nam govori da ako zelimo da transformacije
(12) i (13) ostanu konzistentne, onda pri prelasku hori-
zonta u oba smjera mora vrijediti

t—t - .
2K

Zakljuéujemo t'* = — T odnosno

T

A =T+t~ =—— . (27)
K

Iz (24), (26) i (27) dobivamo

hr

== (28)

Rezultat (28) je upravo temperatura desnog Rindlerovog
klina.

Sada ¢emo koristeéi (28) i Tolmanov zakon doéi do
izraza za Unruhovu temperaturu.

Tolmanov zakon [18] nam govori da ako imamo neki
medij na temperaturi 7' (u nasem kontekstu je preciznije
reéi da je to temperatura koju mjeri opaza¢ akceleracije
a = k) 1 neku stati¢nu metriku (metrika je stati¢na ako
je stacionarna (goo(z) = goo(Z)) te ako vrijedi go; = 0 i
gij(z) = glj( Z) (gdje je i,j = 1,2,3)), onda je tempera-
tura koju mjeri neki opazac (Top( Z)) jednaka

o T
ol®) = @ 2

Sada ako shvatimo desni Rindlerov klin kao sustav na
temperaturi 7' danoj s (28), onda mozemo re¢i da ¢e svaki
opaza¢ u tom sustavu (koji je karakteriziran svojom ak-
celeracijom a) prema Tolmanovom zakonu (29) mjeriti
temperaturu, koju zovemo Unruhovom (Ty), koja je uz
goo iz reprezentacije Rindlerove metrike dane izrazom (6),
jer nam tu kroz x = % akceleracija pojedinog ubrzanog
opazaca odmah ulazi u pric¢u, jednaka

hx 1
27 KT

KL g b (30)

T
v 27 & 27

Izraz (30) je dobro poznati rezultat za Unruhovu tem-
ha )
2nckp | °
Napomenimo jo§ da se izvod Unruhove temperature
moze raditi i uz ostale vrste Gestica, odnosno polja. U [10]
je to napravljeno za bezmasene fermione spina 2 rezul-
tat je ocekivano isti. U tom radu formalizirana je ovdje
prikazana metoda tuneliranja. To je u¢injeno na nacin
da se konstruira matrica gustoc¢e nakon rjesavanja pripa-
dajuce kovarijantne jednadzbe uz Rindlerove koordinate,
koju nam odreduje spin (za spin % to je naravno Dira-
cova jednadzba) te se onda pomocu reducirane matrice
gustoée moze doéi do izraza (30). Takoder, kvalitetan
pregled Unruhovog efekta moze se pronaéi u [19].

peraturu (u SI sustavu jedinica on glasi Ty =

IV. KONSTRUKCIJA TERMALNOG SUSTAVA
UZ PROIZVOLJNU METRIKU

U prethodnim poglavljima smo razvili sve pojmove i
rezultate potrebne za konstrukciju termalnog sustava u
ovom kontekstu. U toj konstrukeiji nam vaznu ulogu igra
ubrzani opazag, jer sve potrebne veli¢ine ¢e biti mjerene
iz njegovog sustava. Drugim rijeCima, re¢i ¢emo da neki
ubrzani opaza¢, akceleracije a mjeri potrebne velic¢ine.
Jer kao §to ¢emo vidjeti upravo ¢e Unruhova tempera-
tura koju smo izveli imati jako bitnu ulogu u kasnijim



racunima. Napomenimo da ¢e nam nadalje najvise odgo-
varati da radimo sa reprezentacijom Rindlerove metrike
danom sa (6) te da ¢emo raditi s vremenskom i tri pros-
torne koordinate jer se svi veé izvedeni rezultati uz vre-
mensku i jednu prostornu koordinatu prirodno prevode
u ovaj opcenitiji slucaj.

Za pocetak opazamo da u (6) nemamo ovisnost o t,
dakle takva metrika posjeduje Killingov vektor 0;. Sada
mozemo prevesti ovaj vektor u (X,T) koordinate ko-
risteéi (4) (uz F(x) = x)

oT 0X Yy 0z
= k (z cosh (kt)Or + xsinh (kt)0x) + 040 =
Kk (X0r +TOx)

= O = R(X@T + Tax) R (31)
————

=x“

§to odmah prepoznajemo kao generator potiska u X
smjeru (kako smo veé rekli, cijelo vrijeme bez smanje-
nja opcéenitosti radimo sa pretpostavkom da se ubrzanje
dogada upravo u tom smjeru), kao sto je i o¢ekivano.

Ako zahtijevamo da je norma ovog Killingovog vektor-
skog polja (oznacili smo ga s x) jednaka 0, uz

Or = , Ox =

IS
c oM

0
1
0
0

OO O

onda imamo

XaX® = gapX™ X’ = goox"x° + giix*x* =
= X?247%2=0 = X =4T. (32)

Ako pogledamo na Sliku 1, onda vidimo da smo
pomoc¢u (32) pokazali da su pravei X = £T s te slike
upravo trazeni Rindlerovi horizonti.

Dakle, uspjeli smo pokazati da su Rindlerovi horizonti
svjetlosne hiperplohe (kako radimo u 4 dimenzije, onda su
te hiperplohe po definiciji trodimenzionalne) generirane
Killingovim vektorskim poljem x®. Takoder, primijetimo
da x® iscezava za (X,T) = (0,0), odnosno is¢ezava na
mjestu gdje se dane hiperplohe sijeku.

Jo§ moramo navesti jedan bitan teorem, kojeg ne¢emo
dokazivati (dokaz se moze pronaéi u radu [20]), a bit ée
nam vazan za konstrukciju lokalnog horizonta:

Teorem. Ako su generatori Killingovog horizonta
geodetski  kompletni u proslost, wuz neiséezavajucu
povrsinsku gravitaciju, onda Killingov horizont sadrzi
(D-2)-dimenzionalnu (v naSem slucaju  dvodimenzi-
onalnu) prostornoliku plohu B na kojoj Killingovo vek-
torsko polje x® is¢ezava. B nazivamo bifurkacijskom plo-
hom. [21]

Sada mozemo konstruirati lokalni horizont, a zatim i
termalni sustav uz proizvoljnu metriku.

Kreé¢emo od odabira proizvoljne tocke p u nekom pro-
izvoljnom prostorvremenu. Promatrat ¢emo okolinu te
tocke za koju vrijedi da je metrika priblizno jednaka
Minkowski metrici 7,5, odnosno okolinu koja je priblizno
ravna. U takvu ravnu okolinu tocke p ¢emo uvesti ubrza-
nog opazaca akceleracije a, koji ¢e kao $to smo veé rekli
mjeriti Unruhovu temperaturu Ty = % Uvodenjem
ubrzanog opazaca smo automatski proizveli Rindlerove
klinove, a time i Rindlerove horizonte, koji su kao §to smo
rekli svjetlosne hiperplohe generirane Killingovim vektor-
skim poljem x®. Naravno x® je sad priblizno Killingovo
vektorsko polje jer kao §to smo rekli okolina tocke p je
samo priblizno ravna. Sve ¢emo raditi s desnim Rindle-
rovim klinom.

e/
{ THERMAL

{ RINDLER

B | WEDGE

X

causal \
horizon H

Slika 2. Prostornolika ploha B i desni Rindlerov klin uz
oznacen lokalni horizont H. Slika preuzeta iz [22].

Sada u pricu mozemo uvesti ranije navedeni teorem.
Naime, kako znamo da smo uvodenjem ubrzanog opazaca
u okolini tocke p generirali dvije svjetlosne hiperplohe
koje se sijeku, to nam sugerira da odaberemo neku pros-
tornoliku dvodimenzionalnu plohu B koja sadrzi p u ko-
joj ¢e se se dvije navedene hiperplohe sjeci jer prema na-
vedenom teoremu te hiperplohe sadrzavaju takvu plohu
na kojoj x® iScezava. Takoder, uvest ¢emo kongruenciju
(skup geodezika kroz neki dio prostorvremena koji se ne
sijeku i istog su tipa) svjetlosnih geodezika [® koja je oko-
mita na B, time postizemo to da sada imamo dva skupa
generatora svjetlosnih hiperploha, odnosno Rindlerovih
horizonata, a to su [* i x®. Jo$§ éemo za vektorsko polje
[* uzeti da je afino parametrizirano, odnosno da zadovo-
ljava geodetsku jednadzbu oblika

1, =0. (33)

Ovakva konstrukcija nam omoguéava da X = —-T
Rindlerov horizont iz desnog Rindlerovog klina smatramo
tzv. lokalnim horizontom H oko tocke p, uz proizvoljnu
metriku. Na Slici 2 je lokalni horizont oznacen podeblja-
nom linijom.

Nadalje, imamo slobodu odabrati da je vektorsko po-
lje 1 usmjereno u proslost, a vektorsko polje x* u



buduénost. To postizemo vezom
X* = —rA", (34)

gdje je A < 0. Ovo nam implicira da x* zadovoljava ge-
odetsku jednadzbu koja nije afino parametrizirana. Na-
ime,

XaXb;a = _"f(lea/\;a - K‘)‘Q lalb;a) ’
——
(2)0

takoder
la)\;a =—1 — —/{)\la)\;a = ,l<;/>\ — Xa)\;a — K/)\

pa dobivamo

XX"0 = K(=RA") = kX"

= XX = X" - (35)

Izraz (35) je upravo geodetska jednadzba za x* koja
nije afino parametrizirana.

U [12] se nalazi jednostavni postupak kojim mozemo
povezati afini parametar iz jednadzbe (33) A te neafini
parametar iz jednadzbe (35) v, taj postupak nam daje
vezu

A= —e ", (36)

a trivijalno se provjeri da (36) stvarno reproducira (34).
Nama ¢e nadalje kroz rad parametri A i v igrati ulogu
”vremena’ kojim karakteriziramo evoluciju naseg sus-
tava. Vidjet ¢emo da upravo izbor jednog, odnosno dru-
gog parametra kao prirodnog ”vremena” sustava odgo-
vara dvama razli¢itim termodinamickim pristupima pro-
blemima koje ¢emo kroz sljedeéa poglavlja rjesavati.
Sada smo u prilici definirati $to nam je termalni sus-
tav uz proizvoljnu metriku. To ée biti desni Rindlerov
klin, s lokalnim horizontom H kojeg smo uveli, u pri-
blizno ravnoj okolini tocke p u kojoj se giba neki ubrzani
opazac koji mjeri Unruhovu temperaturu Ty povezanu s
njegovom akceleracijom a. Temperaturu ovog termalnog
sustava T' dobivamo pomo¢u Tolmanovog zakona jer za
priblizno ravnu okolinu tocke p mozemo koristiti repre-
zentaciju Rindlerove metrike danu sa (6). Pa imamo

hw kK hk
T'=Tvv=go0 = 2?@2 o
hk
T=—".
= o (37)

Ovaj rezultat mozemo direktno povezati s (la), naime
ako k iz (37) poistovjetimo s povrsinskom gravitacijom iz
(1a), onda mozemo reéi da je na§ termalni sustav upravo
desni Rindlerov klin na temperaturi danoj s (37) koja jed-
naka temperaturi njegovog lokalnog horizonta H. Dru-
gim rije¢ima, temperatura termalnog sustava je jednaka
temperaturi njegovog lokalnog horizonta H.

Sljedeé¢a vazna veli¢ina ¢e nam biti tok topline koju
unosimo u termalni sustav te ga tako malo perturbiramo,
za nju ¢emo uzeti da je jednaka

5Q = / T Xd? | (38)
H

gdje je dX¥ volumni element svjetlosne hiperplohe po ko-
joj ¢emo integrirati (odnosno volumni element lokalnog
horizonta), a dan je s [23]

dyb = 1Ped) ,

gdje je € povrsinski element.

Na Slici 2 je nazna¢eno u kojem smjeru je tok topline
kojom perturbiramo nas termalni sustav, dakle toplina
ulazi preko lokalnog horizonta u sustav.

Jo§ je bitno napomenuti da je 4-struja j, = Tapx®
pomoc¢u koje smo definirali tok topline (38) jedina ko-
varijantno o¢uvana 4-struja koju je moguce konstruirati
kontrakcijom tenzora energije i impulsa T,, s nekim
vektorskim poljem, jer kako je pokazano u [24] zahtjev
ocuvanosti tako dobivene 4-struje nuzno vodi na to da
koristeno vektorsko polje mora biti Killingovo.

Za daljnje racune ¢e nam biti potrebna afino
parametrizirana ~ Raychaudhurijeva  (ili ~ Landau-
Raychaudhurijeva) jednadzba za svjetlosne geodezike
koja je standardni udzbenicki rezultat pa ju necemo
izvoditi (izvod je moguée pronadi npr. u [23]). Afino pa-
rametrizirana Raychaudhurijeva jednadzba za svjetlosne
geodezike glasi

dé 1

o —592 — 00 + wPwap — Rapl®ll
gdje je 0 skalar ekspanzije, o4, tenzor smicanja, wgp ten-
zor rotacije, a R, Riccijev tenzor.

Kako je u [23] pokazano za kongruenciju svjetlosnih
geodezika [* okomitu na prostornoliku plohu B koju smo
ranije uveli vrijedi wep = 0 jer [* po konstrukciji lezi u
svjetlosnoj hiperplohi H, a takoder je i svjetlosnog tipa
¢ime je nuzno okomit sam na sebe. To znac¢i da je [*
nuzno okomit i na H $to je prema [23] dovoljan uvjet za
waep = 0. Stoga ¢emo nadalje raditi s jednadzbom

do 1

= —502 — 0% — Rypllb . (39)
Kao sto vidimo u [23] vrijedi 6 = %, te je uspostavljena
relacija izmedu 6 1 €
lde 1 -
- =~ = 5 40

cdr ¢ (40)

odsada nadalje nam tocka iznad simbola oznacava deri-
vaciju po A.

Reparametrizacijom A — v izraza (39) jednostavno se
dolazi do relacija

O(v) = —kAO(N) ,

oap(0)0® (V) = (=)0 (N (M) . (1)



Dakle, pomocu veli¢ina A, 8(\), oqp(N) ili v, 6(v),
oab(v) ¢emo pratiti evoluciju svjetlosnih geodezika [* koje
smo uveli u pricu.

Napomenimo da je izbor tocke p posve proizvoljan,
tako da se ove konstrukcije onda prirodno prenose na
bilo koju tocku promatranog prostorvremena.

Integracija kakva nam se javlja u (38) ée se javljati
dalje kroz racune, zato moramo objasniti Sto to¢no mis-
limo pod [ - Naime, mi ¢emo integrirati po lokalnom
horizontu H u blizini tocke p, a formalno pod time po-
drazumijevamo

/HEd)\(...):/d)\/H(A) &) .

Dakle, prvo integriramo po povrsinskom elementu €, a
zatim po parametru A, koji odgovara generatoru lokalnog
horizonta.

Za kraj samo napomenimo da izbor okoline oko tocke
p ne moze biti proizvoljno malen jer bi nam pri takvom
izboru akceleracija a i tok topline 6@ divergirali, kako su-
gerira T. Jacobson u ¢lanku odakle ovakav pristup gra-
vitaciji 1 dolazi [3]. On predlaze da stoga svu analizu
provodimo u limesu omjera Unruhove temperature (~ a)
i toka topline, koji je konacan. Time analizu ¢inimo lo-
kalnom najvise $to mozemo.

V. TERMALNI SUSTAV U
TERMODINAMICKOJ RAVNOTEZI

Nakon s§to smo konstruirali termalni sustav u prilici
smo raditi termodinamicku analizu nad njim. Za pocetak
uvodimo mozda i najvazniju pretpostavku u ovakvom
pristupu gravitaciji, a to je proporcionalnost izmedu en-
tropije S i povrsine A lokalnog horizonta

dS = adA (42)

uz o = konst., naravno to ¢inimo motivirani s (1b). Ov-
dje smo u pri¢u implicitno uveli jaki princip ekvivalencije
(kroz o = konst.) koji zahtijeva da je Newtonova kons-
tanta G konstantna svugdje u svemiru (prostorvremenu)
(za detalje pogledati [22, 25]). Dakle, ovdje nam « ima
ulogu nekakve univerzalne gustoce entropije po povrsini
lokalnog horizonta.

Cilj ovog poglavlja je tretirati nas termalni sustav u
okvirima termodinamicke ravnoteze, to znaci da kada u
termalni sustav na temperaturi 7' danoj s (37) ubacimo
toplinu 6@ danu s (38) mora biti ispunjena tzv. Clausi-
usova relacija

0Q =TdS . (43)
Dakle, imamo
0Q=Ta 5/~1 ,

=€

§to uz (40) postaje
0Q = Tae = Ta/ de = Ta/ O(N)edX .
H H

Kako je sustav uvodenjem topline 6@ malo perturbiran
to nam sugerira da 6()\) razvijemo po A do prvog reda
oko tocke p, dobivamo

do(\)

B(N) = O(N), + A=

p

Stoga, imamo uz koristenje (39)

6Q = Ta/H €d\ (9(A)p + A (—;9(/\)2 — 0 (N)oap(N)—

)

S druge strane iz (34) i (38) imamo

—Rypl1%)

Q= / Topx®dxb = / Top(—KN)1%1P€dN .
H H

Dakle, odmah vidimo da je 6@ = 0 za A = 0, §to implicira
6(N\), = 0. Stoga, imamo jednakost

/ EAN(—KN)Tpl00° =
H

=T / €dN(=N) (0 (N)oap(N) + Rapl®1)
H

p

Ovdje ¢emo napraviti pretpostavku da vrijedi ogp(A), =
0. Time uz (37) dolazimo do

/ €dNRAT 11 = @a / €AMR,IY |
H 2 H

™

ova jednakost je dakle ispunjena ako za sve 1%, [® vrijedi

2w
D100 = R0 44
ha b b ( )

Kako je [* svjetlosnog tipa, odnosno kako vrijedi [, =
Gapl®1® = 0, iz (44) slijedi

2
%Tab = Rab + ‘Pgab . (45)

Funkciju ¥ éemo odrediti iz zakona sac¢uvanja energije
VT =0 (46)

i kontrahiranog Bianchijevog identiteta (¢iji dokaz je
mogude pronadi u [5])

1
VPR = gValt. (47)



Dakle, imamo

2T

7Tab = Rab + ‘Ilgab/vc
ha

2
— G Tuy = VeRab + 0y Ve® + ¥ Vogas
ho ——

=0
27
- %gadgbechde = gakchkb + gabchl/gac
27 c de c k c
- %6d9b6VcT = (SchR b + 6bVC‘I’
27 ce c
= —Gpe VI = V.RY +V,, ¥
hOz N—— N——
9 Wig,r
1
— V,¥ = —§VbR

I

1
0¥ = —iabR (jer su ¥ i R skalari)
R
— T=-Z+A. (48)
Uvrstavanjem (48) u (45) dobivamo

1 27
Rab - 7gabR + Agab = 7Tab ;

2 ha
§to su upravo jednadzbe polja za OTR (D6) uz korespon-
denciju

1
QZSWG:QZR, (49)
a to je upravo faktor proporcionalnosti iz (1b) u sustavu
mjernih jedinica s kojim ovdje radimo.

Dakle, uz pretpostavku proporcionalnosti entropije i
povrsine lokalnog horizonta te uz invokaciju jakog prin-
cipa ekvivalencije koji nam je faktor te proporcional-
nosti ogranic¢io na neku konstantu te uz uvjet da je ter-
malni sustav nakon unoSenja topline @) ostao u termo-
dinamickoj ravnotezi, odnosno da vrijedi Q) = T'dS smo
dosli do uvjeta 6(A), = 0. Nadalje, iz pretpostavke da
tenzor smicanja oqs(A), kongruencije svjetlosnih geode-
zika u toc¢ki p i3Cezava i zakona ocuvanja energije (46)
smo uspjeli reproducirati jednadzbe polja za OTR, (D6)
uz uvjet da za univerzalnu gustoéu entropije a vrijedi
(49). No (49) je upravo ono §to se dobiva iz analogije za-
kona mehanike crnih rupa sa zakonima termodinamike,
dakle to je ocekivan rezultat. To nas vodi do zakljucka
da smo uspjeli jednadzbe polja za OTR izvesti kao jed-
nadzbe stanja, analogno jednadzbama stanja u termodi-
namici.

VI. TERMALNI SUSTAV U .
TERMODINAMICKOJ NERAVNOTEZI

Za pocetak primijetimo da smo u prethodnom poglav-
lju pretpostavku oqp(A)p, = 0 uzeli jedino iz tog razloga
da bismo reproducirali jednadzbe polja za OTR, odnosno
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ona nema nikakve druge fizikalne motivacije. Stoga se
postavlja pitanje treba li nam takva pretpostavka uopée
u naSoj analizi. Kao $to je prvi put primijeéeno u [4]
ovu pretpostavku mozemo povezati s tim koji od para-
metara A i v smatramo prirodnim ”vremenom” kojim
opisujemo evoluciju promatranog sustava. Naime, ako
(41) napisemo koristeéi (36), onda imamo

O(v) = ke "0(N) ,

(50)
oap(0)a® (V) = (ke ") 20 () (M) .

Dakle, ako za ”vrijeme” kojim pratimo evoluciju sus-
tava uzmemo da je v, onda iz (50) vidimo da kada
O(A\) 1 oap(N) ne is¢ezavaju, onda (v) i oqp(v) trnu na
na¢in ~ e~ %Y. Dok u slucaju isc¢ezavanja 0(\) i gap(N)
imamo trnjenje ~ e "v"  gdje je r > 1. Dakle, sustav
se moze naéi u situaciji gdje je trnjenje u odnosu na
”vrijeme” v dovoljno sporo da se sustav viSe ne nalazi u
termodinamickoj ravnotezi. Ovaj argument nam otvara
moguénost poopcéavanja naSe analize na slucajeve gdje
O(N)p 1 0ap(N)p ne moraju nuzno is¢ezavati. No cijena
koju moramo platiti je ta da vise ne mozemo koristiti
Clausiusovu relaciju (43), ve¢ moramo prijeéi na slucaj
dS > 99, Standardni pristup neravnoteznoj termodina-

T
mici [26] rezultira tzv. zakonom ravnoteze entropije
5
dS::;%?;Fdsi, (51)

gdje ¢lan dS; > 0 odgovara entropiji nastaloj samo od
unutarnje strukture promatranog sustava.

To znac¢i da odsada nadalje u sve analize kre¢emo s
O(N)p # 01 0ap(N)p # 0 te uz relaciju (51).

Sada nam je potrebna digresija u relativisticku disi-
pativnu hidromehaniku jer ée nam odatle trebati neke
velicine koje ¢emo moci direktno prepoznati u kasnijim
analizama.

Za pocetak u slucaju idealnog fluida znamo da za ten-
zor energije i impulsa vrijedi

T = (p+ p)uu® + pg® , (52)

gdje je p volumna gustocéa energije, p tlak, a u® 4-brzina
elementa fluida. Takoder, uzeli smo da je kemijski poten-
cijal jednak 0, odnosno da nema promjene broja Cestica
te da nemamo prisustvo nikakvih naboja u fluidu.
Hidromehanika je po svojoj prirodi efektivni model za
opis interagiraju¢eg mnogocesti¢nog sustava koji se na-
lazi u pribliznoj ravnotezi. Glavna pretpostavka hidro-
mehanike je ta da je karakteristicna skala kojom opisu-
jemo fluid puno veca od srednjeg slobodnog puta vezanog
uz same ¢estice koje tvore fluid [27, 28]. Time postizemo
to da mozemo koristiti ve¢ dobro poznate jednadzbe ter-
modinamike jer je skala na kojoj termodinamicke varija-
ble variraju puno veéa od srednjeg slobodnog puta.
Stoga, mozemo na (52) dodati malu smetnju I17°.
Smetnju 1% éemo ograniciti na ovisnost o prvim deriva-
cijama 4-brzine u® te ¢emo na nju nametnuti tzv. Landa-
uovo bazdarenje [29] T1%u;, = 0 (koje mozemo napraviti



jer je sve §to je potrebno za njega odredeni potisak nad
u®). Smetnja I1°° uvedena na ovakav naéin koja ostav-
lja T simetri¢nim te zadovoljava Landauovo bazdarenje
ima oblik [27]

% = —2no®® — CORY | (53)

gdje su 1 i ¢ fenomenoloski parametri koji odgovaraju
viskoznosti smicanja, odnosno volumnoj viskoznosti te je
0 = u®,. Dok za 0% i h® imamo

O_ab _ %(ua;chd] + ub;chca) _ ghab , (54)
R = g® +utul (55)
iz (55) odmah slijedi h®h,;, = 3.
Iz normalizacije 4-brzine u® imamo
uu, = =1 = uugp +uquy, =0

= 2uau“;b =0 = weu =0 = uuep =0.
(56)

Nadalje, definiramo 4-struju j¢ volumne gustoée entro-
pije s
Jj=su®. (57)

Iz termodinamike znamo da vrijedi tzv. Eulerova relacija

(C2)
p+p="Ts.
Landauovo bazdarenje nam daje
0 = %y, = up(T — pute® — putub — pg®) =
= upT + pu + pul — pul.
— up, T = —pu® . (58)

Sada mozemo izrac¢unati divergenciju od j¢:

Vajs = Va(sua)(cg)va (p +pu“> =

T
1 1
= Tva(pua —l—pua)(ki):)fva(—ubT“b +put) =
1 1 P
—_ _7Tab " = aTab VY, a _
T Vaup Tub \Y% —i—TV U
(46)
=0
1
= _7((p + p)ua ubvaub +pgabvaub + Habvaub)+
T ——
(GION
_|_£V = 5 ua_lHabvu +\£\w
T T T ot T
1
= V,.j’= —Tnabub;a . (59)

Iz (59) je ocito da je za slucaj idealnog fluida (52) 4-struja
72 otuvana, dok u disipativnom slucaju to nije tako.
Primijetimo da (54) mozemo napisati kao

Qhab )

1 . .
o = f(ua’b +ube 4 uaucub;c + ubucu“;c) ~3

2
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Sada mozemo izracunati

1, . , 0
O'abo'ab — <2(ua,b + ub,a + uaucub;c + ubucua;c) _ 3hab)

1 ;d .d 9
§(ua;b + Upyq + Uguqu, + Upugu, ) — ghab
1 ab ab a:b ;d
= 7( TUgsh T U Uy + UgU T UgUy +
4 ——
@9,
+ u“;bubudua;d + ub;“ua;b + ub;aub;a—k
. .d . .
+ ub’auaudub + upu® udua’d—F

59,
a c, b a, c, b
T U Ugsp WU+ UTUTU, Upiq—
N——

(56)

0
d . o
- uducub;cub’ + uu? u‘ub;cubud—i—
——
39,

b b
+uuu® g + w U uSut A+

56
@9,
b, c, a ;d c, a d
+u uul uguquy© — uu® uqu, ) —

- —(u®, +up ugu®t 4+ ub;b +ug upu?® 4+
—— ~——

6
=0 58 =0 9,
c b c b c a
FUT U, U UpU U UgUT —
N—— N——" N——
59 59, 59

—uuqu®, + u,” +ul Uy + uy +
©6)4 =0 CON =6

+ u® ubub;a +ug uqu®? —uy ubub’ +

(59) 39 59,
bid o, 9
; a, ;
+ ug upu” —ug uu, )Jr?
&9 (58)
% 1
R ;b b; a
=3 + Q(u“ Ugsh + U Upq + UqUett” “u, )

(60)

Ako sada raspisemo (59)

“ 1. 1 . .
Vaiy = =70 upa = 2 (COR™" + 20" Jupa =

T

1 1, .. .
(Ce(gab 4 uaub) 4 277 <2(ua,b T ub,a+

T

, 0
_’_uaucub;c + ubucua;c)) o 3hab> Upq =



b

o | g e+ u

2
02
xap

onda usporedbom sa (60) dobivamo

b; ya
Upa + U Ut Uy’ ) —

_ ¢ %C

2
Va(su®) = T’?aaboab + %92 . (61)
Jednadzbu (61) éemo integrirati po svjetlosnoj hiperplohi

za ¢iju normalu n® je zadovoljeno u®n, = 1

~ Stok -
/edvva(sua) O:CS/esu“na =
~——

=1
~ - 2
= /se = /edv (;jaabaabJr ;92>
S~
das

— dSyis = / &dv (21:70“1’0@1,4— éaz‘) . (62)
Za kraj ove digresije napomenimo da ¢emo mi dalje
kroz rad (62) koristiti u kontekstu u kojemu je lokalni ho-
rizont H neki analogon hidromehanickog sustava. Kako
je H ovdje svjetlosna hiperploha, onda sam izvod za (62)
ovdje prikazan pati od tehnicke poteskoce jer na H ne
bismo mogli zbog svjetlosnosti koristiti da je u® norma-
lizirana na —1. Taj tehnicki problem rijeSen je u [28]
tzv. metodom rastezanja horizonta. U toj metodi se
svjetlosni horizont zamjenjuje vremenskom hiperplohom,
koja se u dobro definiranom limesu svodi na pocetnu svje-
tlosnu hiperplohu, odnosno horizont (Slika 3). Naravno
tim pristupom se opet dolazi do (62).

Slika 3. Skica tzv. metode rastezanja horizonta. Slika pre-
uzeta iz [28].

Nakon prethodne digresije vratamo se na problem iz
prethodnog poglavlja kojeg ¢emo sad tretirati uz pocetne
pretpostavke O(A), # 01 ggp(A), # 0.
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Dakle, isto kao u prethodnom poglavlju uzimamo da
vrijedi jaki princip ekvivalencije te radimo razvoj 0()\)
oko p do prvog reda u A $to nas opet vodi do

dS =a /H € (Q(A)p +A (—;9@)2 —a®(N)oap(N)—

)

ako ¢lanove u ovoj jednadzbi grupiramo na nac¢in

) , (63)

onda mozemo prema dekompoziciji (51) napraviti kores-
pondenciju

—Rapl*1")

dS = o / €dr <(9(/\) — ARq11)
H

p

Y <;9()\)2 + O'ab()\)aab()\)>

Q _ _ﬁ/ AT o101 €dN =
T T Jg
(64)
:a/aM@Qywaﬂw)
H P
asi=—a [ 330002+ 0" 0o ) | @r. (@9
H p

Iz (64) dolazimo do istog zakljucka kao u prethodnom
poglavlju, odnosno 6(A\), = 0 te nas to opet vodi do
jednadzbi polja za OTR.

Ono sto je novo u odnosu na prethodno poglavlje je
(65), 8to uz 6(\), = 0 postaje

dS; = —« / €T (N)oap(N) (66)
H P
Ako (66) prevedemo na integraciju po v, imamo
- ~ ab
dS; = — | €dvo®(v)ou(v) (67)
K JH p

Prirodno nam se namece da (67) poistovjetimo sa (62),
takoder uz (), = 0, §to nas vodi na sljede¢u korespon-
denciju

n_« _Ta_ahs_ah
T & T %k T okor 4n
n h
o 47 ()

Ovdje nam 7 ima ulogu nekakvog analogona viskoz-
nosti smicanja naSeg lokalnog horizonta H.

Rezultat (68) je upravo ono §to se dobiva iz
tzv. AdS/CFT korespondencije koja se javlja u kontek-
stu teorije struna [30]. Dakle, ovdje razvijenom metodom



rezultat.
Takoder, koristenjem (37), (49) i (67) dobivamo

_ 1 ~ ab
TdS; = el /Hedva (vV)oaw(v)] . (69)

p

Jednakost (69) je poznati izraz za tzv. Hartle-
Hawkingovo plimno zagrijavanje klasi¢ne crne rupe [31].
Dakle, ova metoda je polucila jos jedan poznati rezultat.

VIL. f(R) SLUCAJ

Sada smo u prilici testirati ovdje razvijenu metodu na
neku od opéenitijih teorija gravitacije. Kako je u [22]
argumentirano prijelaz na opdenitiju teoriju gravitacije
od OTR zahtijeva slabiji uvjet od jakog principa ekvi-
valencije. Taj uvjet je tzv. Einsteinov princip ekvivalen-
cije koji dopusta to da Newtonova konstanta G varira u
svemiru (prostorvremenu) (za detalje pogledati [22, 25]).
Nama se to u ovom kontekstu ocitava u tome da faktor
proporcionalnosti entropije i povrsine lokalnog horizonta
H vise nije konstanta kao u prethodna dva poglavlja.
Ovdje ¢emo koristeéi tu pretpostavku promatrati slucaj
f(R) gravitacije (akcija za f(R) je dana s (D2)), gdje
je f(R) neka opcenita glatka funkcija Riccijevog skalara
R te ¢emo pokusati ovdje razvijenom metodom doé¢i do
jednadzbi polja i ostalih veli¢ina za ovu teoriju.

Za pocetak uvodimo pokratu F(R) = % (kroz os-
tatak poglavlja ¢emo pisati f = f(R) i F = F(R)). Na-
pomenimo takoder da éemo kroz ostatak ovog poglavlja
koristiti OTR slucaj kao sinonim za f = R — 2A, od-
nosno za F = 11 F = 0 (zbog oblika akcije za OTR dane
s (D1)).

Einsteinov princip ekvivalencije nam nalaze da dS' za
f(R) slucaj pisemo kao

ds = BFe . (70)

Vidimo da se u OTR slucaju (70) svodi na dS = (e, gdje
je B = konst. i zasad pretpostavljamo 5 # « (no ocito je
da oc¢ekujemo da ¢emo na kraju dobiti 8 = «), to je veé
ranije koristen oblik.

Raspisivanjem (70) dobivamo

dds) oo
Wynye

— d(dS) = Bed\(F + FO(N)) / /
H

— dSzB/ GNF + FO(N)) . (71)
H

Primijetimo da (71) u OTR sluc¢aju poprima ocekivani
oblik dS = 3 [, 0(\)édA.

Uvodimo pokratu §(A\) = F 4+ FA()). Ponukani ana-
lizama iz prethodnih poglavlja nametnut ¢emo uvijet
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5()\),J = 0. Dakle, posljedi¢no kroz ovo poglavlje ¢e vri-
jediti

o =7 (72)

vidimo da se u OTR slucaju (72) ocekivano svodi na
6(\)p, = 0.
Razvoj 8(\) oko p do prvog reda u A daje

~ ~ do(\)
O(N) = 0(N), + /\T
p
Za % imamo
P
dO()\ s . ) .
L =0(\)p = (F+ 0NF +F0(N))|
d\ » —_— »
(12) g2
- F

dok za F vrijedi
F =19V, (I°VyF) = 1%V V, F 4+ 19V, I V, F
N—_——

(3:3)0

= F=1"1Fa.
Time za 6()\) dobivamo
2

O(N) = 0(N), +X (zazbﬁab 2 ]-"9(A)>
—— F

)

=0 p
Sto koristeci (39) postaje

~ 1

O(N) =\ (f<29(A)2 + 0N oaw(N) + Rabl“lb) +
2

P Fg - T ) =
f
=~ 7'r
@ ro(n)2

3
= A((ﬁab — FRyp)I" — 5er(A)Q—

— faab(/\)aab()\))

P

Dakle, sada za (71) imamo
~ 3
as =5 [ edM((ﬁab — PR~ S0
H

- ]-'o“b()\)aab()\)) (73)

p

Usporedujuéi (51), (62) i (73) se sada odmah namede
korespondencija

09 _ 3 / EADMN(Foap — FRap)1%1" (74)
T H

. (75)

ds; = —ﬁ/H’édeGe(A)Q + Uab(/\)aab()\)>




Iz (34), (37), (38) i (74) dobivamo
~ a1b hk ~ ab
—Kk | €T = —F | €dAN(F.ap — FRap)I”
H 2r Ju '

ova jednakost je ispunjena ako za sve 1%, [* vrijedi

2
Tl = ab — Feap) 1910 .
B b (FRap — Fiab) (76)

Kako je % svjetlosnog tipa, iz (76) slijedi

2T Ly = FRap = Foar + Fgan (77)
h3

Funkciju ¥ ¢emo kao i ranije odrediti koristenjem (46) i

(47). Takoder, primijetimo da vrijedi F.qp = Fupg jer je

F skalarna funkcija.

Dakle, imamo

2
hp

2
— %vcm = RayVoF + FVeRap — VoFuat

Tab = ]:Rab - ]:;ba + iIgab/vc

+ gabvc‘i} + ‘AI} vcgab
=0

2
— h—ggadgbechde = RayVoF + FgapVRY,—

- vc-/.'.;ba + gabvc‘i}/gac
2m c de a c k
= LGN DiVeTY = RuVF + FOV R~
— VO Fipa + 05V W
2
— LV = RyVF+F V.R% —
h3 ~—~—~ ~——
(4:6)0 C‘;’avaRab
~ V" Fia + V¥,
——

=08, ¥

iskoristili smo ¢injenicu da je ¥ skalarna funkcija.
Dobili smo

‘i’,b = —(FRap — Fiva)'® - (78)

Iskoristit ¢emo jos jedan rezultat diferencijalne geome-
trije [5)

(VaVy — Vi Va)2¢ = R, E g2, (79)

gdje je Rapeq Riemannov tenzor.
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Koristedi (79) (FRqp)'® mozemo zapisati kao
(FRaw)* = Rap F*4+FVe°Ru
\/k ——

=R,k

“n
= 3Ry

= fR,b + R F =

2

- gRJ’ — Ry =

- ngb = Ry Fi =

© gR,b Yy ViVEE + ViV, VEE |
~—— —0OF kera

71f,b =" VeV Vo F

ovdje smo na vise mjesta koristili razne (anti)simetrije
Riemannovog tenzora te ¢injenicu da je R skalar.
Dakle, imamo

CI},I,:—@” — V,0F + V%L, F — V%Y E) :

iskoristit ¢emo ¢injenicu da je d’Alembertijan skalarne
funkcije skalar, odnosno da vrijedi V,O0F = 0,0F.
Time dolazimo do

U, = —(*’;b - abmf) =

f
= (D]—' — 2>’b
f

:>€13=Df—§. (80)

Uvrstavanjem (80) u (77) dobivamo

2

aziTa,
Gab 3 b

FRap — Foab + (D]-" J2c>
Sto su upravo jednadzbe polja za f(R) teoriju gravitacije
(D7) uz korespondenciju

27 1
Dakle, ovdje razvijena metoda nam je polucila jed-
nadzbe polja i za opéenitiju, f(R), teoriju gravitacije od
OTR te smo kao sto je i o¢ekivano pokazali da je u tom
slucaju 8 = « ((49) i (81)).
Jos nam preostaje analizirati jednadzbu (75). Ako ju
prevedemo u integraciju po v, imamo

ds; = é/ Edv]:<39(v)2 + a“b(v)aab(v)> (82)
K Jg 2 P
Usporedba (82) sa (62) nam uz § = « izravno daje

n_hr
i (83)
¢ 3hF
== —" 4
o) 4m (84)



Izraz (83) prepoznajemo kao ocekivano poopéenje iz-
raza (68) u OTR slucéaju. Dok s druge strane (84) ne
mozemo usporediti s OTR slucajem jer u tom slucaju ni-
smo mogli izvesti analogon ove jednadzbe zbog (), = 0.
Napomenimo jo§ da je u [22] dana interpretacija

B [ -, 3
E/Hedvi]:ﬁ(v)i

doprinosa iz (82), no ovdje neéemo ulaziti u to.

Dakle, u ovom poglavlju smo ovdje razvijenom meto-
dom uspjeli izvesti jednadzbe polja za f(R) teoriju gravi-
tacije te smo pronasli potrebne analogne veli¢ine onima
iz OTR slucaja.

VIII. RASPRAVA I ZAKLJUCAK

Ono ¢ega se nismo dotakli u ranijim poglavljima je
to odakle dolazi entropija koju smo koristili. Kako je
sugerirano u [3, 4, 22| porijeklo ove entropije su korela-
cije u fluktuacijama vakuuma izvan i unutar promatranog
desnog Rindlerovog klina u blizini lokalnog horizonta H.
Ovakva entropija bi divergirala u rezimima jako visokih
energija, odnosno jako malih udaljenosti (UV divergen-
cija). Stoga se, kako je standardno u kvantnoj teoriji po-
lja, uvodi nekakva regularizacija da bi se izbjegla diver-
gencija. Regularizaciju postizemo uvodenjem UV regula-
tora, odnosno nekakve prostorne skale l;7y,. Lako se uvje-
ravamo da za ranije dobiveni faktor proporcionalnosti a
vrijedi ﬁ = 2v/hG. S druge strane, tzv. Planckova uda-

ljenost u ovdje odabranom sustavu mjernih jedinica glasi
lp = \/@, odnosno mozemo tvrditi lyy ~ Ip. Dakle,
skala [y je priblizno Planckova udaljenost, a karakte-
risticni radijus zakrivljenosti prostorvremena je gotovo
sigurno veéi od te skale pa smo gotovo sigurni da ne¢emo
imati probleme s divergencijom entropije. Necemo se da-
lje upustati u raspravu o porijeklu navedene entropije
jer je to tema sama za sebe. No uspjeli smo motivirati
moguénost koristenja ranije pretpostavke o proporcional-
nosti entropije i povrsine lokalnog horizonta H.

Nakon dobivenih rezultata mozemo se pitati je li ov-
dje prikazana metoda jednostavno dobar racunski alat ili
mozda ukazuje nesto dublje o strukturi prostorvremena.

Za pocetak ako pogledamo u [32], mozemo naéi tvrd-
nju koja je L. Boltzmanna navela na atomsku teoriju,
odnosno na tvrdnju da materijali posjeduju mikrostruk-
turu. Naime, toplinu mozemo smatrati veli¢cinom u koju
su pospremljene informacije o gibanju konstituenata ne-
kog materijala, kako toplina implicira postojanje tempe-
rature, onda mozemo zakljuciti da samo postojanje tem-
perature implicira postojanje mikrostrukture nekog ma-
terijala.

Sada je pitanje daje li nam ovdje prikazan termodi-
namicki pristup gravitaciji, takoder zbog postojanja tem-
perature koja nam se javila pri konstrukciji termalnog
sustava, neke informacije o mikrostrukturi prostorvre-
mena koje ne mogu biti sadrzane samo u jednadzbama
polja.
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Najcévrséa sugestija za ovako neSto nam je potreba
uvodenja tzv. zakona ravnoteze entropije (51) kojim smo
doprinose entropiji podijelili na standardni ravnotezni
dio i na neravnotezni dio koji dolazi jedino od unutarnje
strukture sustava kojeg promatramo. Zatim smo uspjeli
te neravnotezne doprinose entropiji povezati s hidrome-
hanickim veli¢inama, viskoznos¢u smicanja te volumnom
viskoznoséu tretirajuéi lokalni horizont H kao neki ana-
logon hidromehanickog sustava.

Autori u [22] predlazu da navedene doprinose mozemo
povezati sa postojanjem potencijalnih stupnjeva slobode
gravitacije koji ne mogu biti obuhvaceni jednadzbama
polja, odnosno predlazu da prostorvrijeme posjeduje ne-
kakvu strukturu koju ne mozemo iscitati iz jednadzbi po-
lja. Naime, kako je pokazano i kroz ovaj rad neravnotezni
doprinosi su direktno povezani uz informacije o ekspan-
ziji, odnosno smicanju svjetlosnih geodezika koji tvore
horizont. Upravo te informacije su ono $to je vezano
iskljuc¢ivo uz strukturu prostorvremena jer njima opisu-
jemo ponasanje lokalnog horizonta H u blizini proizvoljne
tocke p kao Sto je ranije kroz rad objasnjeno. Dakle,
to su informacije vezane samo uz kinematiku svjetlosnih
geodezika oko svake toCke prostorvremena, a kako je po-
kazano moramo ih uzeti u obzir da bi ovdje prikazana
metoda bila kompletna, odnosno kako je pokazano u [4]
te informacije uz (51) nam osiguravaju da je i dalje va-
lidan zakon sac¢uvanja energije (46), kao to i o¢ekujemo
da je slucaj.

Zaklju¢ujemo s tim da smo kroz ovaj rad prikazali ter-
modinamic¢ku metodu u kojoj konstruiramo termalni sus-
tav u okolini proizvoljne tocke p nekog opcéenitog pros-
torvremena te uvodimo parametar v koji nam je u ne-
kom smislu parametar ”vremena” kojim pratimo evolu-
ciju sustava. Time postizemo to da skalar ekspanzije 6
i tenzor smicanja ogp, koji opisuju evoluciju svjetlosnih
geodezika koji tvore lokalni horizont H oko tocke p, ne
moraju nuzno is¢ezavati. To nas vodi na tzv. zakon rav-
noteze entropije (51) ¢iji nam ravnotezni dio reprodu-
cira jednadzbe polja (u ovisnosti koji princip ekvivalen-
cije smo invocirali) analogno jednadzbama stanja u ter-
modinamici, a neravnotezni dio nam reproducira rezul-
tate vezane uz viskoznost smicanja i volumnu viskoznost
koje, kako je sugerirano u nizu ¢lanaka, mozemo pripisati
stupnjevima slobode prostorvremena koje jednadzbe po-
lja same ne mogu opisati. Za kraj kao povijesni kuriozi-
tet navedimo da je jos 1920. godine Sir A. S. Eddington
[33] raspravljao o mogucoj statistickoj prirodi gravitacije
koju smo kroz ovaj rad uspjeli argumentirati u kontekstu
termodinamike.



Dodatak A: Kovarijantna Klein-Gordonova
jednadzba

Klein-Gordonova jednadzba za masivno skalarno (spin
mu je 0) polje ¢ uz metriku Minkowskog 7, glasi

2
(nabaaab - ’;;) $=0.

Ako zelimo prevesti ovu jednadzbu u kovarijantnu, ko-
ordinatno neovisnu formu, onda moramo provesti postu-
pak tzv. kovarijantizacije [5], gdje zamjenjujemo parci-
jalne derivacije s kovarijantnim, a Minkowski metriku s
nekom proizvoljnom g,. Dakle, imamo

(A1)

Sada racunamo
9 VOV’ =V, V% = V0% =
(jer je ¢ skalarna funkcija)
1
= 0a0"¢ + 14,00 = 0a0" + 59" (Dague+
+ ﬁFg‘a-& - 8cgab )8a¢ =
——
= we.
(b +» ¢ + simetri¢nost metrike)
1
= aaaa(b + igbcaagbcaa(l5 .
Ovdje nam je potreban tzv. Jacobijev identitet:
Neka je M kvadratna matrica i neka je N = In(M)
= M=¢V
det (e™
Da(det(M)) = B, (det (¢V)) = 0, (7)) =
= eT" M9, (Tr(N)) = "M Tr(9,(N)) =

. Takoder, znamo da vrijedi relacija

) = e""W) [34]. Stoga, imamo

= det(M)Tr(0,(In(M))) = det(M)Tr(M~10,(M))
= O,(det(M)) = det(M)Tr(M~10,(M)) . (A2)
Za M = gy, uz pokratu g = det(gp.), (A2) daje
Dq
029 = 99" 0ughe = §"Oagne = =L .
1z ovoga slijedi
B0V = 0,0° + 50,906 =
1 1
= 0,0%0 + ——=0,\/—g0"¢ = ——=04(\/—g0"¢) =
¢ Ner 90“¢ N (V—99"9)
1
= ——0.(v/—99"09) .
=3 (V=99""09)

Dakle, kovarijantna Klein-Gordonova jednadzba glasi

(A3)
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Dodatak B: Sokhotski-Plemeljov teorem

Teorem (Sokhotski-Plemelj [34]). Neka je f : R — C
neprekidna funkcija i a<0<b. Tada je

b (@)

. T Lie

lim
e—0t

b
da::ZFiﬂ'f(O)JrP.V./ %ﬂj)d:c,

gdje P.V. oznacava Cauchyjevu glavnu vrijednost, koja je
definirana kao

P.V./abf( de = Tim </ f(x)dz + +Ef() >

gdje vrijedi a<c<b i f(x) ima singularitet u c.
Dokaz.

b T F 1€

b
f(x) : /
dr = 1 TF ey de =
= | gl de

b b
zf(x) 7 ef(2) _
’ x2+62dx2|:z/a x2+62dx =

\
=
2B
7N
—

b af(x) _
-|-/E R dx) =

@: lim / f(@) dx
e—0t \ J, x?2+¢€

= PV. xf —PV/ f
. f( ) L b ef(x)dx
@ =i lim | rde=Fim lm | s

ovdje lim+m prepoznajemo kao jednu od brojnih
e—0

reprezentacija Diracove delta funkcije §(x) [35],

@ :Fzﬂ'/f

kako je I = @ + @ , dobivamo

b f(@)

. T Lie

x)dx = Finf(0) ,

(B1)

lim
e—0t

b
dx = Fim f(0) —I—P.V./ @d

O

Dodatak C: Eulerova relacija

Ekstenzivnost energije E koja ovisi o entropiji S i vo-
lumenu V nam daje

E(\S,A\V)=)XE(S,V) . (C1)
Deriviranjem (C1) po A dobivamo
OE(AS,\V) O(AS)  OE(AS,AV) O(\V) B(S,V)
o(\S) 122 O(A\V) o\ o
=5 =V



Sada uzimanjem A = 1 dobivamo

OF ., OF
95 Sty V=F
~— ~—
=T =p

= TS—pV:E/:V

= Ts—p=p

= p+p=Ts. (C2)

Dodatak D: Jednadzbe polja iz akcije

Gravitacijske jednadzbe polja se mogu izvesti princi-
pom ekstremizacije akcije S, odnosno iz zahtjeva

08§ =0,
gdje je & varijacija.

Ovdje ¢emo to napraviti za OTR pomocu Einstein-
Hilbertove akcije

1
= —2A V—gd* D1
Sen /(IG’NG(R )+£M> gd'z  (D1)
te za f(R) teoriju gravitacije pomoc¢u akcije oblika

St(r) /<161Gf( )+£M) V=gd'z.  (D2)

U obje akcije £y oznacava doprinose polja materije.
Definiramo tenzor energije i impulsa

Tab — 2 0(v/—9Lw)
vV —9 6gab ’

koji je po definiciji simetrican.

Sam racun varijacija potrebnih tenzorskih velic¢ina je
dosta dug, no jednostavan i izravan pa ga ovdje necemo
cijelog provesti nego ¢emo samo napisati rezultate:

1
6v/—g = 59“”59@ ; (D3)
A I (D4)
R = (—R — ¢®*0 + V*V®)dgas . (D5)

U (D5) O oznacava d’Alembertijan, odnosno O = V,V?.
Takoder, napomenimo da ¢e doprinosi zadnja dva ¢lana
iz (D5) propasti pri integraciji u izvodu jednadzbi polja
za OTR, dok to neée biti tako u f(R) slucaju.
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Dakle, za Sgg imamo

_ (v il
O8eH _/<167TG5R+ 16760

+5(\/—g£M)) diz =
_ 1 ab R ab A ab
/( T e s e AT e L A

ab
+ ) ) 6gab\/jgd4x =0

—5F+

1
= —R"+ Jg"R— Ag" + 87GT™ = 0
1
= R = Jg" R+ Ag*" = $nGT™
2 (D6)
= Rap — §gabR + Agap = 8nGTyy, .
Izraz (D6) su upravo jednadzbe polja za OTR, jos poz-
nate i kao Einsteinove jednadzbe polja (EJP). A je na-
ravno kozmoloska konstanta.
Nadalje, za Sy(g), uz pokratu F(R) = ) (takoder

dR
¢emo pisati f = f(R) 1 F = F(R)), imamo

V=9 \/ V=9

085 (r) = /(3%(} "+ 167 GRb
LIV

167G

(—gabD + vab)> Sgap d*z =0 .

Kada zadnji ¢lan u gornjem integralu dva puta parci-
jalno integriramo dobivamo povr§inski ¢lan koji propada
te drugi ¢lan oblika

/ d*z/—g0gap (—gabD + Vav”) F.
Dakle, imamo
_ f ab Tab F ab
0_/ <327rGg T T et

—g®0+ V“Vb)]-‘> 6gapy/—gd'z

+ 167TG(

f

= 9" +87GT™ — FR™+

+ (—g"O+VVHF =0

= FR - Fi*b ¢ (D}" - ‘5) 9" = 8GT*

f (D7)
= FRup — ]:;ab + (Df - 2) Gab = 8TGTyy .

Izraz (D7) su upravo jednadzbe polja za f(R) gravitaciju.
Napomenimo da smo i u (D6) i u (D7) napisali jed-
nadzbe polja i s gornjim i s donjim indeksima, $to su
naravno dva ekvivalentna zapisa.
Takoder, odmah uoc¢avamo da se (D7) u slucaju
f(R) = R — 2A ocekivano svodi na (D6).
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