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Tema ovog seminara je upoznavanje te analiza nekih od shema metode konačnih razlika kao i
njihova primjena u rješavanju konkretnog biofizikalnog sustava - raspodjelu molekularnih motora
na rastućoj mikrotubuli. Prvo ćemo razmotriti osnovni model kojeg opisuje jednadžba advekcije,
a kasnije ćemo dodati i difuzni član kao i član ograničenja na maksimalnu popunjenost. Prošireni
model ćemo usporediti sa stohastičkom simulacijom kako bismo utvrdili opravdanost korǐstenja
modela.

UVOD

Fizika je grana znanosti koja pokušava pronaći te-
meljne zakone koji objašnjavaju ponašanje i interakciju
materije na različitim skalama. Od posebnog značaja su
sistemi za čiji opis nije dostatno znanje samo jedne grane
fizike, jer upravo u takvim sustavima možemo razlučiti
do koje su granice teorije konzistentne. Jedan od tak-
vih sustava upravo je biološka stanica. Poznato je da je
stanična grada osnova svakog živog organizma, ali ona
predstavlja i svojevrstan laboratorij koji je na granici
klasične i kvantne fizike, kao i u području u kojem su
efekti termalnih fluktuacija bitni te se ne smiju zane-
mariti. Zanimljivo je da je evolucija uspjela iskoristiti
zakone termodinamike kako bi kreirala iznimno efikasne
strojeve, koji zajedno obavljaju vrlo kompleksne zadaće
i sinergijski čine jako dobro orkestrirani organizam.

Sustav koji ćemo mi promatrati je rastući mikrotubul
na kojem se stohastički spajaju i odspajaju molekularni
motori. Mikrotubul je, ugrubo, biološka dinamička cijev
koja je sposobna jako brzo mijenjati svoju duljinu (u od-
nosu na vlastitu skalu veličine). Zbog svoje dinamičnosti
i mehaničkih svojstava, igra ključnu ulogu u brojnim
staničnim procesima, poglavito onim gdje je bitna čvrsta
struktura. Molekularni motori su iznimno efikasni stro-
jevi koji pretvaraju kemijsku energiju u mehanički rad.
Njihova je funkcija primarno prenošenje staničnih orga-
nela kroz stanicu, putujuću uzduž mikrotubula.

Iako je, zbog termalnih fluktuacija, ovakav sustav
nužno stohastičan, prilikom njegovog opisa, mi ćemo se
koristiti diferencijalnim jednadžbama advekvije i difu-
zije. Naime, poznato je da matematički ne postoji razlika
izmedu rješenja (koje je u principu funkcija gustoće vje-
rojatnosti) stohastičke diferencijalne jednadžbe koja opi-
suje pristranog nasumičnog šetača i gustoće koncentracije
koja je rješenje jednadžbe difuzije s advekcijom.

Za rješavanje diferencijalnih jednadžbi bit će korǐstena
metoda konačnih razlika. Ona se zasniva na tome da
se derivacije zamjene razlikama, te da se diskretizira do-
mena. Time početnu diferencijalnu jednadžbu svedemo
na sistem algebarskih, koji se, zahvaljujući računalnoj
moći koju danas posjedujemo, lako implementira te brzo
i efikasno riješi.

∗ Mentor: prof. dr. sc. Matko Glunčić

MOLEKULARNI MOTORI

Molekularni motori su prirodni ili umjetni strojevi
koji vrše mehanički rad na nanoskali. Općenito, mo-
tori su strojevi koji pretvaraju neki oblik energije u me-
hanički rad, tako molekularni motori pretvaraju kemijsku
energiju dobivenu hidrolizom molekule ATP-a (adeno-
zin trifosfat). Hidroliza ATP-a je proces cijepanja mole-
kule ATP-a pomoću molekule vode, pritom nastaju ADP
(adenozin difosfat), fosfat i energija. Molekularni motori
su trenutno puno efikasniji od bilo kojeg motora koji je
čovjek dizajnirao. Važna razlika izmedu motora na ma-
kro skali i molekularnih motora je ta što molekularni mo-
tori djeluju unutar toplinskog spremnika tj. fluktuacije
uslijed termalnih efekata nisu zanemarive[1].

MIKROTUBULI

Mikrotubuli su biološke molekule oblika cijevi, unutar-
njeg promjera od približno 18nm te vanjskog promjera
koji je od prilike 25nm. Duljine im je u rasponu od ne-
koliko nanometara pa sve do vǐse desetaka mikrometara,
to ih čini jednim od najvećih bioloških molekula[2]. Za-
jedno s mikrofilamentima i intermedijarnim filamentima
čine klase gradevnih citoskeletnih struktura[1]. Mikrotu-
buli izvršavaju niz funkcija:

• Stanična migracija - to je proces pri kojem se u
vǐsestaničnom organizmu neka stanica premješta s
jedne lokacije na drugu.

• Razvoj - mikrotubuli sudjeluju u oblikovanju same
stanice, kao i tkiva te cijelog organizma.

• Bič i trepteljke - mikrotubuli su sastavni dio
staničnog biča i trepeteljki koje služe stanicama i
jednostaničnim organizmima za kretanje.

• Struktura - mikrotubuli, zbog svojih mehaničkih
svojstava, čine kostur stanice, takoder, oni služe
kao svojevrsne staze po kojima se mogu kretati mo-
lekularni motori i prenositi organele.

• Genska regulacija - kako mikrotubuli sudjeluju u
staničnim procesima na vǐse razina, zaslužni su i za
ekspresiju gena[2].
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Mikrotubuli nastaju polimerizacijom dvaju globomer-
nih proteina - α-tubulina i β-tubulina. Polimerizacija je
nǐsta drugo nego li proces spajanja jednostavnijih mole-
kula u složeniji sustav. Globularni proteini su proteini
koji se sferično zamataju. Bitno je naglasiti da mikro-
tubuli imaju dva kraja + i -, koji su odredeni prote-
inima koji se tamo nalaze (β-tubulin i α-tubulin). Na
kraj odredenog polariteta može doći samo protein odgo-
varajućeg polariteta (npr. na + kraj može doći samo
β-tubulin). Iako je moguće da mikrotubul raste na oba
kraja, rast na + kraju značajno je brži[1]. Na slici 1
imamo prikaz mikrotubula, njegovih gradivnih jedinica,
kao i tablicu nekih osnovnih podataka o mikrotubulu.

METODA KONAČNIH RAZLIKA

Motivacija i uvod

Metoda konačnih razlika (metoda konačnih razlika)
motivirana je definicijom derivacije funkcije:

df(x)

dx
= lim

�x→+0

f(x+∆x)� f(x)

∆x
(1)

Odnosno, koristi se činjenica da možemo aproksimirati
ovaj limes birajući mali iznos parametra ∆x. Očito je
Takvim pristupom gubimo na preciznosti tj., imat ćemo
grešku koja ovisi o iznosu ∆x. Grešku u n-toj iteraciji
možemo izraziti kao:

Rn(∆x) = k +O(∆xr), (2)

Gdje je r neki prirodan broj, a k neka konstanta. Ovakav
tip greške je poznat u numeričkoj matematici kao greška
trunciranja. Za potrebe metode konačnih razlika mogli
bismo integrirati gornji izraz (što odgovara množenjem
izraza sa ∆x). Premještanjem članova dobivamo:

f(x+∆x) = (1 + ∆x)f(x), (3)

Sada vidimo da znanjem rubnih uvjeta f(a) = I, možemo
izvrjedniti funkciju na cijeloj domeni [a, b]. Izraz (3),
tj. relaciju medu f(x + ∆x) i f(x) nazivamo shemom.
Gornju jednadžbu bismo mogli poopćiti na sljedeći oblik
(što bi odgovaralo bilo vǐsem redu derivacije ili dodavanju
neke funkcije):

f(x+∆x) = G(f(x)), (4)

gdje je G(f) neka funkcija sheme. U tom slučaju imamo
implicitno zadanu shemu. Postoje i eksplicitne sheme
koje, pak, imaju sljedeći oblik:

G(f(x), f(x+∆x)) = 0. (5)

Vidljivo je da ovim postupkom diferencijalnu jed-
nadžbu svedemo na niz algebarskih, koje iterativno
rješavamo i tako dobivamo vrijednosti rješenja u
različitim prostornim, odnosno vremenskim intervalima.

Nastavljamo razvijati ideju: pri rješavanju 2D parcijalne
diferencijalne jednadžbe domenu podijelimo na pravo-
kutnu mrežu u kojoj su točke medusobno udaljene ∆x
i ∆t. Tada bismo iterativno, pomicanjem po mreži
odredili rješenje jednadžbe. Slika 2 prikazuje neku od
mogućih načina odredivanja vrijednosti rješenja iteraci-
jom po mreži.

Analiza shemi

Ukoliko se finijom diskretizacijom domene ili
povećanjem broja koraka udaljavamo od stvarnog
rješenja. Tada dana shema, očito nije dovoljno dobra.
Formalno, želimo da shema konvergira i da je stabilna.
Sada ćemo preciznije definirati navedene pojmove.
Za metoda konačnih razlika shemu kažemo da je ko-

nvergentna ukoliko za svaki svako riješenje u(x, t), te
za rješenja metoda konačnih razlika sheme vin te v0

n uz
konvergiranje v0

n prema u(x, 0) za n∆x ! x imamo ko-
nvergenicju vin u u(x, t) za n∆x! x i i∆t! t kako ∆x
i ∆t ǐsčezavaju[3] .
Neka je Pu = f operatorski definirana diferencijalna

jednadžba, a P�x;�tv = f metoda konačnih razlika
shema. Dana metoda konačnih razlika shema je kon-
zistentna ukoliko za bilo koju glatku funkciju ϕ vrijedi
da Pϕ� P�x�tϕ! 0 kako ∆x i ∆t ǐsčezavaju.
Neka je P�x;�tv

i
n = f metoda konačnih razlika shema,

ona je stabilna u području Ω ukoliko postoji cijeli broj
J takav da za svako pozitivno vrijeme T vrijedi postoji
konstanta CT takva da vrijedi:

jjvijj�x �
JX
j=0

CT jjvj jj�x, (6)

za 0 � i∆t � T i (∆x,∆t) 2 Ω Pri čemu je jjwjj�x L2

norma vektora w definirana preko:

jjwjj�x =
�
∆x

+∞X
m=−∞

jwmj2
�1=2

[3]. (7)

U praksi je općenito teško koristiti ovu definiciju, stoga se
koristi drugačija metoda. Naime, moguće je pokazati da
vrijedi sljedeća relacija izmedu Fourierovih transformata
shema:

v̂(ξ)in = g(ξ∆x,∆t, δx)iv̂(ξ)0n. (8)

Pri čemu je g faktor amplifikacije. Koristeći gore nave-
den rezultat moguće je pokazati da je shema stabilna (u
području Ω)ukoliko postoji konstanta K (neovisna o ξ,
∆t i ∆x) takva da vrijedi:

jg(ξ∆x,∆t,∆x)j � 1 +K∆t. (9)

Za sve (∆x,∆t) 2 Ω[3]. Gore opisana metoda poznata
je kao analiza Von Neumanna. Stabilnost i konzistent-
nost su nam interesantni zbog toga što za linearne sheme




