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Simetrija prostor-vremena generirana Killingovim poljem koje ostavlja metriku inva-
rijantnom na translaciju ne povlaci nmuzno invarijantnost polja unutar tog prostor
vremena nakon iste translacije. U ovom seminaru bavimo se proucavanjem nemini-
malno vezanih skalarnih polja te uvjeta koje ista moraju ispuniti kako bi naslijedila

simetriju prostor-vremena.

1 Uvod

1.1 Nasljedivange simetrija

Glatko vektorsko polje ¢iji lokalni difeomorfizam cuva
geometrijske znacajke prostor-vremena nazivamo sime-
trijom prostor-vremena. Kao geometrijske znacajke po-
drazumijevamo tenzore prostor-vremena (metriku, ten-
zor energije i momenta) ili strukturu geodezika. Ako je
geometrijska znacajka u pitanju metrika, vektorsko po-
lje nazivamo Killingovo te ono ¢ini jednu od najvaznijih
vrsta simetrija. Dakle, Liejeva derivacija metrike po
Killingovom polju &% is¢ezava:

Legar =0 (1)

Za neko polje x kazemo da je naslijedilo simetriju
prostor-vremena ako njegova derivacija po tom isto Kil-
lingovom polju takoder iScezava:

Lex =0 (2)

Nasljedivanje simetrije za odredeno polje nije nuzno
te ovisi o prirodi polja i vrsti simetrije.
Promatramo li kao primjer polja elektromagnetsko,
znamo [1] da za polje bez izvora, gdje vrijedi (1), imamo:

£§Fab=\IJ*Fab (3)

U slucaju svjetlosnog elektromagnetskog polja
(FabFab = F,bx Fab = 0) ¥ je konstanta, dok je za nul-
polje s ponovljenim glavnim svjetlosnim smjerom k® ¥
odreden sa W,[, k) = 0. Mozemo reci da je simetrija
naslijedena ako vrijedi ¥ = 0. Potrebno je napomenuti

da jednadzba (2) vrijedi samo u 4 dimenzije jer je onda
Hodgeov dual xF,;, tenzor drugog reda (4 — 2 = 2) kao
i sam F_; te mogu biti kolinearni. Za prostor-vrijeme
u tri dimenzije pokazano je [2] da za Sirok spektar te-
orija elektromagnetsko polje nasljeduje simetriju, no za
D > 4 jos ne postoje sli¢ni rezultati.

Nasljedivanje simetrija skalarnih polja igra bitnu
ulogu u "no-hair” teoremima crnih rupa. Pretpostavka
da crne rupe nemaju kosu slikovito opisuje stacionarne
konfiguracije konacnog stanja crnih rupa nakon gravita-
cijskog kolapsa materije; svi parametri osim mase, na-
boja i angularnog momenta same crne rupe nestaju iza
horizonta te ih je nemoguce opaziti. Prilikom izvodenja
samog dokaza [3] od skalarnog polja u igri trazi se da
naslijedi simetrije prostor-vremena, pa iznimke iz te-
orema lako nademo kod polja koja ne ispunjavaju taj
zahtjev. Poznati primjer je Wymanovo rjesenje [4] , gdje
realno skalarno polje s linearnom ovisnoséu o vremenu
ne nasljeduje simetriju stati¢nog prostor-vremena, a ne-
davno je otkrivena [5] i kompleksna kosa na Kerrovim
crnim rupama. Istrazivanja su orijentirana i prema tro-
dimenzionalnim crnim rupama, no zasad postoje samo
perturbativni numericki rezultati koji sugeriraju nepos-
tojanje kose [6].

1.2 Lagrangeova formulacija opce relativnosts

lako je opca relativnost potpuno izrazena Einsteino-
vom jednadzbom polja Gg = 8nTl,,, potreba za
proucavanjem lagrangijana pojavljuje se svaki put kad
od klasi¢ne teorije pokusamo napraviti kvantnu teoriju
polja [7]. Lagrangijan je nuzan u formulaciji preko in-
tegrala puta koji generalizira princip akcije iz klasi¢ne
mehanike, te na putu prema kvantnoj gravitaciji igra
vaznu ulogu.

Kako bi zapoceli Lagrangeovu formulaciju, promo-



1 Uvod

trimo tenzorska polja 1) na mnogostrukosti M, indekse
u notaciji neéemo pisati. S[¢] je funkcional od %,
preslikava konfiguracije polja s M u brojeve. Neka je
1) glatka jednoparametarska obitelj konfiguracija polja
pocevsi od 1y. Oznaimo %b\zo sa 01 i pretposta-
vimo da %b\zo = 0 postoji za sve takve obitelji. Uz
to pretpostavimo postojanje glatkog tenzorskog polja x
koje je dual polju ¥ tako da za sve obitelji imamo:

ds
[ 8

x nazivamo funkcionalna derivacija od S.

s
§¢¢m

Ako pogledamo funkcional S oblika:

X

Sl = [ 2] (6)
M
gdje je L funkcija od v i kona¢nog broja njegovih
derivacija:

L = ZLW(), Vi(x), ... V(@) (7)

i pretpostavimo da je S funkcionalno diferencijabilna
i da su konfiguracije polja ¥ za koje je S ekstremalna
upravo one koja su rjesenja jednadzbe polja za 1):

55 _

tada je S akcija, a & gustoéa lagrangijana, ¢ijim
odredivanjem dobivamo Lagrangeovu formulaciju te-
orije polja.

Analogno Lagrangeovoj formulaciji u klasi¢noj meha-
nici, gdje je funkcional akcije S integral lagrangijana po
putu te se varijacijama konac¢nih puteva izmedu dviju
tocaka S ekstremizira, u teoriji polja promatramo kom-
paktnu regiju U na mnogostrukosti M na kojoj jedno-
parametarske obitelji 1) imaju konstantnu vrijednost
na granici skupa oU .

Kao primjer uzmimo gustoéu lagrangijana FEinste-
inove jednadzbe u prostoru s masenim poljem:

0 (8)

Y =%c+anulu 9)

gdje se £ odnosi na Einsteinovu gustoéu lagrangi-
jana, dok je Z)s gustoca lagrangijana za maseno polje
uz koju stoji aps konstanta vezanja. lzraz za Zg glasi:

Lo =V—9gR (10)

uz g kao determinantu metrike, a za .£); biramo neko
maseno polje, npr. Klein-Gordonovo ili Maxwellovo.
Uvrstavanjem u akciju (5) te variranjem prvo gravita-
cijskog dijela lagrangijana:

A%
26 G0Ra)g"™ /G Ruwig" + BA(/G) (11)

i uz veé poznate izraze iz [7] za prvi i treéi ¢lan:

g6 Ryp, = V“(Vb((Sgab) - ngVa(égcd)) = V%, (12)
1
0(=V=9) = =5V =99ar09"" (13)

kona¢no dobijemo varijaciju akcije:

dSe  [d%e [
D W‘f*/V”“V ge
1
+/ (Rab - 2Rgab> 6gab\/_ge
(14)

Prvi ¢lan s desne strane je integral divergencije po
prirodnom elementu volumena pa ¢e po Stokesovom te-
oremu ii¢eznuti ako je prva derivacija ¢®® konstantna
na rubu te od (13) dobivamo:

0Sa
6gab

= V=3 (R~ 3R (15)

Preostaje nam varijacija masenog dijela akcije iz koje
se racuna tenzor momenta i energije:

S
Qg WQZ = —8mv—gTu (16)

gdje su dodane odgovarajuce konstante zbog norma-
lizacije. Zbrajanjem tih dvaju doprinosa dobije se Eins-
teinova jednadzba polja s konstantom vezanja ajp; = 1
u sustavu prirodnih jedinica:

1 8
Ropy — =Rgap = — T, 17
b5 Gab o b (17)



1.3 Nemunimalno vezanje

Nakon upoznavanja s primjerom gustoce lagrangijana
u kojem su gravitaciijski i maseni dio odvojeni, pri-
rodno bi bilo prouciti i poopéenje u kojem ima mijesanih
brom slaganju s dosadasnjim mjerenjima, ipak ostavlja
mnoga pitanja neodgovorena te su problemi kvantiza-
cije gravitacije, kozmoloske inflacije i mnogi drugi iz-
van njenog dosega. U nedavno objavljenim radovima
[8] tome je pristupljeno poopéenjem funkcionala akcije,
tako da se doda ¢lan u kojem je funkcija Riccijevog ska-
lara H(R) neminimalno vezana sa skalarnim poljem:

S=g =

R 1_,
m - iv ¢V — V(¢) - H(R)f(¢) v—9g
(18)

koje u ovom sluc¢aju Klein-Gordonovo. Izbor za H(R)
jeR1i f(o) = %(;52. Skalarno polje u modelu kozmoloske
inflacije predstavlja ”kvintesenciju” , oblik materije s
negativnim tlakom koja bi uzrokovala ubrzano Sirenje
svemira. Takoder, kod primjene kvantnih korekcija na
neku klasiénu teoriju, neminimalno vezanje potrebno je
da bi teorija bila renormalizabilna. Parametar £ po-
prima vrijednost ovisno o teoriji gravitacije i skalarnom
polju koje opisuje, a kad je rijec o GUT-teorijama &
nije konstantan, ve¢ ovisi o parametru renormalizacij-
ske grupe 7.

Dotaknemo li se ponovno teme "no hair” teorema,
mozemo naéi ¢lanke [9] koji u novije vrijeme pokusavaju
istraziti koji su uvjeti potrebni da skalarno polje iS¢ezne
oko crne rupe i u neminimalnom vezanju. Za kvarticnu
samointerakciju polja Bekensteinov teorem je potvrden
za sve vrijednosti £, dok u slu¢aju bez samointerakcije
postoji stabilna kosa oko crne rupe za odredene £ i A

2 Nasljedivanje simetrije neminimalno
vezanog skalarnog polja

Glavno pitanje na koje smo ovim seminarom pokusali
dati odgovor je nasljeduju li neminimalno vezana ska-
larna polja simetrije prostor-vremena u kojem obita-
vaju. Poénemo od opcenitog oblika akcije:

1
(19)

za konstantu xk = 87G biramo x = 1. Lagrangijane
smo izabrali redom:

Zy=R-2A (20)
kao gravitacijski, gdje se zasad ogranicavamo na opéu
relativnost,

Ly =X ~V(9) (21)

X = VeV (22)

kao lagrangijan Klein-Gordonovog skalarnog polja i

ZLog=—T(D)R (23)

kao mijeSani ¢lan. Akciju variramo po parametrima
g i ¢, dio uz §¢g? ¢ini gravitacijsku jednadzbu gibanja:

1 68 1 1
\/_—gégab =0= %Eab - iTab - f(¢)Gal) (24)

_QHf((b)Gab + Eqp = T4 (25)

gdje su Eupy = Gap + Agap 1 Gap = Rap — %Rgaba a
tenzor energije i impulsa:

Tab =

2 4
V=909

= VapVpop + (X = V(9) +20f(4))gab — 2Va Vi f ()

(26)

Derivacije funkcije f(¢) mozemo dalje raspisati kao:

VaVif(9) = Va(f'(¢) Vi)
= f,/(¢>va¢vb¢ + f/(¢)vavb¢

Of(¢) = —2Xf"(¢) + f'(6)0¢ (28)
§to nam omogucéuje kompaktniji zapis tenzora ener-

gije i impulsa:

Tuy =(1 = 2f")VadViod
+ ((1 - 4f”)X -V+ 2f/|:|¢)gab - 2f/vavb¢
(29)
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Dio uz d¢ daje Klein-Gordovonu jednadzbu gibanja:

O¢ =V'(¢) + f'(4)R (30)

Sad uzimamo Killingovo polje K® za koje vrijedi
£k gap = 0 te pokusavamo vidjeti povlacili to £ ¢ = 0.
Za polje K pretpostavljamo da vrijedi uvjet staticnosti
K ANdK =0, tj. da za vektorsko polje K* postoji obi-
telj ploha na koju je ono ortogonalno u svim tockama.
Jos kazemo da je takvo polje ortogonalno-tranzitivno.
Upotrijebimo jednakost iz [10]:

dw = *(K AN R(K)) (31)

i definiciju tenzora rotacije w = %K A dK kako bismo
vidjeli da stati¢nost povlaci Riccijevu stati¢nosti K A
R(K) = 0. Raspisemo li:

KNE(K) = K A (R(K) - %Rg(K) +Ag(K)) =0 (32)

ili u tenzorskom zapisu E,,K°® ~ K,. Budué da
je polje K* ortogonalno-tranzitivno, iz (32) vidimo da
tenzor zakrivljenosti E,; takoder pripada ortogonalno-
tranzitivnoj klasi. Dakle, u daljnjem ra¢unu ogranicili
smo se na tenzore iz te klase, npr. zbroj Einsteinovog
tenzora i kozmoloskog ¢lana, opcéenitu diferencijabilnu
funkciju Riccijevog skalara f(R) ili Lovelockovo popéenje
Einsteinovog tenzora na vise dimenzije [11]. Iz istog raz-
loga vrijedi i GuK® ~ K,. Mozemo uvesti konstante
proporcionalnosti Ag i Ag te djelovati Liejevom deriva-
cijom na E(K), i G(K)g4,dobit éemo nulu zbog uvjeta
ortogonalnosti:

£KE(K)a:Ka£K)\E:0 —
£KG(K)a =K, Lxglag=0 -

£xAg =0 (33)
£xre =0 (34)

Pomnozimo li (24) s K¢(V®®) i promotrimo prvo fak-
tor E,, dobit ¢emo:

K V°@)EpK® = Ap Ky VP = A\p£xod = Ago  (35)

Analogno pogledamo i za G p:

K (VP0)GK®* = \a Ky VP = A\a£xd = Aad  (36)

Jos§ nam preostaje rezultat za Ty :

K*(V°) Ty = K“(V'6)(VadVs)
+HX = V(¢) +20f(8))d + 2K (VP 0) Vo Vi f ()
K4(V°0)Tap = (=X — V() + 2/ (¢)0¢) ¢
—2K“(V*$)VaVe f()
(37)

U prvom clanu s desne strane uspjeli smo grupirati
sve ¢lanove uz Liejevu derivaciju polja ¢, no preostao
nam je jos drugi ¢lan kojeg sredujemo uz pomoé (26):

K*(V’¢)(VaVif) = =2X f'¢ + K V' (Vo Vi)
= “2X "G+ LK V(V9V40)
= 2Xf'¢p— f'KV X
(38)

Sad (36) mozemo napisati kao zbroj clana s é i ¢lana
s X:

K(VP)Tay = (—X — V(¢) + 2f'(¢)0¢)¢ + 2f’(¢>()X)
39

Sveukupno, djelovanjem K%(V’¢) na (24) dobili smo:

(—2kXG.f + Ap)d = KK (VP ¢)Tup (40)

Bududéi da nam je u cilju svesti (39) na umnozak neke
zagrade i ¢ jednak nuli, kako bismo mogli reé¢i da je
jedini uvjet uz koji se simetrija ne nasljeduje jednakost
te zagrade nuli, moramo prvo izraziti X iz traga tenzora
momenta i energije:

7=l = (D=2 =4D-DFX
— DV +2(D - 1)f'0é
Za sve izbore f(¢) osim (f—; i D = 4 na ovaj nacin

mozemo izluciti X uz (29) kao:

- L9 Eay — 2fg**Gap + DV —2(D — 1) (V' + f'R)

(D—=2)—4(D-1)f"
(42)
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Liejevu derivaciju od X mozemo dobiti upotrebom
Mathematice te je zbog duzine izraza ovdje ne navo-
dimo, no iz nje se vidi da je iz (39) moguce izluciti ¢
koji mnozi zagrada. Jednadzba se onda grana u dva
slu¢aja u kojima je jedan od faktora nuzno nula. Slucaj
u kojem je (b = 0 daje nam pogzitivan odgovor na pita-
nje o nasljedivanju simetrija, dok je slucaj gdje je za-
grada jednaka nuli potrebno pomnije prouciti te vidjeti
kakve fizikalne implikacije ima za razlic¢ite izbore funk-
cije f(¢), potencijala V(¢) i tenzora zakrivljenosti Ep,
§to ostavljamo za daljnje istrazivanje.

3 Zakljucak

Kao s$to smo vidjeli, nasljedivanje simetrija prostor vre-
mena igra vaznu ulogu u konstituiranju brojnih teorema
u gravitaciji i kozmologiji. Nakon upoznavanja s os-
novnim matematickim alatima koristenim u formulaciji
problema o nasljedivanju simetrija neminimalno veza-
nih polja napravljen je detaljan raspis. Uvedeno je Kil-
lingovo polje za koje su pretpostavljene posebne res-
trikcije staticnosti i Ricci staticnosti K A dK = 0 i
K AN R(K) = 0, u odnosu na koje su se promatrale
simetrije, a za gravitacijsku teoriju odabran je pose-
ban slucaj opce relativnosti. Na kraju su dobivena dva
slucaja, prvi u kojem je £x¢ = 0 te je pretpostavka
o nasljedivanju simetrije potvrdena i drugi, u kojem
je potrebno raspisivanjem dobivenog izraza u zagradi
i uvrstavanjem odredenih f(¢),V(¢) i Eqp vidjeti pod
kojim uvjetima je jednak nuli te koje je njihovo fizikalno
znacenje. Idealan rezultat bi pokazao da niti jedan od
tih uvjeta nije fizikalno ostvariv te da je simetrija pot-
puno naslijedena, a ukoliko se ne pokaze da je tako,
napravili bismo klasifikaciju tih uvjeta u kojima je si-
metrija narusena. Ipak, taj problem ostavljamo izvan
granica ovog seminara kao otvoreno pitanje.

4 Zahvale

Zahvaljujem se mentoru doc. dr. sc. Ivici Smoli¢u
na trudu oko pronalaska adekvatne teme, vremenu
ulozenom za objasnjavanje problematike, strpljenju i
pomodi oko izrade ovog seminara.

Literatura
[1] Stephani H, Kramer D, MacCallum M, Hoensela-

ers C, Herlt E: Exact Solutions of Einstein’s Field
Equations

[2] Cvitan M, Dominis Prester P, Smoli¢ I 2016 Does
three-dimensional electromagnetic field inherit the
spacetime symmetries? Class. Quantum Grav. 33
077001

[3] Bekenstein J D 1972 Nonexistence of baryon num-
ber for black holes: II. Phys. Rev. D

[4] Wyman M 1981 Static spherically symmetric scalar
fields in general relativity Phys. Rev. D 24 839-41

[5] Herdeiro C A R and Radu E 2014 Kerr black holes
with scalar hair Phys. Rev. Lett. 112 221101

[6] Stotyn S, Mann R 2012 Another mass gap in the
BTZ geometry?

[7] Wald R 1984 General Relativity (Chicago, IL: Uni-
versity of Chicago Press)

[8] Faraoni V 2000 Inflation and quintessence with
nonminimal coupling Phys. Rev. D 62 023504

[9] Winstanley E 2005 Dressing a black hole with non-
minimally coupled scalar field hair Class. Quantum
Grav. 22 2233-2247

[10] Heusler M: Black Hole Uniqueness Theorems (
Cambridge Lecture Notes in Physics)

[11] Smolié¢ T 2017 Constraints on the symmetry nonin-
heriting scalar black hole hair



