MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
1. kolokvij - 24. travnja 2023.

|ZADATAK 1]

(5 bodova) Neka je A : P3 — R? preslikavanje dano sa

Ap(z)) = (p(1),p(2), p(1) + p(2)).

Pokazite da je A linearno preslikavanje, te mu odredite rang, defekt i po jednu bazu za sliku
1 jezgru.
Rjesenje
A(ap + Bq) = ((ap + Bq)(1), (ap + 89)(2), (ap + Bq)(1) + (ap + Bq)(2))

= (ap(1) + Bq(1), ap(2) + Bq(2), ap(1) + Bq(1) + ap(2) + B¢(2))
= a(p(1) p(2),p(1) + p(2)) + Hla(1) 4(2), a(1) + 4(2))
= aA(p) + BA(q).

A(p) = (0,0,0) < p(1) =01 p(2) = 0. Za p(t) = azt® + ast® + ait + ag imamo

CLO+CL1+CLQ+CL3:0
a0+2a1—|—4a2—|—8a3:0

Odnosno
a0+a1+a2+a3:0
a1+3a2+7a3 =0
Uzmimo as = s,a3 =r,s,7 € R, pajea; = —3s—T7r, te ap = 2s+6r. Dobijemo bazu za jezgru

{2 =3t +*6—T7t+¢}. Imamo d(A) = 2, pa je r(A) =4 — d(A) = 2. Sliku generira skup
{A(1), A(t), A(t?), A(¢3)}. Vidimo da je {A(1), A(t)} = {(1,1,2), (1,2, 3)} linearno nezavisan,
pa je, zbog dimenzije, baza slike.
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|ZADATAK 2]

(2 boda) Dana je baza {fi,..., fu} za (R™)* pri ¢emu je
fl(x17"'>xn):$17 fk(xla"wxn):mkfl—i_xk: QSkSn
Odredite bazu {b1,...,b,} za R" kojoj je {f1,..., fn} dualna.

(3 boda) Neka je V' konacnodimenzionalni vektorski prostor te fi, fo, f € V*\ {0}.
Dokazite:

f se moze prikazati kao linearna kombinacija f; i fo <= Kerf; N Kerfy C Kerf.

Rjesenje:
U kanonskoj bazi zapis funkcionala je dan s
Al=[1 0 ... 0] =E, [fe] = Ep1+ Ep, 2<k<n.
Trazenu bazu (b) = {by,...,b,} stoga dobijemo tako da poslozimo ove retke u matricu,

invertiramo ju te ocitamo stupce, pa je

- 4 -1

100 ... 00

110 ... 00

011 ...00 (1), i> 4,
mg: R o - 0 ; :

R Do : i <j.

000 ... 10

000 ... 11

Stoga je b; = > " (—1)Me;, j=1,...,n.

i=j

Pretpostavimo da postoje o, B € R takvidaje f = afi+5fs. Nekajex € Ker finKer fs.
Tada je f(z) = afi(x) + Bf2(x) = 0, pa slijedi z € Ker f.

Obratno, pretpostavimo da je Ker f; N Ker fo C Ker f. Ako je Ker f; N Ker fo = Ker f,
tada zbog dimenzija slijedi Ker f; = Ker fo = Ker f, pa je prema obratu zadatka iz
druge zadace f proporcionalan is f; i fo, te posebno slijedi i da se moze prikazati kao
njihova linearna kombinacija. Inace, imamo da je dim(Ker f; N Ker f3) = n — 2, gdje je
n =dimV. Neka je {b1,...,b,_2} baza za Ker f; N Ker f, te neka je {b,_1,b,} dopuna
do baze za V. Kako je fi(b;) = fa(b;) = f(bj) = 0zasve j =1,...,n, da bi dokazali

tvrdnju dovoljno je pokazati da mozemo pronaci «, 5 € R takve da je

af1<bn—1) + Bf2(bn—1) = f(bn—l)
afi(bn-1) + Bfo(bn—1) = f(bn)

Primijetimo kako su retci matrice ovog 2x2 sustava linearno nezavisni; u suprotnom
bismo za netrivijalne A, u € R dobili f1(Abp,—1 + pb,) = fa(Abp—1 + pb,) = 0, Sto je
kontradikcija s time da su b,,_1, b, bili u direktnom komplementu Ker f; NKer f5. Stoga
je matrica sustava regularna, te rjeSenje gornjeg sustava postoji.
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(5 bodova) Neka su M = [((1,1,0),(0,1,—1))] i L = [(1,1,1)] potprostori od R3, te neka je
P € L(R?) operator projekcije na potprostor M, u smjeru potprostora L. Dakle, P na M
djeluje kao identiteta, a L poniStava.

a) Odredite matricu operatora P u kanonskoj bazi.

b) Odredite parametre a i b, ako je
-2 3 3
-1 b 1
-1 a 2

matrica operatora P u nekoj drugoj bazi. Uputa: Sto kod matri¢nog prikaza ne ovisi o
odabiru baze?

Rjesenje Neka je (f) = (f1, f2, f3) = (1,1,0), (0,1, —1),(1,1,1).

Py = le.n Pl
1 0 11t oo]t o 117"
{1 1 1ljo1ol|1 1 1
0 -1 1] 00 o]0 -1 1
1 0 17110072 -1 -1 2 —1 —1
{1 1 1ljo1ol]=1 1 o|l=l1 0o -1
0 -1 1] o0of|-1 1 1 1 -1 0

b=trP =trPy = 2. Kako je 2 =r(P) postoje «, 3 takvi da je
a(=2,3,3) + B(~1,2,1) = (=1,a,2)

Imamo a=1,=—-1,a = 1.
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2 01
(5 bodova) Neka je operator A € L(R?) dan matricom [0 1 0| u kanonskoj bazi.
1 0 2

(a) Moze li se A dijagonalizirati? Detaljno obrazloZite svaki svoj odgovor.

(b) Odredite matri¢ni prikaz od A3° u kanonskoj bazi.

Rjesenge:
(a) Racunamo ka(A\) = ... = (1 — N\)?(3 — \), iz Cega slijedi o(A) = {1,3} te a(1) = 2 i
a(3) = 1.

Prvo ra¢unamo V4 (1):

101 0] [-1
A—I=1{0 0 0 :>VA(1):H 1/,]0 }]:»9(1):2.
10 0

Sada za V4(3) imamo:

-1 0 1 1
A-3I=10 -2 0 :»VA(l):H 0 }]:>g(3):1.
1

1 0 -1
Dobivamo: ~
0 —1 1] (1 0 0 0O 1 0
A=pPJP'=1]1 0 0||0 1 0| |-05 0 05
0O 1 1](0 0 3] [05 0 05

(b) Ra¢unamo:

05+05-3%9 0 —0.5+0.5-33%
AN = pJp-l = = 0 1 0
—0.5405-3% 0 0540.5-3%
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(5 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, te A, B € L(V).
(a) Ako je v svojstveni vektor i od A iod B, je li v svojstveni vektor od AB?
(b) Ako je A svojstvena vrijednost i od A iod B, je li A svojstvena vrijednost od AB?

Svoje odgovore obrazlozite (to jest, za tvrdnje koje vrijede navedite dokaz, a za one koje ne
vrijede navedite kontraprimjer).

RjeSenje (a) Da. Dokazimo to. Neka je v € V svojstveni vektor linearnih operatora A i
B. Tada je v # 0, te postoje skalari A i p takvi da je Av = Av i Bv = pv. Tada je

(AB)v = A(Bv) = A(uw) = pAv = A,

pa je v svojstveni vektor linearnog operatora AB (pridruZen svojstvenoj vrijednosti Au).

(b) Ne. Na primjer, neka su A, B linearni operatori na R? zadani kao A(z1,z2) = (21,0)
i B(x1,29) = (0,22). Tada je A(1,0) = (1,0), pa je 1 svojstvena vrijednost od A. Isto tako,
B(0,1) = (0,1), pa je 1 svojstvena vrijednost od B. Medutim, 1 nije svojstvena vrijednost
od AB jer je AB =0 (0 je jedina svojstvena vrijednost od AB).
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(5 bodova) Neka je B : P3 — R3 preslikavanje dano sa

Pokazite da je B linearno preslikavanje, te mu odredite rang, defekt i po jednu bazu za sliku
1 jezgru.
Rjesenje
B(ap + Bq) = ((ap + 89)(2), (ap + Bq)(3), (ap + 89)(2) — (ap + £g)(3))

= (ap(2) + Bq(2), ap(3) + Bq(3), ap(2) + Ba(2) — ap(3) — Ba(3))
= a(p(2),p(3),p(2) — p(3)) + B(a(2),4(3),4(2) — a(3))
= aB(p) + fB(q).

B(p) = (0,0,0) & p(1) =01 p(2) = 0. Za p(t) = ast® + ast* + a1t + ap imamo

a0—|—2a1+4a2+8a320
aop + 3a1 + 9as + 27a3 =0

Odnosno
a0+2a1+4a2—|—8a3 =0
aq + 5@2 + 19(13 = 0
Uzmimo as = s,a3 = 7r,s,7 € R, pa je ap = —Hs — 197, te ag = 6s + 30r. Dobijemo bazu za

jezgru {6 — 5t +t%,30 — 19¢ +¢3}. ITmamo d(A) = 2, pa je r(A) = 4 —d(A) = 2. Sliku generira
skup {A(1), A(t), A(t?), A(t*)}. Vidimo da je {A(1), A(t)} = {(1,1,0),(2,3,—1)} linearno
nezavisan, pa je, zbog dimenzije, baza slike.
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(a) (2 boda) Dana je baza {fi,..., fu} za (R™)* pri ¢emu je
filze, .. xn) =21, feloy, ..o xn) =21+, 2<k<n.
Odredite bazu {b1,...,b,} za R" kojoj je {f1,..., fn} dualna.

(b) (3 boda) Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te fi, fo, f € V*\ {0}.
Dokazite:

f se moze prikazati kao linearna kombinacija f; i fo <= Kerf; N Kerfy, C Kerf.

Rjesenje: Vidjeti prvu grupu.
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(5 bodova) Neka su K = [((1,1,0),(—1,1,1))] i U = [(0, —1, —1)] potprostori od R?, te neka
je T € L(R3) operator projekcije na potprostor K, u smjeru potprostora U. Dakle, T na K
djeluje kao identiteta, a U poniStava.

a) Odredite matricu operatora 7' u kanonskoj bazi.
b) Odredite parametre c i d, ako je

2
1 d 2
1 ¢ 3

matrica operatora 7' u nekoj drugoj bazi. Uputa: $to kod matri¢nog prikaza ne ovisi o
odabiru baze?

Rje§enje Neka je (f) = (f17 f27 f3) = (17 17 O)? (_17 1’ 1)7 (07 _17 _1)

Pey=IepPiply.

(e.f)
1 -1 0]t oo0]l1 =1 o]"
=1 1 =1|lo1o||1 1 =1
0 1 -1 [0 00 [0 1 -1
[1 —1 o] [t oo0o][o0o 1 —1] 1 0 0
=11 1 =1]lo1o0||=11 =1]=]-12 =2
0 1 -1/ [0 0 0] [-1 1 —2 -1 1 -1

d+2=1trP=1trPy =2, paje d=0. Kako je 2 = r(P) postoje a, 3 takvi da je
a(—1,2,4) + 5(1,0,2) = (1,¢,3)

Imamo o = —1/2,6=1/2,¢c = —1.
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-1 2 4
(5 bodova) Neka je operator A € L(R?) dan matricom |—2 4 2| u kanonskoj bazi.
-4 27

(a) Moze li se A dijagonalizirati? Detaljno obrazloZite svaki svoj odgovor.
(b) Odredite matri¢ni prikaz od A'° u kanonskoj bazi.
Rjesenge:

(a) Racunamo ka(A\) = ... = (A — 3)%(\ — 4), iz Cega slijedi o(A) = {3,4} te a(3) = 2 i
a(4) = 1.

Prvo ra¢unamo Vy4(3):

0
|
w
~
Il
[
N >
— DN
N >
=
—~
w
N—
Il
—
——

Sada za V4(4) imamo:

-5 2 4 2
A—4I=1|-2 0 2 :>VA(4):H 1 }]:,9(4):1
-4 2 3 2
Dobivamo:
21213002 -1 —-15
A=PJPt'=10 2 1] 1|0 3 0 1 0 -1
2.0 2110 0 4] |-2 1 2

(b) Ra¢unamo:

5_310_4_410 _2_310_'_2_410 _311_310+4_410
AV = pJlop-l — = 12.310_9.410 410 —2.310 4. 9.410
4.310—-4.410 —2.31042.410 =3 41
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(5 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, te A, B € L(V).
(a) Ako je v svojstveni vektor i od A iod B, je li v svojstveni vektor od A + B?
(b) Ako je A svojstvena vrijednost i od A iod B, je li A svojstvena vrijednost od A + B?

Svoje odgovore obrazlozite (to jest, za tvrdnje koje vrijede navedite dokaz, a za one koje ne
vrijede navedite kontraprimjer).

RjeSenje (a) Da. Dokazimo to. Neka je v € V svojstveni vektor linearnih operatora A i
B. Tada je v # 0, te postoje skalari A i p takvi da je Av = Av i Bv = pv. Tada je

(A+ B)v=Av+ Bv =X v+ pv = (A + p)v,

pa je v svojstveni vektor linearnog operatora A+ B (pridruZen svojstvenoj vrijednosti A + ).

(b) Ne. Na primjer, uzmimo A = B = [ identi¢ni operator. Tada je 1 svojstvena vrijednost
od Aiod B, ali 1 nije svojstvena vrijednost od A+ B = 2I (2 je jedina svojstvena vrijednost
od AB).



