Geologija, Znanost o okoliSu Matematika 1

1 Algebra matrica

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1. Neka su m i n prirodni brojevi. Niz elemenata

m-n
(a11,a127 ceey A1n, 421,022, - - -5, A2ny - - - 5 A1y A2, - - - 7amn) eR

poslozenth u pravokutnu shemu

a1; Qa2 aipz -+ Qip
Q21 Q22 A23 -+  Q2p
A= asy Qg2 Qasz - A3n
Am1 Am2 Qm3 - Amn

naziva se realna matrica tipa m x n. Uredene n-torke

(an, a12,QA13, - - - 7a1n)7 (G21, Q22, A23, - - - ,CLQn)a ceey (amla Am2, Am3, - - - uamn>

su retct matrice A, dok uredene m-torke

(a117 a21,a31, - - - 7am1)7 (a127 a2, A32, . . . 7am2)7 ety (a1n7 A2p, A3p,y - - - 7amn)

predstavijaju stupce matrice A.

Skup svih realnih matrica tipa m X n oznacava se 8 My, (R).

Matrice za koje je m = n (broj stupaca jednak broju redaka) nazivaju se kvadratne
matrice redan. Uredenan-torka elemenata kvadratne matrice (ai1, asg, . . . , Gpy) NGZIVG
se dijagonala (glavna dijagonala).

Dakle, matrica tipa m X n je matrica koja se sastoji od m redaka i n stupaca.
Uobicajeno je matrice oznacavati s velikim tiskanim slovima A, B, ..., a njihove ele-
mente s malim a;;, b;;... Element a;; se ponekad naziva opci ¢lan matrice A. Oznaka u
njegovom indeksu govori nam da se nalazi na presjeku i-tog redka i j-tog stupca. Zbog
prakti¢nosti matrice ¢emo Cesto kratko zapisivati kao A = (a;;) ili A = [a;].

Mi ¢emo uglavnom proucavati matrice ¢iji su elementi realni brojevi, to jest re-
alne matrice. No, elementi matrice mogu biti kompleksni brojevi pa se takve nazivaju
kompleksnim matricama. Stovie, na mjestu elemenata matrice mogu se naéi razli¢iti
matematicki objekti kao Sto su na primjer preslikavanja.

Primjer 1. Zadane se sljedece matrice

L2 1+i —2i 2
A= -3 0.2 ,C:( . 6),5: 1|, R=(-1 -2 3),
0 1 0
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100 .
N:(OOO),JZ 010 7Rw:(sm<p CS)SSO>‘
—cosy singp

Opisimo ove matrice po "obliku’ i 'sadrZaju’. A je realna matrica tipa 3 x 2, C' je komplek-
sna (kvadratna) matrica reda 2. S je realna matrica tipa 3 x 1 i nazivamo ju stupéanom
matricom jer se sastoji od samo jednog stupca. Slicno, matrica R je retéana matrica
jer se sastoji od samo jednog retka, odnodno tipa je 1 x 3. Matrica N je tipa 2 X 3 i svi
njeni elementi su jednaki 0, stoga cemo ju nazivati nulmatricom. Uocimo da matrica
I na dijagonali ima sve elemente jednake 1, a izvan jednake 0. Takva se matrica naziva
jediniéna matrica reda 3. Elementi kvadratne matrice R, su preslikavanja (funkcije).

Definicija 2. Dvije matrice A = (a;;) @ B = (b;;) su jednake ako su istog tipa, na

primgjer tipa m X n ¢ vrijedt da je a;; = bj; za sve i =1,2,...,n, j=1,2,...,m.

1.2 Zbrajanje matrica

Definicija 3. Neka su A = (a;;) ¢ B = (b;;) matrice istog tipa m x n. Zbroj (suma)
matrica A i B je matrica C = (c¢;;) tipa m x n takva da je ¢;; = a;; + b za sve
1=1,2,...,n,7=1,2,...,m.

Ukratko Definiciju 3 zapisujemo kao
A+ B = (ai;) + (bij) = (ai; + b)),

1 jednostavno mozemo re¢i da matrice zbrajamo 'po elementima’.
Za zbrajanje matrice vrije svojsta posve analogna svojstima zbrajanja u skupu realnih
brojeva.

Teorem 1.1. Vrijede sljedeca svojstva:

1. Asocijativnost zbrajanja -
(A+B)+C=A+(B+C)
za sve matrice A, B,C € M,,,(R).
2. Postojanje neutralnog elementa zbrajanja - matrice N € M,,,(R) za koju je
A+ N=N+A=A,
za sve matrice A € M, (R).

3. Postojanje suprotnog elementa zbrajanja - za svaku matricu A € M,,,,(R) pos-
toji B € My, (R) takva da je

A+B=B+A=N.

Suprotnu matricu oznacavamo s B = —A.
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4. Komutativnost zbrajanja -
A+ B =B+ A,
za sve matrice A, B € M,,,,(R).

Dokaz. Sva ova svojstva su sasvim ocekivana buduéi da se zbrajanje matrica definira
po elementima, a elementi su realni brojevi za koje upravo i vrijede navedena svojstva.
Ipak, pokazimo preciznije neka svojstva.

1. Neka su A = [aij], B= [bij}a C = [Cij]' VI'IJedl
(A+B)+C = (lay] + [by]) + [ci] = [aij + bij] + [ci] = [(aij + bij) + cij
= {asocijativnost zbrajanja u R} = [a;; + (b;; + ¢;5)]
= |ay] + [bij + cij] = [aij] + ([by] + [cy]) = A+ (B +C).

2. Nulmatrica je ocito neutralni element zbrajanja.
3. Matrica B = (—a;;) ocito ima trazeno svojstvo.
4. Komutativnost se pokazuje na isti nac¢in kao i asocijativnost.

O

Svojstva iz Teorema 1.1 navedena su i prema sadrzaju i prema redoslijedu s jednim
bitnim razlogom. Naime, ako binarna operacija na nekom skupu zadovoljava ta svojstva
onda se taj skup naziva Abelova ili komutativna grupa, s svojstva 1. - 4. nazivaju
se aksiomima Abelove grupe. Stoga kazemo da nas skup realnih matrica M,,,(R) ima
strukturu Abelove grupe u odnosu na operaciju zbrajanja. Krace, pisSemo i kazemo da je
(M,,,(R), +) Abelova grupa.

1.3 Mnozenje matrica skalarom

Definicija 4. Neka je A = (a;;) matrica tipa m x n i X realan broj. Tada je produkt
matrice A sa skalarom )\, u oznaci NA, matrica tipa m X n ¢iji su elementi Aa;j, za
1=1,2,...,n,7=1,2,...,m.

Teorem 1.2. Neka su A, B € M,,,,(R), te A\, u € R. Vrijede sljedeca svojstva:
1. M(A+ B) = MA + AB (distributivnost u odnosu na zbrajanje matrica),
2. A+ pu)A = A+ uA (distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara),
3. (A pu)A = ApA) (kvaziasocijativnost)
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Dokaz. Sva svojstva se dokazuju 'po elementima’. Na primjer, pokazimo svojstvo dis-
tributivnost u odnosu na zbrajanje matrica. Neka je A = [a;;] 1 B = [b;;]. Vrijedi

MA+B) = May] + [bij]) = Alaij + bij] = [Maij + bij)]
= {distributivnost u R} = [Aa;; + A\b;j]
= [Aai;] + [Abij] = Alai] + Albij] = A + AB.

O

Skupovi s operacijama koja zadovoljavaju svojstva Teorema 1.1 i 1.2 nazivaju se
vektorski prostori nad poljem realnih brojeva. To znaci da je skup realnih matrica
jedan vektorski prostor. O vektorskim prostorima bit ¢e jos govora.

1.4 Mnozenje matrica

Mnozenje matrica ¢e se bitno razlikovati od operacija koje smo upravo definirali - zbra-
janja i monozenja skalarom. Mnozenje ne ¢e biti definirano po analogiji, odnosno 'po
elementima’. Za to postoje mnogi razlozi. Navesti ¢emo jednu situaciju gdje ¢e pokazati
potreba da mnozenje definiramo na ’dugaciji’ nacin.

Motivacija za definiciju mnozenja
Prepostavit ¢emo da s jedne strane imamo jednu linearnu jednadzbu s jednom nepoz-
nanicom, na primjer

2x =3,
a s druge sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice, na primjer
3r + 2y = -1
r — y = 2.

Bududi da opéu linearnu jednadzbu zapisujemo kao
axr = b,

zeljeli bi na taj nacin zapisati i nas sustav linearnih jednadzbi. Sustav ima vise koefici-
jenata, a njih bi zeljeli 'upakirati’ tako da i dalje imamo ’strukturu’ jednadzbe ax = b,
odnosno

paket paket
koe ficijenata : ( paket . ) = slobodnih
. nepoznanica o
uz nepoznanice koe ficijenata

Prirodno je za 'pakete’ koristiti matrice. Dakle,

(A))-(3)

Ono $to nam jos preostaje jest operaciju -’ definirati tako da bude

(VA)()-(5)
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Definicija 5. Matrice A i B su ulanéane ako je broj stupaca matrice A jednak broju
redaka matrice B.

Primjer 2. Matrice

1 =2

A= 3 4 ZB=(§2I§§>
0 —02 ‘

su ulancane jer je broj stupaca matrice A i broj redaka matrice B jednak 2. Uocimo da
matrice B i A nisu ulancane, to jest da svojstvo ‘biti ulanacan’ nije simetricéno.

Definicija 6. Neka je A = (a;;) matrica tipa m x n i B = (b;;) matrica tipa n X r.
UmnoZzak ili produkt matrica je matrica C = (c;;) tipa m x r takva da je

n
Cij = ainbij + aigboj + -+ + @inby; = g iy,
k=1

zat=1,2,...,m, j=1,2,...,r. Pisemo C =A- B ili samo C = AB.

Operacija mnozenja matrica se po svojoj definiciji bitno razlikuje od operacija koje
smo do sada uveli, zbrajanja matrica i mnozenja matrica skalarom, koje su bile definirane
'po elementima’. Nadalje, zbrajali smo matrice istog tipa, dok se pomnoziti mogu samo
dvije matrice koje su ulancane. Krace, mnozenje matrica mozemo opisati tako sto kazemo
da se (7, j)-ti element (- element na presjeku i-tog redka i j-tog stupca) umnoska matrica
A'i B dobiva tako sto skalarno pomnozimo i-ti redak matrice A s j-tim stupcem matrice
B. (O skalarnom produktu bit ée rijeci kasnije).

Primjer 3. PomnoZimo matrice A i B iz Primjera 2,

1:24(=2)-2 1:04(=2)-6 1-(=1)+(=2)-12 1-0+(-2)-5
A-B = 3-244-2 3.0+4-6 3-(=1)+4-1.2 3-0+4-5
0-24(=02)-2 0-04(—02)-6 0-(=1)+(—=0.2)-1.2 0-0+(—0.2)-5
—2 —12 -34 -10
= 14 24 18 20
—04 —12 —-024 -1

Produkt B - A nije niti definiran jer matrice B 1 A nisu ulancane.

Primjer 4. Izracunajmo produkte danih matrica.

2 0

(a)A:(igg),B: 11,
2 0
2 4 6
AB:(_12 :g),BA: —3 -3 -3
2 -4 —6
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wa-(31)5-(31)
= (12). ma= (3 0)
(C)A:<—11 i)’B:((Q) —21)
AB:(—22 —06)’ BA:(? 51)
(d)A:(; Z)’B:<—21 —21>
- (4)

Teorem 1.3. Neka su A, B i C matrice odgovarajucéeg tipa tako da sljedeci izrazu budu
definirani. Vrijede svojstva:

1. A(BC) = (AB)C (asocijativnost)

2. A(B+C)=AB+ AC (lijevi zakon distributivnosti)
3. (A+ B)C = AC + BC (desni zakon distributivnosti)
4. (MA)-B=XA-B)=A-(AB) (bilinearnost)

Dokaz. Pokazimo drugu tvrdnju. Neka je A = [a;;] matrica tipa m X n, a B = [b;] i
C = [¢;;] matrice tipa n x r. Vrijedi

AB+C) = lai] - ([bi] + [ei5]) = [aig] - [bij + cij]
= D aulbr + cx)] = D aibr; + aixcry)]

Sl

= > aubi] + D ainers] = [ai]bis] + [aij][cy] = AB + AC

Ostale tvrdnje se pokazuju sli¢no. O

Na ovom mjestu mozemo konacno objasniti naslov naseg poglavlja - algebra matrica.
Jasno je da operacija mnozenja definirana na ¢itavom skupu M, (R), to jest na skupu
kvadratnih matrica. Ve¢ smo prije ustanovili da skup matrica istog tipa ¢ini vektorski
prostor. Dakle, skup kvadratnih matrica je vektorski prostor na kojem imamo definiranu
i binarnu operaciju mnozenja koja zadovoljava svojstva distributivnosti i bilinearnosti
nazivamo. Takve strukture nazivamo algebrama. Zbog svojstva asocijativnosti koje
takoder vrijedi pridodaje se jos i atribut asocijativna algebra.

6
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Definicija 7. Jedini¢na matrica reda n je matrica I, = (9;5) gdje je

1=
5“‘{&1#3‘

Simbol 9;; naziva se Kroneckerov simbol.
10 L
Primjer 5. Jedini¢na matrica reda 2 je ( 01 ), areda 3 je | O
0

Teorem 1.4. Jedinicna matrica I, je neutralni element mnoZenja u

1.5 Transponiranje matrica

Definicija 8. Neka je A = (a;j) matrica tipa m x n. Transponirana matrica B =
(b;j) matrice A je tipa n X m za koju vrijedi da je

bij = aji,

zasvei=1,2,...m, j=1,2,...n. Transponiranu matricu matrice A oznacavamo s A’
ili AT.

Prakti¢no se transponiranje matrica izvodi tako da redke matrice 'zamijenimo’ stupcima.

.. 1 2 3 .
PrlmjerG.ZaA—(4 5 6)]6

1
A= 2
3

O Ot W~

Teorem 1.5. Neka su A i B matrice odgovarajucih tipova i X € R. Vrijede svojstva:
1. (A = A,
2. (ANA) = \AY,
8. (A+DB) =A"+ B,
4. (AB)" = B'A".

Dokaz. Prva tri svojstva ocito vrijede pokazimo Cetvrto svojstvo. Naka je A = [a;]
matrica tipa m x n, a B = [b;] tipa n x p. Tada je AB tipa m x p, a (AB)" tipa
p X m. Matrica B'A! je isto tipa p X m, jer je B! tipa p X n, a A! tipa n X m. Dakle,
matrica s lijeve strane istog je tipa kao matrice s desne strane. Sada pokazimo jednakost
elemenata:

(AB) = C" = [eij)' = [eji) = D apubii) = D> ajbly] = > bypat,] = B'A"
k=1 k=1 k=1
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Definicija 9. Matrica A je simetricna ako je A = A'. Matrica B je antisimetriéna
ako je B = — B,

Uoc¢imo, da iz same definicije slijedi da simetri¢na, odnosno antisimetri¢na matrica
mora biti nuzno kvadratna. Nadalje, matrica A = (a;;) simetri¢na ako i samo ako je

QAij = Qji,
za sve i,) = 1,2,...,n, odnosno
aix a2 aiz -+ Qip
a12 Qg2 Q23 -+ Q2p
A= a3 @23 Aazz -+ A3y
A1p A2n A3n - Ann

Dakle, 'gornji trokut’ matrice zrcalno je simetr¢an ’donjem trokutu’ u odnosu na dijag-
onalu. S druge strane, matrica B = (b;;) antisimetri¢na ako i samo ako je

bij = —bji,
za sve 1,7 = 1,2,...,n. Specijalno, za dijagonalne elemente antisimetricne matrice
vrijedi

bii = — b,
zai=1,2,...,n. To znaci dasu b; =0 zasvei=1,2,...,n, odnosno svi elementi na

dijagonali antisimetri¢ne matrice su nuzno jednaki nuli. Dakle,

O b12 b13 e bln

_b12 O b23 e b2n

B=| —biz —bys 0 - b3y
_bln _an _an e 0

Teorem 1.6. Svaka k vadratna matrica moZe se jedinstveno prikazati kako zbroj simetricne
1 antisimetricne matrice.

Dokaz. Neka je A kvadratna matrica. Vrijedi
1 1
A= 5(A + A" + §(A — A").

Matrica 3(A + A") je simetricna. Zaista,

1 a) L tyt 1 ¢

S(A+A)) = (A +(A)) =(A+AY).

2 2 2
Matrica (A — A') je antisimetricna. Zaista,

(%(A - At)> = %(At — (A" = %(At —A) = —%(A —AY).

8
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Sada pokazimo jedinstvenost rastava. Pretpostavimo da vrijedi rastav
A=X+Y=X1+Y,

gdje su X, X; simetricne matrice, a Y, Y] antisimetricne. Neka je
X-Xi=Y1-Y=B8B.

Uoc¢imo da je razlika dviju simetricnih matrica opet simetri¢na matrica jer

(X -X)=X"-X=X-X,.
Nadalje, razlika dviju antisimetriénih matrica opet antisimetri¢cna matrica. Zaista,
M-Y)=Y-Y'=-V+Y=—(Y,-Y).

Dakle, matrica B je simetri¢na i antisimetri¢cna. To je jedino moguce ako je B nulmatrica
jer B=B'=—DB,tj. 2B=0. Sada je jasno X = X;iY; =Y. O

Definicija 10. Kvadratna matrica A = (a;;) reda n je
e gornjetrokutasta ako je a;; =0 za sve 1 < j <1 <mn,
o donjetrokutasta ako je a;; =0 za sve 1 < i< j <n,
e dijagonalna ako je a;; =0 za sve 1 <i,j <mn, i#j.

Primjer 7. Matrica

o O =
S =N
o Ot W

je gornjetrokutasta, matrica

I N
ot Ww O
o O O

je dongetrokutasta, a matrica

S O =
S NN O
w o O

je dijagonalna.

Uoc¢imo da je produkt gornjetrokutastih matrica (odnosno donjetrokutastih, odnosno
dijagonalnih) opet gornjetrokutasta matrica (odnosno donjetrokutasta, odnosno dijago-
nalna).

Neka je A kvadratna matrica reda n, te neka je m € N. Definiramo m-tu potenciju
matrice A kao

A™ =A™ A,

9
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pri cemu je
A’ =1

Dakle,

A" =A---A.
—

m puta
Neka je p(z) polinom m-tog stupnja s realnim koeficijentima, to jest

() = @™ + a1 2™ 4 agr® + a1 + ag,

gdje je a,, # 0. Definiramo p(A) kao

P(A) = amA™ + A" 4+ 4y A2+ a1 A+ aol.

10
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2 Linearni sustavi

2.1 Uvodni primjeri i osnovni pojmovi

Primjer 8. Zadana su tri sustava od 2 linearne jednadzbe s 2 nepoznanice:

2 + y =1 2 + y =1 2 + y =1
(1){—x+y:2’(2){4x+2y :—5’(3){4x+2y =2

Sustav (1) ima jedinstveno rjesenje (—3,2), sustav (2) nema rjesnja, a sustav (3) ima
beskonacno rjesenja, (t,—2t + 1) za sve t € R.

Linearnu jednadzbu s dvije nepoznanice, ax + by = ¢, geometrijski interpretiramo kao
pravac u ravnini. Stoga, geometrijska interpretacija sustava od 2 linearne jednadzbe s 2
nepoznanice jest presjek dvaju pravaca u ravnini. Stoga sustav (1) mozemo interpretirati
kao presjek pravaca y = =2z + 11y = z + 2. U slucaju sustava (2) lako se vidi da su
pravei y = —2x + 11y = —2z — 5/2 paralelni, pa se stoga ne sijeku. Kod sustava (3)
prva i druga jednadzba predstavljaju isti pravac y = —2z 4+ 1, odnosno kazemo da se
pravci ‘preklapaju’. Sva tocke tog pravea su ujedno i rjeSenja sustava (3).

Primjer 9. Zadan je sustav od 3 linearne jednadzbe s 3 nepoznanice:

2v — y + 3z =9
dr 4+ 2y + 2z =9
—6r — y + 2z =12

Sustav mozZemo rijesiti tako sto, na primjer, iz prve jednadzbe izrazimo nepoznanicu y
kao
y=2r+32-9,

1 uvrstimo ju u drugu i trecu jednadzbu,

dr + 2(2x+32-9) + =z =9
—6r — (2v4+32-9) + 2z =12°

Sredi vanjem dobivamo sustav od 2 linearne jednadzbe s 2 nepoznanice x i z:

8r + Tz =27
—8&r — =z 3

Primjenom metode suprotnih koeficijenata (ili jednostavno zbrajanjem ove dvije jed-
nadzbe) dobivamo
62 =30 = z=25.

Dalje se dobiva x = —1 iy = 4. Dakle, pocetni sustav ima jedinstveno rjesenje (—1,4,5).

Sutav od 3 linearne jednadzbe s 3 nepoznanice geometrijski mozemo interpretirati
kao presjek triju ravnina u prostoru.

11
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Definicija 11. Linearni sustav (ili sistem) od m jednadZbi s n nepoznanica 1,
To, ... Ty zapisujemo u obliku

anry +  apre + - 4+ AT, =b

ao1r1 + agry + -+ AonTy = bg
. o (1)

Am1T1 + GmaZTs + 0+ GppTn = bm
gdje su 11,12, ..., Amp @ by, ..., by zadani realni brojevi. Brojevi aiy,aqa, .. ., Qpmy NAZI-
vaju se koeficigenti sustava, a by,...,b, slobodni koeficijenti. Linearni sustav je

kvadratni ako je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica, to jest m = n.

Svaki linearni sustav kra¢e mozemo zapisati u matricnom obliku

AX = B,
gdje je
aixz a2 - QAip
ag1 A22 -+ Aa2p
A= sy a2 - A3p |
Am1 Qm2 - Amn

matrica koeficijenata tipa m x n, koja se jo§ naziva matrica sustava, te

I b1

T b
x=| 7| B=| "

Ty b

Kasnije ¢e nam trebati i tzv. proSirena matrica sustava

a;x Q2 - Qip | by
a1 Qg - Ggp | bo
A, = as; agy -+ as, | bz
Am1 Am2 - Amn | bm

Matrica A, je tipa m x (n + 1), a crtice izmedu koeficijenata a;; i b; su tu zbog razloga
tehnicke prirode koji ¢e biti razjasnjen kasnije.

Definicija 12. RjeSenje linearnog sustava (1) je svaka uredena n torka (71,72, .-, %n)
tako da uz supstituciju 1 = y1, To = Yo, ..., Ty = Yn Sustav (1) postaje niz od m nu-
merickih jednakosti (identiteta).

12
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Pitanja vezana uz rjesivost linearnog sustava, broj rjesenja, te zapisivanje samog
rjesenja obradit ¢emo u sljede¢im poglavljima. U tu svrhu trebat ¢e nam specijalan
sustav oblika

a111 + 199 + .. + ATy :0
a1 r1 + axry + - 4+ agw, =0

o (2)
U1t + QT2 + 0+ Ay =0

odnosno kraée AX = 0 (gdje 0 oznacava nulmatricu), naliza se homogeni sustav.
Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Jasno je da je (0,0,...,0) rjesenje sustava. To se
rjeSnje naziva trivijalno.

2.2 Gaussova metoda eliminacije

Primjer 10. Zadana su tri linearna sustava od 3 jednadzbe s 3 nepoznanice:

21’1 — To + 31’3 =9
((I) 41’1 + 2.1‘2 + T3 = 9 s
—61’1 - ) + 21‘3 =12
1 + X9 + Ty = 8
(b) o — T3 = —1 s
r3 = 5)
X1 = -1
(C) i) =4
Ir3 = 5

Veé na prvi pogled nam je jasno da je u sustavu (c) trivijalno iscitati rjesenje. Sustav (b)
se isto moze lako rijesiti, dok bi nam za rjesavangje sustava (a) trebalo najvise algebarskih
operactja.

U prethodnom primjeru smo opazili da su sustavi ’trokutastog’ ili 'dijagonalnog’
oblika laki za rjesanje. Kada bi proizvoljan sustav sveli na takve ili slicne sustave rjesenje
bi se moglo lako ’is¢itati’. Dakle, opisat ¢emo metodu za rjesavanje sustava koja pocetni
sustav svodi na jednostavniji. Ono na sto pri tome trebamo paziti jest da je skup rjesenja
pocetnog sustava jednak skupu rjesenja krajnjeg sustava.

Definicija 13. KazZemo da su dva linearna sustava ekvivalentna ako je svako rjesenje
jednog sustava ujedno i rjeSenje drugog i obrnuto.

Gaussova metoda eliminacije je metoda rjesavanja linearnih sustava koja se sas-
toji se od primjene takozvanih elementarnih transformacija. U elementarne trasfor-
macije spadaju:

1. zamjena redoslijeda jednadzbi,
2. mnozenje jednadzbe skalarom razlic¢itim od nule,

3. pribrajanje jedne jednadzbe drugoj jednadzbi.

13
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Teorem 2.1. Primjenom konacno elementarnih transformacija linearni sustav prelazi u
njemu ekvivalentan.

Cilj Gaussove metode eliminacije jest sustav svesti na sustav iz kojeg odmah mozemo
iscitati rjesenje. U slucaju kvadratnog sustava koji ima jedinstveno rjesenje, moc¢i ¢emo
ga svesti na dijagonalan sustav. U ostalim slucajevima to ne ¢e biti moguce, ali ¢e
dobiveni sustav biti ’djelomic¢no’ dijagonalan. Metodu ¢emo precizno ilustrirati kroz
primjere. Zbog vece preglednosti i brzine rjesavanja umjesto provodenja elementarnih
transformacija nad jednadzbama provode se elementarne transformacije nad retcima
prosirene matrice sustava A,. Konkretno vrsimo sljedece transformacije nad retcima
proSirene matrice:

1. zamjena mjesta dvaju redaka,
2. mnozenje retka skalarom razli¢itim od nule,
3. pribrajanje jednog retka drugom retku.

U praksi najcesée obavljamo 2. i 3. transformaciju istovremeno pa kazemo da pribrajamo
jedan redak pommnozZen skalarom nekom drugom retku.

Primjer 11. Gaussovom metodom eliminacije rijesit éemo sustav

r + y + 2z =2
r — y — 22 =0.
r + 2y + 2z 1

Prosirena matrica ovog sustava glasi

1 1 2 1 2
1 -1 -2 10
1 2 2 11

U prvom koraku izabrat éemo tzv. pivotni element iz matrice sustava (matrice koefi-
cijenata) te vrsiti one elementarne transformacije koje ée ponistiti sve elemente (osim
pivotnog) iz stupca u kojem se nalazi pivotni element. Konkretno, neka je za pivotni
element odabran element a1, = 1 onda biramo one transformacije koje ée na mjestima
elemenata asy 1 azy ‘proizvesti’ nule. To é¢emo postici tako da prvi redak pomnoZen s —1
pribrojimo drugom a zatim @ trecem retku. Pisemo

122 11 2 2

1 -1 -2 ,0]|~10 -2 —4 1 -2

1 2 21 0 1 0+ —1
Za sljedeéi pivotni element odabiremo element drugog ili treceg retka (bez elemenata
zadnjeg stupca) koji je razlicit od nule. Tocnije biramo izmedu elemenata asy = —2,
as3 = —4, azy = 1. Zbog lakseq racuna obicno odabiremo element koji je jednak 1 ili

-1 ako je to mogucée. Odaberimo za pivotni element azs = 1. Da bismo dobili nule na

14
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myjestima elemenata ais i age, trec¢i redak pomnozZen s -1 pribrajamo prvom, a zatim treci
redak pomnoZen s 2 pribrajamo drugom. Pisemo

11 2 2 10 2 3

0 -2 -4, -2 |~100 -4 —4

0 01 —1 01 0 —1
Pomnozimo drugi redak s —1/4,

10 2 3 102 3

00 4,1 4 |~1001 . 1

01 0.1 -1 0101 —

Sada biramo i posljednji pivotni element. Buduci da smo u prva dva koraka birali pivotne
elemente iz prvog 1 treceqg retka sada nam preostaje smo drugi redak, odnosno element
ass = 1. Kako je azs = 0, trebamo ponistiti samo a13 = 2 pa stoga drugi redak pomnoZen
s -2 pribrojimo prvo. Dakle,

10 2 3 1 00 1 1
001l 1]~l00T1 1
01 01 —1 010 —1

Konacno zamjenom drugog i treceq retka dobivamo

0 |
01 -1
1

O = O

1
0
0

Uoc¢imo da je matrica novog sustava dijagonalna (jedinicna). Sustav kojeg smo dobili
glasi
I =1
) =—-1.
r3 = 1

Stoga je sustav ima jedinstveno rjesenje (1,—1,1).

U prethodnom odsjecku vidjeli jednostavne primjere sustava koji imaju jedinstveno
rjesenje, beskonacno rjesenja i nemaju rjesenje. To vrijedi i opcenito. Ako linearni sustav
ima rjeSenja onda ili ima jedinstveno rjesenje ili ih ima beskona¢no mnogo. Postavlja se
pisati kako ¢emo opisati beskonacan skup rjeSenja nekog linearnog sustava. Sre¢om, taj je
skup ”"dobro” strukturiran pa se sva njegova rjeSenja mogu opisati kao zbroj jednog par-
tikularnog rjesenja i opéeg riesenja pripadnog homogenog sustava. Naime, opée rjesenja
homogenog sustava ima tzv. strukturu wvektorskog prostora o kojem ¢e biti posveceno
jedno od sljede¢ih poglavlja. Za sada ¢emo rjesenja nauciti opisivati kroz primjere.

Uocimo sljedeca jednostavna svojstva. Ako je X, neko rjeSenje sustava AX = B i
X, rjesenje homogenog sustava onda je

AX, + X)) = AX, + AX;, =B+ 0= B,

15
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dakle i X, + X}, je rjesenje sustava.
S druge strane, ako su X; i X5 rjeSenja sustava AX = B, onda je njihova razlika
X — X3 rjesenje pripadnog homogenog sustava. Zaista, A(X; — Xy) = AX; — AX, = 0.

Propozicija 2.2. Neka su X i X5 rjesenja linearnog sustava AX = B, te o, € R
takvi da je o+ 5 = 1. Tada je je i aX| + X5 rjesenje istog sustava.

Dokaz. Vrijedi

A(OzXl —|— 5X2) = OéAXl —|— 6AX2 = O[B —|— ﬁB = (O./ + B)B = B

Kroz nekoliko primjera opisat ¢emo kako zapisujemo rjesenje.
Primjer 12. Gaussovom metodom eliminacije rijesimo sustav

T1 + 219 4+ 3x3 =2

—r1 + 9y + 2x3 =-3 .
—41’1"‘ LC2+3£IZ’3:—11
Vrigeds
1] 2 31 2 1 2 3 2 10 -+ 8
112+ 3|~l0[3 51 -1]~103 51 -1
—4 1 3 —11 0 9 15 1 -3 00 01 0

Vise nemamo mogucénosti birati pivotni element, jer su svi koeficijenti u trecem retku
jednaki nuli. Nakon dijeljenja drugog retka s 3 dobivamo

O wlowo|—=

2
o O =
o = O
I
O wlwloo

to jest

| w00

Wl

Ty + — %373

T2 -+ §$3 =

Vidimo da éemo za svaki x5 =1t € R dobiti jedno rjesenje pocetnog sustava. Dakle, sva
rjesnja su

_ 8 1
r1 = 3 . + ét
To = -3 = gt,
r3 = t, tek.
Matricno se rjesnje zapisuje kao
T 5 5
X: ) = —% —|—t —g :Xp+Xh.
T3 0 1

16
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X, je jedno partikularnu rjesnje. Zaista,

123 8 2
-1 1 2 -5 | = -3 |,
-4 1 3 0 —11

a X}, je rieSenje odgovarajuéeg homogenog sustava (za svakit € R) jer

12 3 5 12 3 5 0
-1 12 )¢l -2 )=t -112]||-3]|=1]0
-4 13 1 -4 13 1 0

U sljede¢em primjeru rijesit ¢emo jedan homogen sustav. Homogen sustav ili ima
jedinstveno rjesenje (trivijalno (0,...,0)) ili ih ima beskonacno.

Primjer 13. Gaussovom metodom eliminacije rijesimo sustav

21‘1 —|— i) —I— 4[[)3 + Ty :O

3r1 + 2z9 — 4dx3 — 64 =0
51’1 + 3513'2 — 5374 =0
T + 12.I3 + 8.734 =0

Umjesto prosirene matrice sustava dovoljno je vrsiti transformacije nad matricom sus-
tava, jer su svi slobodni koeficijenti jednaki 0 i ne ce se promijeniti prilikom provodenja
elementarnih transformacija nad retcima. Stoga je

2 1 4 1 0 [1] —20 —15 01 —20 —15
32 —4 —6 0 2 —40 —-30 00 0 0
53 05710 3 60 —45 |00 0 0
1] o 12 8 1 0 12 8 10 12 8

Sustav ekvivalentan pocetnom glasi

r9 — 20x3 — 1524 =0

Stoga je
T = —12.1‘3 — 8(134
To = 201[’3 -+ ]_51’4

Dakle, za svaki izbor x3, x4 € R dobivamo jedno rjesenje sustava. Zato stavljamo xs = s,
x4 =t 1 zapisujemo sva rjesenja kao

r1 = —12s5s—8t
Ty = 20s + 15t
r3 = S

ry = t, s,t,eR

17



Geologija, Znanost o okoliSu Matematika 1

Cesto kaZemo da ovaj sustav ima dvoparametarsko rjesenje. Matricni zapis rjesenja
Je

—12 -8
20 15

X =s 1 +t E s, t, e R.
0 1

Primjer 14. Gaussovom metodom eliminacije rijesimo sustav

3r1 + o — T4 t+ 2x5=7
Ty — dxs + x4 + x5 =0

3r1 — 219 + 2x4 + Dbxs=4"

51’1 - To + 41‘3 + 61’5 =11

Vrsimo elementarne transformacije nad prosirenom matricom sustava:

3 (1] 0o -12. 7 31 0 —-12. 7
1 0 -4 111 0 10 —4 [1] 1. 0
32 0 251 4790 0o 009,18~
5 -1 4 06 1 11 80 4 -1 8 18
41 -403 1 7 41 —403 17
10 -4111 0 10 -41110
90 009 118 [1lo oo012]["
90 009 18 10 001 2

01 -4 0 -1 —1

00 -4 1 0 —2

10 00 11 2

00 00 01 O

Uoc¢imo da smo pivotne elemente birali redom 1z prvog, drugog @ treceg retka. Vise
nemamo mogucnosti za odabir pivotnog elementa iz cetvrtog retka jer su svi elementi tog
retka jednaki nuli. Ekvivalentan sustav pocetnom glasi:

o — 4ZE3 — X5 = -1
— 4l‘3 —I— Ty = —2 .
T + Ty = 2

Za svki izbor x3 = s, x5 =t 1z R dobivamo jedno rjesenje sustava koje mozZemo zapisati
kao

o = —l14+4drs+a5=—-14+4s+1
ry = —24+4r3=—-2+14s ,
T, = 2—x5=2-—1
odnosno
Ty = 2—1t
g = —14+4s+t
r3 = S8 , s,teR
Ty = —2+4s
Ty = t

18
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Matricni zapis rjesenja glasi

Jedno partikularno rjesenje je

1 zaista

T 2
T2 —1

T3 = 0 | +s
Ty —2
Ty 0

2

—1

X,=| o0

-2

0
3 1 0 -1 2
1 0 —4 11
3 =2 0 25
5 -1 4 06

Sva rjesenja pripadnog homogenog sustava su

Vrigeds
3 1 0 —1
1 0 —4 1
3 -2 0 2
5 —1 4 0

+1

OB = O

(@2 RN T V]
O = == O
o O O O

_ O O = =

Tt W = W

+1

O~ RO

, s, teR.

1
0
-2
-1

I e I

—_ OO = =

O N ==
S UL =N
o O OO

-1
1
0
0
1

Za kraj uwocimo jos da postoji veza izmedu odabira pivotnih elemenata i odabira onih
nepoznanica koje cemo ‘proglasiti’ slobodnim parametrima. Pivotne elemente smo nismo
birali iz treceg 1 petog stupca, a stavili smo x3 = s i x5 = t. Ovo opaZanje se moze pokazati

1 opcenito.

Primjer 15. Gaussovom metodom eliminacije rijesimo sustav

—2x1 + 3x2 + T3
3LL’1 + )

Ty + 4%2 + I3

—41‘1 + 2ZL‘3

19
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Vrsimo elementarne transformacije nad prosirenom matricom sustava:

-2 3 [1] 0 2 -2 31 0.1 2 -1 01 3.1 8
31 0 -1 2| | 3[fo -1 -2]_ 3 10 -1 1 =2
14 1 -1 1 0 3 1.0 -1 O 0O 00 0. 2
-4 0 2 51 5 0 -6 0 5 1 0 -6 0 5 1 1
Treéi redak dobivene matrice je istaknut jer on predstavlja jednadzbu
0'1’1 + O'IQ + O'ZE3 + 0'.%'4 =2.
Dakle, 0 = 2, sto je ocita neistina. Rjesavanjem sustava dobili smo nesto proturjecno,
to jest kontradikciju, pa zakljucujemo da dani sustav nema rjesenja.
Ovo smo mogli zakljuciti veé iz druge matrice, jer drugi i treé¢i redak predstavljaju
jednadzbe
3.7}1 + X9 — X4 =-2
3[)31 -+ T2 — X4 :0’
sto je isto nemoguce.
Primjer 16. Pretpostavimo da trebamo rijesiti dva sustava
Ty + 2x9 — T3 =3
29 + brg = —10,
—T1T — Tro -+ 2&33 = -5
i
v+ 2y — ys =0
“y1 — Y2 + 2y3 =3
Ta dva sustava posebna su po tome sto imaju istu matricu sustava
1 2 -1
A= 0o 2 5],
-1 -1 2
pa th stoga moZemo rjesavati istovremeno transformirajuci sljedeéu matricu
1] 2 -1+ 3 0 1 2 -1 1 3 0 10 -3 1 7 —6
0 2 51 1012 ]|~(0 2 51 =1012|~(00 [31 -6 6
-1 -1 21 -5 3 o1 1+ -2 3 01 11 -2 3
1001 10 1001 10
0011 22 |~(01011 01
0101 01 0011 =2 2
Rjesenje prvog sustava nalazi se u prvom stupcu (r1,xq,x3) = (1,0,—2) a drugog u

drugom, (y1,y2,vs) = (0,1,2).
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S obzirom na prethodni primjer Gaussovu metodu eliminacije mozemo primijeniti na
rjeSsavanje matricnih jednadzbi oblika AX = B gdje je A matrica tipa n x n, B matrica
tipa n X k, a X nepoznata matrica (tipa n x k) tako $to elementarne transformacije
primijenimo na matricu (A1 B).

Primjer 17. Rijesimo matricnu jednadzbu AX = B gdje je

1 2 -3 9
A_<—3 4>’B_(—11 13)'
Sredujemo matricu

2 =3 9\ (1 21 =3 9\
-3 4 1 —11 13 0 10 1 —20 40

1 21 -39 101 11
0 [1] 1 —2 4 01 1 =2 4)

Znaci rjesenje je

2.3 Inverz matrice

Motivacija

Za svaki realan broj a koji je razli¢it od nule postoji broj b za koji jea-b=b-a = 1.
Jasno, b = é ili b= a"!. Za broj b reéi ¢emo da je multiplikativan inverz. Ako je broj a
racionalan (tj. razlomak), onda je njemu multiplikativan inverz njemu reciprocan broj.
U onom §to slijedi zelimo ispitati ovo svojstvo na skupu, odnosno algebri, kvadratnih
matrica.

Definicija 14. Neka je A matrica iz M, (R). Ako postoji matrica B € M, (R) za koju
je
A-B=B-A=1,

onda kazemo da je matrica A invertibilna ili regularna, a matrica B se naziva njenim
inverzom i oznacava s B = A~'. Ukoliko takva matrica B ne postoji, onda za matricu
A kazZemo da je neinvertibilna ili singularna.

Primjer 18. Neka je A = ( _} (2) ) i B = ( (l) _i ) Vrijedi da je AB = BA=1.
2 2
Dakle, B = A™Y, odnosno A je reqularna matrica.

Prije nego li §to nauc¢imo odredivati inverz dane matrice navedimo neka svosjstva
inverznih matrica.

Teorem 2.3. Ako postoji inverz matrice, onda je on jedinstven.
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Dokaz. Pretpostavimo da postoje dva razlicita inverza B i C' zadane matrice A, to jest
vrijedi

AB=BA=1, AC=CA=1.
Tada je

C' = C - I =C(AB) = {asocijativnost mnozenja} = (CA)B=1-B = B.

Teorem 2.4. Neka su A i B regularne kvadratne matrice i A € R\ {0}. Vrijedi

Dokaz. 1. (A) 1= (A )1 T=(A A A)=(A ) A YA=T A=A

2. B1A™1 = B'A7Y((AB) - (AB)™') = B"Y(A'A)B(AB)™' = (B™'B)(AB)™! =
(AB)~

3. A A = (ATA)Y =T1 (A A = (AA Y =T
Zbog jedinstvenosti inverza slijedi (A*)~! = (A71)%

4. (AA)(%A’I) = A%(AA’l)) i (%A’l)()\A) =1.
Zbog jedinstvenosti inverza slijedi tvrdnja.
[

Sada ¢emo opisati postupak pomocu kojeg ¢emo naci inverz matrice. Jasno je da
inverz od A zadovoljava matri¢nu jednadzbu

AX =1.

Ukoliko zelimo odrediti inverz trebamo rijesiti tu matri¢nu jednadzbu. U prethodnom
odsjecku naucili smo rjesavati takve probleme Gaussovom metodom eliminacije

(A | ])N...N(] | B).
Pokazuje se da smo na taj nac¢in odredili A=! = B.

Primjer 19. Odredimo inverz matrice
2 3
(1)
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Dakle, riesavamo matricnu jednadzbu AX = kao u Primjeru 17.

(1] 2 10 1

Tra zeni inverz je matrica

0 1

<23|10>N< |1—2>N(0—1.1—2
1 2

2 -3
-1 2
1 2 -1
Primjer 20. Odredimo inverz matrice A= | 2 2
0 -1 1
Rj.
1] 2 -1 1100 1 2 -1
(A1) = 2 2 11010]~(0 -2 3
0 -1 11001 0 |-1] 1
1 0 1.1 10 2 1 00
-~ 10 oft] —21 -=2]~[0 01
0 -1 11 00 1 0 —1 0
1001 3 -1 4
~ (0101 =2 1 =3|=(I1]A4")
0011 -2 1 =2

Primjer 21. Odredimo inverz matrice

(1)

1] 1 v 10) (11110
—1 —1 101 001 11)"

1 0 + 2 -3

)~

1 00

-2 10

0 01
-1 4
1 =2
-1 3

Vidimo da nije moguce dobiti jedinicnu matricu s lijeve strane. Odnosno ako problem

pru¢imo pomod¢u matriéne jednadzbe, nakon ove transformacije dobili smo

Coo) (5 m)=(0Y)

a to o¢ito ne moze vrijediti (- iz drugog retka imamo 0 = 1). Stoga zakljucujemo da

matrica A nema inverza, odnosno to je jedna singularna matrica.

U sljede¢em poglavlju obradit ¢emo determinante pomocu kojih ¢emo karaterizirati

regularnost matrice, te nauciti jos jednu tehniku odredivanja inverza.
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3 Determinante

Savakoj kvadratnoj matrici se na jedinstven na¢in moze pridruziti skalar koji se naziva
determinanta. Jos donedavno izucavanje determinanti u sklopu linearne algebre pred-
stavljalo je jednu od sredisnjih tema koja je ukljucivala glomaznu teoriju. To ne treba
¢uditi jer determinante imaju Siroku primjenu u matematici. (Mi ¢emo ih koristiti za
racunanje inverza matrice, rjesavanje linearnih sustava, ispitivanje linerne (ne)zavisnosti
skupova vektora ...) Sama matematicka definicija determinte je komplicirana (- ukljucuje
razumijevanje pojma permutacije skupa) kao i razvoj same teorije vezane uz determinatu.
No, jednom kad se teorija razvije, same tehnike racunanje su jednostavne, a svojstva lako
razumljiva. Stoga ¢emo se u ovom poglavlju posvetiti klasicnim metodama za ra¢unanje
determinanti, te pokazati neke njihove primjene. Zapocinjemo s determinatama reda
2 i 3 koje imaju najsiru primjenu (na primjer u kalsicnoj algebri vektora, analitickoj
geometriji ravnine i prostora,...).

3.1 Determinante reda 21 3

Definicija 15. Determinanta reda 2 je preslikavange det : My(R) — R koje svakoj

.. 11 (12 . .. .. . .
matrici A = pridruzuje vrijednost a1y — aiacir. Pisemo da je
Q21 Qg
a1 g2 aq1 Qg2
det A = det = = (¥11099 — (X120X21 .
Qg1 (i Qo1 (g2

Kazemo jos da determinantu reda 2 dobivamo tako Sto od umnoska elemenata na
glavnoj dijagonali oduzmemo umnozak elemenata na sporednoj dijagonali.

Definicija 16. Determinanta reda 3 je preslikavanje det : M3(R) — R koje matrici

Q11 Q12 (g3
A= Qg1 Qigg (i3
Q31 Qzg (33
pridruzuje vrijednost
Q11 Qo233 + Qi1aQia3i3] + Qo1 (X30(X 3 — (N130i99 (i3] — (o1 (X 2(¥33 — (V39 (V93X .
Pisemo
Q11 Qg (g3

detA = g1 Qg2 (Vg3
Q31 O32 Q33

Vrijednost determinante reda 3 lako se prati pomucu tzv. Sarrusovog pravila ili sheme
koje se sastoji u tome da detrminanti reda 3 nadopiSemo prva dva stupca, te zatim od
zbroja umnozaka na ’glavnim’ dijagonalama oduzmemo zbroj umnozaka na ’sporednim’
dijagonalama.

a1 Q2 g | a1 Qg2

Qa1 Qg (23 Qo1 Qigg =
Q31 (Qizg (i33 Q31 (32
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= (V11 Qo33 + (raQa3 i3 + Q1 ga013 — (3090031 + Qo 2033 + 3oz ).

Determinantu reda 3 mozemo racunati i pomocu Laplaceovog razvoja. Pokazimo
Laplaceov razvoj determinante reda 3 po prvom retku:

Q11 Q12 Oq3

i Qg1 Qg3
Qo1 Qg2 (23 | = (1]

Qoo (23 Qo1 (¥29

Qr3p (33

+ 13

Q31 (33 Q31 (32

Q31 (Qizg (i33

= 0411(04220433 - 04230432) - 0612(06210433 - 04230431) + 0413(06210432 - 04310622)

Opcenito, Laplaceov razvoj mozemo provoditi po bilo kojem retku ili stupcu deter-
minante. Formula za Laplaceov razvoj po i-tom retku glasu

detA = Z Ay,

gdje je A;; determinanta matrice reda 2 koju smo dobili tako $to smo iz matrice A izbacili
1-ti redak i j-ti stupac. Na isti nacin, formula za Laplaceov razvoj po j-tom stupcu glasu

detA = Z O‘w ij-

Ponekad se sam Laplaceov ravoj koristi i kao induktivna definicija determinante. Zaista,
ako definiramo determinantu reda 1 kao

det(aqy) = |aq:| = aqy,

onda determinantu reda 2 mozemo definirati pomoc¢u Laplaceovog razvoja po npr. prvom
retku
a1l 2

Vidimo da smo determinantu reda 2 prikazali kao linearnu kombinaciju determinanti
reda 1. Analogno smo ve¢ pokazali da se determinanta reda 3 moze prikazati kao lin-
earna kombinacija determinanti reda 2. Ovu cinjenicu ¢emo iskoristiti za racunanje
determinanti viseg reda.

3.2 Determinante viseg reda
Kako smo u prethodnom odsjecku naucili racunati determinante reda 1, 2 i 3, sada ¢emo
pretpostaviti da je n prirodan broj veéi od 3. Determinantu reda n racunamo kao

n n

Dy =Y (=)A= Y (1) ay Ay,

i=1 j=1

gdje je A;; determinanta reda n—1 koju smo dobili tako sto smo determinanti D, izbacili
i-redak i j-ti stupac. Na ovaj nacin problem rac¢unanja determinante viseg reda svodimo,
u jednoj ili viSe iteracija, na racunanje determinanti reda 2 ili 3 koje znamo odrediti.
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Primjer 22. [zracunajmo danu determinantu Laplaceovim razvojem po 4-tom stupcu:

? _; i 2 2 -1 3 2 -1 3
0 3 1 0 =(-D*.4.]0 3 —1|[+(-D*"*(=3)-|1 2 4
L1 0 3 1 1 0 0 3 —1

=404140-(9-240))—3(-4+04+9—-(0+24+1)) =54
Izracunajte ovu determninatu Laplaceovim razvojem po nekom drugom retku ili stupcu.

Sto uocavate?

Uocimo da se predznaci, (—1)"*/, u Laplaceovom razvoju ne trebaju svaki put racunati
jer oni alterniraju kao sto je prikazano u 'matricama predznaka’ za razvoj determinante
reda 3, 4, ... :

+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

U sljede¢oj napomeni iznijet ¢emo pravu matematicku definiciju determinante koja
je slozena jer u sebi sadrzi vise matematickih pojmova pojmova o kojima do sada nije
bilo rijeci.

Napomena 3.1. Determinante matrice A = (o) reda n definira se kao

det A = Z (—1)*" ey 1) 0(2)  * * Ono(n);

O'ESn
gdje je o permutacija (bijekcija) skupa {1,2,...,n}, S, skup svih permutacija skupa

{1,2,...,n}, a sgn(o) broj inverzija permutacije o.

3.3 Svojstva determinante

Propozicija 3.2. Determinanta gornjetrokutaste (ili donjetrokutaste) matrice jednaka
je produktu elemenata na glavnoj dijagonali.

Dokaz. Laplaceovim razvojem determinante gornjetrokutaste matrice uvijek po prvom
stupcu, dobit ¢emo tvrdnju propozicije. O]

Korolar 3.3. Determinanta dijagonalne matrice jednaka je produktu elemenata na glavnoj
dijagonali. Determinanta jedinicne matrice jednaka je 1.

Propozicija 3.4. Determinanta koja ima nulredak ili nulstupac jednaka je 0.

Propozicija 3.5. Vrijedi da je det A® = det A.
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Determinantna i elementarne transformacije

Elementarne transformacije nad retcima sustava linernih jednadzbi, odnosno nad
recima pridruzene matrice sustava, vrsili smo u metodi Gaussovih eliminacija. U onom
Sto slijedi vidjet ¢emo kako elementarne transformacije nad retcima i stupcima utjecu
na vrijednost determinante.

Propozicija 3.6. Ako je matrica B dobivena iz matrice A zamijenom u poretku dvaju
redaka (ili stupaca), onda
det B = —det A.

Korolar 3.7. Determinanta koja ima dva ista retka (ili stupca) ima vrijednost jednaku
nuli.

Propozicija 3.8. Ako je matrica B dobivena iz matrice A mnoZenjem jednog retka (ili
stupca) sa skalarom \ # 0, onda

det B = )\ -det A.

Korolar 3.9. Vriyed:
det (AA) = A" - det A.

Propozicija 3.10. Ako je matrica B dobivena iz matrice A dodavanjem jednog retka
(ili stupca) pomnoZenog sa skalarom X, onda

det B = det A.

Propozicije 3.6, 3.8 i 3.10 koriste se na nacin da determinantu svedemo na gorn-
jetrokutastu (ili donjetrokutastu).

Primjer 23. [zracunajmo danu determinantu svodenjem na gornjetrokutastu:

={zamj. 1. i 4. retka} = —

O~ ok W
W O = O
N O ==
— W N
|
W~ =~ O
O O = W

-1
2
3 —
1

— O =N
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4 Vektorski prostor R”

4.1 Definicija vektorskog prostora

Neka je n prirodan broj. Skup svih uredenih n-torki realnih brojeva oznacavat ¢emo s
R™. Dakle,

R™ = {(x1,29,...,2,) : T1,T9,...,2, € R}

Elemente od R™ kratko ¢emo oznaciti s u, v, w,... Ako je v = (x1,29,...,2,), onda
brojeve x1, xs, ..., x, nazivamo koordinatama ili komponentama od v.
Skup R™ mozemo shvatiti i kao Kartezijev produkt od n skupove R, to jest

R”:RXRX---XR.

n—puta

Na skupu R" prirodno uvodimo dvije operacije - zbrajanje i mnozenje skalarom
(odnosno realnim brojem). Neka su v = (z1,%9,...,2,) 1 w = (Y1,Y2,---,Yn). Zbroj
v 4+ w definiramo kao

v+ w= (21,9 Tn) + (Y1, Y255 Yn) = (T Y1, T2+ You oo, T+ Yn),

te kazemo da zbrajanje elemenata v i w vrsimo po koordinatama. Sli¢no, za v € R”
definiramo umnozak skalarom « iz R kao

a-v=aoa-(r1,T,...,2,) = (Qx1,QTs, ..., QL,).

Umjesto o - v Cesto pisSemo samo aw.
Operacija zbrajanja i mnozenja skalarom zadovoljavaju mnoga svojstva. Navest ¢emo
ih u sljede¢em teoremu.

Teorem 4.1. Za operaciju zbrajanja te operaciju mnozenja skalarom na skupu R™ vrijede
sljedeca svojstva:

(A1) Zbroj svaka dva elementa iz R™ je uvijek element iz R™, odnosno
za sve v,w € R = v+weR™
Ovo svojstvo naziva se zatvorenost na zbrajanje.
(A2) Zbrajanje u R™ je asocijativno, to jest za sve u,v,w, € R"™ vrijedi da je

(u+v)+w=u+ (v+w).

(A3) UR" postoji neutralni element zbrajanja, n = (0,...,0) za koji vrijedi da je
vt+n=n-+v=u0,

za sve v € R™.
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(A4) UR"™ svaki element ima svoj inverz, odnosno za svaki v € R™ postoji v' € R" za
koji je
v+v =v +v=n.
Ako je v = (z1,...,2,) onda je v = (—x1,...,—x,).

(A5) Zbrajanje u R"™ je komutativno, to jest za sve v,w € R™ wvrijedi da je

v+w=w+v.

(S1) Ummnozak skalara i elementa iz R™ je uvijek element iz R™, odnosno
za svev ER" iaeR = avelR"
Ovo svojstvo naziva se zatvorenost na mnoZenje skalarom .
(S2) Vrijedi kvaziasocijatvnost mnozenja skalarom, to jest
a(fv) = (af)v,
za sve o, 8 € R i za sve v € R”.
(S3) Za sve v € R™ vrijedi da je 1 -v = v.
(S4) Vrijedi distributivnost u odnosu na zbrajanje u R™, odnosno
a(v+w) = av + aw,
za sve a € R 1 sve v, w € R™.
(S5) Vrijedi distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara u R, odnosno
(v + B)v = aw + P,
za sve o, 3 € R i sve v € R™.

Dokaz. Sva svojstva direktnto proizlaze iz svojstava zbrajanja i mnozenja realnih brojeva
jer je zbrajanje i mnozenje definirano po komponentama (to jest koordinatno). O]

Definicija 17. Svaki skup V' na kojem je definirana operacija zbrajanja sa svojstvima
(A1) do (A5), te operacija mnoZenja skalarima iz R sa svojstvima (S1) do (S5) naziva
se realni vektorski prostor (ili vektorski prostor nad poljem R ). Elemente vektorskog
prostora nazivamo vektorima.

Skup na kojem je definirana samo jedna operacija koja za koju vrijede svojstva (A1)
do (A5) naziva se Abelova grupa ili komutativna grupa.

Na temelju prethodne definicije mozemo zakljuciti da je skup R" jedan realn: vek-
torski prostor u odnosu na operaciju zbrajanja i mnozenja skalarom. Nadalje, R" je i
Abelova grupa u odnosu na zbrajanje.

Konkretno ¢emo najvise raditi s vektorskim prostorima R? i R3 koje geometrijski
mozemo interpretirati kako ravninu i prostor.
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4.2 Vektorski potprostori

Primjer 24. Zadan je skup S svih vektora iz R® kojima je zadnja koordinata jednaka 0,
odnosno
S = {(z1,79,73) €ER® : w3 =0} = {(21,22,0) : 21,75 € R}.

Skup S realan vektorski prostor jer zadovoljava svih 10 svojstava 1z Teorema 4.1. Skup

T = {(x1,29,23) € R3 : 3= 1} ={(x1,22,1) : 1,29 € R}

nije vektorski prostor jer ne vrijedi svojstvo zatvorenosti na zbrajanje vektora (Al1). Za-
ista, (1,2,1)4+(1,1,1) = (2,3,2) € T. Napomenimo da ukoliko Zelimo pokazati da neko
svojstvo ne vrijedi to mozZemo ustanoviti na nekom konkretnom slucaju.

Definicija 18. Podsdkup S vektorskog prostora R™ koji je © sam wvektorski prostor u
odnosu na iste operacije naziva se vektorski potprostor od R".

Teorem 4.2. Podsdkup S wvektorskog prostora R™ je wvektorski potprostor od R™ ako 1
samo ako su u S zadovoljena svojstva (A1) i (S1), odnosno ako i samo ako je

ar + Py € S,

za sve x, y iz S i sve a, B iz R.

4.3 Linearne kombinacije vektora

Definicija 19. Vektor w € R" je linearna kombinacija vektora v, vs, ..., vy iz R"
ako postoje skalari Ny, g, ..., \i iz R takvi da je

W = A\v1 + AgUs + - -+ + ApUg.

Definicija 20. Neka je S = {v1,vs,...,vx} podskup u R™. Skup svih linearnih kombi-
nacija vektora skupa S naziva se linearna ljuska skupa S. Oznacava se sa [S] ili sa
span(S).

Teorem 4.3. Neka je S C R™. Tada je linearna ljuska [S] vektorski potprostor od R™.

Dokaz. Neka su v iw vektori iz linearne ljuske [S], te o, § skalari (realni brojevi). Prema
definiciji je v i w su linearne kombinacije vektora iz skupa S, pa je jasno da je i vektor
av + Pw isto linearna kombinacija vektora iz skupa S. Stoga je prema Teoremu 4.2 skup
[S] jedan vektorski potprostor. O

Primjer 25. PrikaZite vektor v = (1,5, —3) kao linearnu kombinaciju vektora

(a) a=(1,2,—1), b=(1,0,1), c = (0,1,0),

(b) a=(1,2,-1), b

(1,0,1), d = (1,1,0),

(c) a=(1,2,-1), e=(-1,1,—1), f = (0,3, —2)
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(a) TrazZimo skalare o, B,y € R za koje je
v =aa+ b+ yc.

Odnosno,
(1'1, T, :C?)) = Oé<17 27 _1) + ﬁ(17 07 1) + 7(07 17 0)

Otududa dobivamo sljedeci sustav u nepoznanicama o, 3,7y:

a + p =1
2av + v =5
-a + f =-3

Prosirena matrica ovog sustava glasi

11 | 1
2 0 1 5
-1 1 =3
a b c 1w

Opazimo da se vektori a, b i ¢ nalaze u stupcima matrice sustava, a stupac slobodnih
koeficijenata je upravo v. RjeSavanjem ovog sustava dobiva se da je o = 2, f = —1 1
v =1, odnosno da je
v=2a—b+ec.
Uocimo jos, da je sustav koji smo rjesavali imao jedinstveno rjesenje, te stoga kaZemo
da se v prikazuje kao jedinstvena linearna kombinacija vektora a, b i c.
(b) Postavivsi problem kao u prethodnom sluc¢aju rjiesavamo sljedeéi sustav:

11 1. 1 -1 10 1 —4
2 0 1]+ 5|~ 2011 5
-11 01 =3 -1 101 =3

Ovaj sustav ocito nema rjesenja, stoga zakljucujemo da se vektor v ne moZe prikazati
kao kao linearna kombinacija vektora a, b 1 d.
(¢) Rjesavamo sljedeéi sustav:

1] -1 0. 1 1 -1 0 1 1 1
2 1 =31 5 |~l0 3 -31 3|~l0 1111
-1 -1 2 -3 0 -2 2 1 =2 0 0

Ovaj sustav ocito ima beskonacno rjesenja i sva rjesnja su
a=1+tf=t, y=—-1+t, teR.
Stoga vektor v mozZemo prikazati za svaku vrijednost parametra t kao
v=(1+ta+te+ (—1+1)f.

Konkretno zat =0 imamo v =a — f, zat =1 imamo v =2a+ e, ... U ovom slucaju
zakljucujemo da smo vektor v mogli prikazati kao linearnu kombinaciju vektora a, e i f
na beskonacéno puno nacina, odnosno nejedinstveno.
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4.4 Linearna nezavisnost

Definicija 21. Skup vektora {vy,vs,...,vx} je linearno zavisan ako je postoje skalari
a1, o, ..., ag 12 R koji nisu svi jednake nuli © takvi da je

AU+ Aovg + -+ - 4 A = 0. (3)
U suprotnom kazemo da je skup vektora {vy,vs,...,vx} linearno nezavisan

Cesto umjesto da kazemo da je skup vektora linearno (ne)zavisan, krac¢e samo kazemo
da su vektori vy, vy, ..., vg linearno (ne)zavisni. Nadalje, linerarnu nezavisnost vektora
v1, Vg, ..., Uy kokretno provjeravamo tako $to ustanovimo da jednadzba (3) ima samo
trivijalno rjesenje oy = ap = ay, = 0.

Linearnu nezavisnost od toéno dva vektora uvijek mozemo lako ustanoviti. Naime,
ako su v = (z1,...,2,) 1 w = (y1,...,ys) linearno zavisni vektori iz R™ onda postoje
skalari a1 8 koji nisu oba jednaki nuli i takvi da je

av + fw =0,
odnosno
(axy,...,ax,) = (=By1, -, —BYn).
Ako je na primjer a # 0 (jer ne mogu biti oba jednaka nuli) onda je
B B
T1=—"Yl,..., Tn=——NYn,
a !

odnosno za sve koordinate vektora v i w vrijedi da je x; = ky;. Dakle, ako su vektori v
i w linearno zavisni onda su im koordinate proporcionalne. Jasno, je da vrijedi i obrat.
Ako je x; = ky; zasve i = 1,...,n onda je

v—kw =0,
Sto upravo kazuje da su vektori v i w linearno zavisni.

Lako se pokazuju i tvrdnje u sljede¢oj propoziciji:
Propozicija 4.4. Vrijedi:
1. Svaki skup koji sadrzi nulvektor je linearno zavisan.
2. Svaki podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan.

3. Svaki nadskup linearno zavisnog skupa je linearno zavisan.

Primjer 26. Skupovi{(1,2,3),(1,1,0),(0,0,0)} ¢ {(1,2,3),(2,4,6),(1,0,1)} su linearno

2aV18N4.
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4.5 Baza i dimenzija

Sve definicije i tvrdnje iz prethodnih poglavlja mogle su se formulirati i opé¢enito za neki
apstraktan vektorski prostor V. Pojam baze i dimenzije vektorkog prostora definirat
¢emo za jedan takav opéi vektorski prostor V.

Definicija 22. Neka je V wektorski prostor i B podskup od V. Ako je B linearno
nezavisan skup i V = [B], onda kaZemo da je skup B baza vektorskog prostora V.

Ako je V = [B], kao u Definiciji 22, onda kazemo da je prostor V' generiran ili razapet
skupom B. Jos se moze re¢i da je B skup izvodnica ili skup generatora za V. Konkretno
taj uvjet provjeramo tako da ustanovimo da je svaki vektor iz V' linearna kombinacija
vektora iz skupa B. Nadalje, kod nas ¢e skup generatora B biti konacan skup, na primjer
B = {v1,vs,...,v,}. Za vektorske prostore kojima je skup generatora konacan kazemo
da su konacnogenerirani.

Vazna je c¢injenica da svaki vektorski prostor ima bazu i da su svake dvije baze
ekvipotentne (jednakobrojne). Te ¢injenice nisu nimalo jednostavne za pokazati, ali su
nam vazne zbog sljedec¢e definicije.

Definicija 23. Dimenzija vektorskog prostora V' je broj elemenata baze B. Pisemo,
dimV = card B.

Primjer 27. Skup B = {e1,es,e3} gdje je e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) i e3 = (0,0,1)
je baza za R3. Lako moZemo ustanoviti da je B linearno nezavisan skup. Nadalje, za
vektor v = (1, T, 13) iz R® vrijedi

v = Il(l, 0, O) + ZEQ(O, ]., 0) + 173(0, 0, 1) = T1€1] + T262 + X363,

§to znaci da B razapinje prostor R®. Nadalje, pokazali smo da je dimR?® = 3. Owva
se baza naziva kanonska ili standardna baza. Osim te baze u R3 postoji beskonacno
mnogo drugih baza.

Opdenito, skup {e; = (1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)} je kanon-
ska baza za R™ i dimR"™ = n.

Primjer 28. Zadan je potprostor u R3:
L= {(.Tl,.iﬁg,l'g) S R? . 1+ X9 = O}

Treba mu odrediti bazu i dimenziju. Ustanovimo da je vektor v = (xy,xq,x3) iz L ako i
samo ako je xo = —x1. Dakle,

v=(x1,—x1,23) = x1(1,—1,0) + 23(0,0, 1).

Vidimo da smo proizvoljan vektor iz L prikazali kao linearnu kombinaciju vektora (1, —1,0)
i (0,0,1). Dakle, skup {(1,—1,0),(0,0,1)} razapinje potprostor L. Lako je za vidjeti da

je taj skup i linearno nezavisan (jer koordinate ova dva vektorra nisu proporcionalne).

Stoga je {(1,—1,0),(0,0,1)} jedna baza za L i dim L = 2.
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Propozicija 4.5. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor. Vrijedi:

1. Ako su vektori vy, va, ..., v, linearno nezavisni, onda oni ¢ine bazu za V.

2. Ako vektori vy, vs, ..., v, razapingu V, onda oni ¢ine bazu za V.

Primjer 29. Provjerite da je skup S = {(2,0,—1),(0,3,2), (4,1, —1)} baza prostora R3.
Kako je skup S troclan, a prostor R® ima dimenziju 3, dovoljno je prema Propoziciji 4.5
provjeriti da je skup S linearno nezavisan. Stoga rjesSavamo jednadzZbu

Oé<2,07 _1) + ﬁ(0,3, 2) + ’7(47 17 _1) = (ana 0)7

u nepoznanicama «, [ i 7y. Prehodnu jednadzbu zapisujemo kao homogen linearan sustav
cija je matrica

2 0 4

03 1

-1 2 -1

Determinanta ove matrice jednaka je 2, to jest razlicita je od nul, pa je stoga je rjesenje
sustava, odnosno jednadzbe jedinstveno o« = [ = v = 0, odnosno vektori su linearno
nezavisni.

4.6 Primjeri joS nekih vektorskih prostora
4.6.1 Matrice

Na skup realnih matrica tipa m x n, M, ,(R) uveli smo operacije zbrajanja i mnozenja
skalarom. Kako su te operacije definirane po elementima, a elementi su realni brojevi,
lako se moze ustanoviti da su zadovoljena svojstva Teorema 4.1. Znadi, skup M,, ,(R)
predstavlja jedan realni vektorski prostor.

Sada postavljamo pitanje dimenzije prostora M,,,(R). Za i € {1,...,m} i j €
retka i j-tog stupca) jednak 1, a na svim ostalim mjestima elementi su jednaki 0. Jasno
je da za matricu A = (a;;) € M, (R) vrijedi

m n
=23 ai
i=1 j=1

pa skup {E;; : 1 <i<m,1<j<n} predstavlja skup izvodnica za M,,,(R), odnosno
generira ga. Lako se moze ustanoviti da je taj skup i linearno nezavisan. Stoga on
predstavlja i jednu bazu za M, ,,(R), i to je tzv. kanonska ili standarna baza. Broj
elemenata baze je m - n, te smo upravo pokazali da je

dim M, n,(R) = m - n.

Primjer 30. Skup svih simetriénih matrica redan, S je vektorski potprostor od M, (R).
Skup svih antisimetriénih matrica reda n, A je isto vektorski potprostor od M, (R). Za-
ista, ako su A,B € S, te a, f € R vrijedi

(A + BB) = aA' + BB' = aA + BB.
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Dakle, «A + B € S, pa prema Teoremu 4.2 vrijedi S < M, (R). Na isti, nacin za
C,D € A se lako provjeri da je aC' + BD antisimetricna matrica;

(aC + D) = aC' + D" = a(—C) + B(—D) = —(aC + BD).

Sada mozZemo postaviti pitanje dimenzije ovih potrostora. Neka je A € §. Pokazali

da opcéento vrijedi
D) S
i=1 j=1

no kako je za simetricnu matricu imamo da je oy = i, to je

n n—1 n
A= Z o By + Z Z ij(Eij + Ejq),
i—1

i=1 j=i+1

Ustanovimo da su sve matrice By, 1 = 1,...,n, te Ey; + Ey, 1 < i < j < n, linearno
nezavisne i razapinju potprostor S. Stoga one predstavijaju bazu za S. da bismo odredili
dimenziju trebamo ih samo prebrojati;

1 1
n+(n—1+n—2—|—--~1):n+§(n—1)n:5n(n+1).
Baza za potprostor antisimetricnih matrica A se dobije na lican nacin. Samo je

potrebno podsjetiti se da za elemente antisimetricne matrice B vrijedi 5; = 0, te B =

—Bji. Stoga vrijedi
n—1 n
B=) > ay(BEy— Ep,
i=1 j=i+1
odnosno matrice E;; — Ej;, 1 <1 < j < n, ¢ine bazu za A. Dimenzija od A je ocito
jednaka

1
n—1+n—2+---1:§(n—1)n.

4.6.2 Polinomi

Polinom jedne varijable je realna funkcija realnog argumenta koju zapisujemo u obliku
p(T) = anx™ + ap_12" "t + -+ apz® + arx + ag,

gdje je n € Ny i gdje su koeficijenti a,,, a,_1, ..., aq realni brojevi. Ako je vodeci koefici-
jent a, razli¢it od 0, onda kazemo da je p polinom stupnja n. Na skupu svih (realnih)
polinoma P imamo operacije zbrajanja i mnozenja skalarom. Polinome zbrajamo tako
da im zbrojimo koeficijente uz iste potencije, a mnozimo skalarom tako da pomnozimo
koeficijente skalarom. Lako se moze ustanoviti da je i skup P jedan realni vektorski
prostor. Za razliku od svi dosadasnjih primjera, ovaj vektorski prostor je beskonac¢no
dimenzionalan. Zaista, kanonska baza za P sastoji se od polinoma z*, za sve nenega-
tivne cijele brojeve k (k = 0,1,2,...). Umjesto cijelog skupa P ¢esto promatramo njegov
podskup
P, ={p € P : stupanj od p je manji ili jednak n}.
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Baza za P, je
{1,z,2% ... 2"},

Sto znaci da je dimP, =n + 1.

Primjer 31. Neka je Q skup svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2 koji imaju
nultocku w 1. To moZemo zaisati kao

Q={peP:p(l)=0}

Prvo éemo ustanoviti da je Q wvektorski potprostor od Ps. Ako su p,q € Q, onda je i
p+q € Q jer je to polinom stupnja najvise 2 i (p+ q)(1) = p(1) + q(1) = 0. Na isti
nacin, vidimo da je i ap € Q za proizvoljan skalar o € R.
Sada potprostoru Q odredimo jednu bazu. Za p(x) = asx® + ayx + ag 1z Q vrijedi da
Je
p(l) =as +a; + ag =0.

Otuda je ag = —as — ay pa je
p(x) = aga® + a1 — ay — ar = ag(a® — 1) + ay (x — 1),

Polinomi x* — 1 i x — 1 razapinju prostor Q i ocito su linerno nezavisni ( - razlicitih su
stupnjeva), pa oni predstavljaju bazu. Stoga je dim Q = 2.

4.6.3 Nizovi

Niz (realan) je svako preslikavanje sa skupa prirodnih brojeva N u polje R. Dakle,
a: N — R je jedan niz. Uobicajeno je niz a zapisati kao (aq, as, as,...), odnosno krace
(an)nen, gdje je a, = a(n). Brojeve ay, as, ... nazivamo clanovima ili elementima niza.
Nizovi se zbrajaju i mnoze skalarom po elementima, pa je lako ustanoviti da je skup svih
realnih nizova isto jedan vektorski potprostor, i to beskona¢nodimenzionalan.

Primjer 32. Pokazimo da je skup aritmetickih nizova A vektorski potprostor. Svak:
aritmeticki niz odreden je pocetnim elementom ay i razlikom d. Vrijedi da je

a, =a;+ (n—1)d

za sve n. Ako imamo zadana dva aritmeticki niza jedan s pocetnim elementom ay i
razlikom d, a drugi s pocetnim elementom by i razlikom 0, onda je jasno da je zbroj ta
dva niza upravo aritmeticki niz s pocetnim elementom ay+ by @ razlikom d+9. Analogno,
ako aritmeticki niz s pocetnim elementom ay @ razlikom d pomnozZimo sa skalarom A dobit
cemo aritmeticki niz s pocetnim elementom Aay i razlikom Ad. Stoga je skup aritmetickih
nizova A vektorski potprostor prostora svih nizova.

Odredimu mu bazu i dimenziju. Tipicni aritmeticki niz oblika

(al,a1+d,a1 —|—2d,a1 +3d,) = al(l,l,l,l,...) —|—d(0,1,2,3,...),

Nizovi (1,1,1,1,...) i (0,1,2,3,,...) ocito razapinju potprostor A. Ustanovimo da su
linearno nezavisni - odgovarajuci elementi nisu proporcionalni. Dakle, ova dva niza
predstaviju bazu za A, a dimenzija je ocito jednaka 2.
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4.7 Rang matrice

Definicija 24. Rang matrice A € M,,,(R) je broj linearno nezavisnih stupaca te
matrice. Oznaka je r(A)

1 0 1 01
Primjer 33. Rang matrice | 2 —1 | jejednak 2, rang matrice | 2 —1 1 | jeisto
0 1 0 11

jednak 2, jer je treci stupac jednak zbroju prvog i drugog stupca. Rang jedinicne matrice
reda 3 je 3.

Uoc¢imo da je za svaku matricu A tipa m x n vrijedi da je
r(A) < min{m,n}.

Zaista, ako matrica ima n stupaca onda je 7(A) < n. S druge strane svaki stupac matrice
tipa m xn mozemo shvatiti i kao uredenu m-torku, to jest kao vektor iz m-dimenzionalnog
prostora, a u njemu je maksimalan broj linearno nezavisnih vektora jednak m. Dakle,
pokazali smo da jeir(A) <m

Teorem 4.6. Broj linearno nezavisnih stupaca neke matrice jednak je broju linearno
nezavisnih redaka te iste matrice.

Prethodni teorem se moze opisno izrec¢i na nacin: rang matrice po retcima jednak je
rangu matrice po stupcima.
Sljedeci teorem ¢e nam pomoci u tome kako efikasno odrediti rang neke matrice.

Teorem 4.7. Rang matrice se ne mijenja ukoliko nad retcima i/ili stupcima vrsimo
elementarne transformacije.
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5 Linearni operatori

5.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 25. Neka su V i W wvektorski prostori. Preslikavanje F' @'V — W sa svo-
jstvima

o F(v+w)=F(v)+ F(w) (aditivnost),
o F(av) =aF(v) (homogenost),
za sve vektore v, w iz V' i svaki skalar o, zove se linearan operator.

Dva svojstva linearnog operatora mogu se kra¢e obuhvatiti jednim svojstvom. To
jest, F': V. — W je linearan operator ako i samo ako je

Flav+ pw)=aF(v)+ 8 F(w),
za vektore v, w iz V i sve skalare o i S.

Teorem 5.1. Neka je F' : V. — W lineran operator. Tada F preshikava nulvektor iz V
u nulvektor 1z W.

Dokaz. Oznacimo s 6y nulvektor iz V', a s Oy nulvektor iz W. Vrijedi

FOy)=Flv+(—v))=F(v)+ F(—v) = F(v)+ (-1)F(v) = F(v) + (=F(v)) = Ow.

Teorem 5.2. Linearni operator je jedinstveno odreden svojim djelovanjem na bazi pros-
tora.

Dokaz. Neka je F': V. — W linearan operator i neka je {by,bs,...,b,} baza prostora
V. Za svaki vektor v iz prostora V postoje jedinstveni skalari oy, ao, ..., a,, takvi da je
v = a1by + asby + - - - ab,. Tada je

F(v) = F(aiby + agby + - anby) = a1 F(by) + aoF(by) + -+ - i F'(by).
Stoga je F' jedinstveno odreden vektorima F'(by), F(by), ..., F'(b,) iz W. H
Primjer 34. Sljedeca preslikavanja su linearni operatori:
(a) F:R? - R? F(z,y) = (v —vy,2x),
(b) T:R® = R, T(xy,22,73) = 71 + To — 373,

(C) P R?) — Rz? P(l’l,{lfg,l‘,g) = (xl +ZE2,21'1 — T2 — $3)7
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Pokazimo da je operator F' iz prethodnog primjera linearan. Prvo ¢emo pokazati
da je zadovoljeno svojstvo aditivnosti. Neka su vy = (z1,¥1) 1 v = (22,¥2) proizvoljni
vektori iz R2. Tada je

F(v + U2) = F((x1, yl) + (22,12)) = F(xl + 2o, Y1 + o) = {PTOPiS preslikavanja} =
= (w1 + 22— (1 +32), 200 +42) = (21 — 1) + (22 — ¥2), 201 + 292) =
= (1 —v1,2y1) + (22 — Yo, 2y2) = F(z1,11) + F(22,y2) = F(v1) + F(v2).

Sada provjerimo da F' ispunjava i svojstvo homogenosti. Za proizvoljan vektor v = (z,y)
iz R? i skalar o iz R vrijedi

F(av) = F(a(z,y)) = F(azx,ay) = {propis preslikavanja} =
= (ax —ay,2(ax)) = (a(r —y),a(2r)) = oz —y, 27) =
= afF(v).

Umjesto pokazivanja ova dva svojstva - aditivnosti i homogenosti - mogli smo to i dokazi-
vanjem aditivnosti na sljede¢i nac¢in. Za skalare ay, s € R 1 vektore v; = (z1,y1),v2 =
(xg,yg) € R? vrijedi

F(oqvl + O@Uz) = F(qul + QoTo, Y1 + 04292) =

= (121 + a2xs — (aqy1 + o), 2(1y1 + aoys)),
te

a1 F(v) + aoF(v2) = oq(x1 —y1,21) + as(xs — Yo, 229) =
= (all‘l — 1Y1 + iy — a2Y2, Oél<21'1) + (12(2172)) =

= (121 + asxe — (aqy1 + aaya), 2(a1y1 + aoys)).

Stoga smo pokazali da je F(aqvq + agvy) = a1 F(v1) + asF(vg) za sve ag,as € R i
V1,09 € R2.

Primjer 35. Sljedeéa preslikavanja nisu linearni operatori:
(@) f:R? =R, f(z,y) = |z +yl,

(b) g:R? = R? g(xy, 79, 13) = (23, 19 + T3),

(c) h:R* = R? h(z,y) = (sinz,y),

(d) k:R* > R?, k(x,y) = (x+ 1,z +vy).

Samo ¢emo ukratko komentirati zasto preslikavanja iz prethodnog primjera nisu lin-
earni operatori. Naime, ako ustanovimo na barem jednom primjeru da nije zadovoljeno
svojstvo aditivnosti ili homogenosti tada navedeno preslikavanje ne moze biti linearn
oparator. Na primjer za o = —1 1 v = (1,2) imamo da je

af(zy) =—-(1+2)=-3,

39



Geologija, Znanost o okoliSu Matematika 1

dok je
fla(z,y) = f(=1,=2) = [ =1+ | -2[ =3

Dakle, preslikavanje f ne zadovoljava svojstvo homogenosti. Slicno, bi se ustanovilo
i za preslikavanja g i h (- kvadratna funkcija nije linearna, a niti funkcija sinus!). U
posljednjem primjeru mozemo jednostavno ustanoviti da je £(0,0) = (1,0), sto znaci da
k ne moze biti linearni operator jer je osnovno svojstvo svakog linearnog operatora da
nulvektor preslikava u nulvektor (Teorem 5.1).

Konacno, zanimljivo je ustanoviti kao izgledaju linearni operatori s R na R. Oni su
oblika f(z) = ax, za neku konstantu a € R. Zanimljivo je da se svi linearni operatori s R"
na R™ mogu (uz odredeni dogovor) prikazati u obliku ’az’ samo §to ¢e ulogu koeficijenta
a imati tablica - matrica koeficijenata A. O tome upravo govori sljede¢e poglavlje.

5.2 Matriéni zapis linearnog operatora

Pretpostavimo da je V' n-dimenzionalan vektorski prostor, W m-dimenzionalan vektorski
prostor, a F' : V — W linearan operator. U predhodnom potpoglavlju uocili smo da
je svaki linearni operator je jedinstveno odreden svojim djelovanjem na bazi prostora
(Teorem 5.2). Kokretno, F' je potpuno odreden vektorima F'(by), F(bs), ..., F'(b,) iz W,
gdje je {b1,bs,...,b,} baza prostora V. Ako je {¢1,ca,...,¢n} baza prostora W, onda
svaki od vektora F'(by), F(by), ..., F(b,) mozemo jedinstveno prikazati u toj bazi. Dakle,
postoje skalari o, zai=1,...,m, j =1,...,n takvi da je

F(by) = anecr + as1ca + -+ - + Qi

F(bg) = (12Cq + Q99 Co + -+ Am2Cm s

F<bn) = 01nC1 + QopCo + -+ XpynCm -

Sada vidimo da je operator F' potpuno odreden s m - n skalara «;j, ¢ = 1,...,m,
= 1,...,n. Matricu koja se sastoji od skalara dobivenih na opisani nacin, to jest
11 Q12 ot Qg
A— Qo1 Q2 - Qop
Am1 Qp2 - Qmp
nazivamo matricom linearnog operatora s obzirom na baze {by,...,b,}i{c1,...,cn}.

Krace, mozemo zapamtiti da matricu operatora mozemo dobiti tako Sto u stupce zapisu-
jemo koordinate slika vektora baze.

Budu¢i da znamo da svaki vektorski prostor moze imati vise baza, prirodno je pitati

se ovisi li matrica operatora o izboru baze. Odgovor je potvrdan - matrica operatora
ovisi o izboru baze. Za odabir razlicitih baza dobit ¢emo razlicite matrice. No, pokazuje
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se da bitna svojstva operatora ne ¢e ovisiti o matricnom prikazu.

Kako se mi konkretno najvise bavimo operatorima F': R" — R™, njih prikazivati s
obzirom na kanonske baze prostora R™ i R™. Dakle, odredivat ¢emo matric¢ni prikaz

11 Q12 - Qg
Qg1 Qg2 -+ Qgp
A= (F(e1) F(e2) Flen)) = :
Om1 Qg2 - Opp
nge su F(Gl) = (0411, Qo1 ... ,Oéml), F(€2> = (0612, Q99, . .. ,Oémg), ceey
F(en) - (alnu Qop,y e v 7O‘mn)'

Primjer 36. Prikazimo matricno operator F: R3 — R?, F(z,y,2) = (v —2y,3x+y—2)
s obzirom na kanonske baze.
Vrijeds
F(el) = F(lvoa 0) = (173)7 F(GQ) = F(O, 17()) = (_27 1)a F<€3) = F(0707 1) = (07 _1)-

Stoga je matricni prikaz operatora F jednak

1 -2 0
A_(3 1—1)
1 -2 0\ (") [ z-2
3 1 -1 Z "\ Br+y—2z )

U prethodnom primjeru smo uocili da djelovanje operatora na vektoru upravo odgo-
vara mnozenju matrice operatora i tog vektora. To se uz malo raspisivanja moze pokazati
i sasvim opcenito. Stoga su svi linearni operatori s R” u R"™ zapravo preslikavanja koja

mozemo zapisivati kao A - X, gdje je A matrice operatora, a X proizvoljan vektor iz R"
zapisan kao stupcasta matrica iz M, (R).

Uoéimo

Primjer 37. Odredit ¢emo matricu linearnog operatora F : R* — R?, f(z,y) = (22 —
y, —x +y) u kanonskoj bazi, te u bazi {by = (1,1),by = (—1,2)}.
U kanonskoj bazi matricu lako “isc¢itamo’

(2

Odredivanje matice u bazi {b1,by} zahtijeva nesto vise posla. Najprije, odredimo slike
vektora baze by 1 by:

F(by) = F(1,1) = (1,0),
F(by) = F(—1,2) = (—4,3).
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Koeficijente matrice operatora F' u bazi {b1, by} zadovoljavaju sljedece

F(b1) = P11b1 + Barbe, F(b2) = Pr2b1 + Paobs.

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti dobivamo

(17 O) = 511(17 1) + 521(_1a 2)7 (_47 3) = 512(17 1) + 522(_1a 2)
To znaci da [y 1 Bor dobivamo kao rjesenje sustava

fuu — Ba =1
fri + 2By = 07

a P12 1 Bag kao rjesenje sustava

ﬁ12 - 522 = —4
B12 + 2B22 = 3

Buduéi da su to sustavi s istom matricom sustava mozZemo th pomocu Gaussove metode
eliminacije rjesavati istovremeno (kao u Primjeru 16),

1] -1 11 —4 1 -1 1 1 —4 10 2 -3

1 210 3 0 3]+ -1 7 01 -1 1
Rjesenja prvog sustava su 11 = %, Po1 = —%, a drugog Pia = —g, Boo = . Stoga je
matrica operatora F u bazi {by,bs} jednaka

[

5.3 Jezgra i slika linearnog operatora

W o
W= |ot

Definicija 26. Neka je F' : V. — W lineran operator. Skup svih vektora koji se preslikaju
u nulvektor 1z prostora W naziva se jezgra linearnog operatora F. Pisemo

Ker F={veV:F(v)=0w}
Slika linearnog operatora F' je skup svih vektora iz W oblika F(v) za v € V. PiSemo
Im F={F(v) :veV}

Teorem 5.3. Neka je F': V. — W linearan operator. Jezgra operatora F' je potprostor
od V', a slika je potprostor od W .

Dokaz. Prvo pokazimo da je jezgra potprostor. Neka su v i w vektori iz Ker F. Tada
je F(v) =01 F(w) = 6. Vrijedi

Fo+w)=F)+Flw)=0+60=49.
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Dakle, v +w € Ker F. I av jeiz Ker F jer je
Flav)=aF(v)=af=20.

Stoga je Ker F potprostor vektorskog prostora V' prema Teoremu 4.2.
Sada pokazimo da je slika potprostor. Neka su a i b vektori iz I'm F. Tada postoje
vektori v i w iz V takvi da je F'(v) = a i F(w) = b. Vrijedi da je

a+b=F(v)+ F(w) = F(v+ w),
pajeia+biz Im F. Nadalje,
aa=aF(v)=F(av),
te jei aa iz Im F. Prema Teoremu 4.2 slijedi da je Im F potprostor od W. O]
Zbog prethodnog teorema ima smisla definirati sljedec¢e pojmove.

Definicija 27. Dimenzija jezgre linearnog operatora zove se defekt, dimenzija slike
linearnog operatora zove se rang. Defekt inearnog operatora F oznacavamo s d(F), a
rang s r(F).

Napomenimo da ¢emo dimenziju trivijalnog potprostora koji se sastoji samo od nul-
vektora, to jesti potprostora {8}, oznacavati s 0. Dakle, ako je, na primjer, Ker F = {0},
onda je defekt operatora F' nula, d(F') = 0.

Ako je F' injektivan operator, to jest operator koji razli¢ite vektore preslikava u
razli¢ite vektore (odnosno, v # w = F(v) # F(w)), tada je njegova jegra ocito trivijalan
potprostor koji se sastoji samo od nulvektora. Vrijedi i obratno, ako je Ker F = {6},
onda je operator F' injektivan. Zaista, ako je F(v) = F(w), onda je F(v —w) = 0,
pa je v —w = 6, jer je jezgra trivijalna. Dakle, v = w pa je F' injektivan operator.
Napomenimo jos da se injektivan linearan operator jonaziva monomorfizam.

U sluéaju da je F' surjektivan operator, vrijedi da je Im F = W to jest da je r(F) =
dimW. Vrijedi i obrat, iz ¢injenice da je r(F) = dim W slijedi da je F' surjektivan.
Operator koji je surjektivan se jos naziva epimorfizam.

Konacno, ako je F' bijektivan operator, onda je on i injekcija i surjekcija. Dakle,
d(F) =0 (jer je Ker F'={0}) i r(F) = dimW. Za bijektivan operator jos kazemo da
je izomorfizam.

Ustanovili smo sljedece:

Propozicija 5.4. Neka je F :'V — W lineran operator. F' je
e monomorfizam ako i samo je d(F') =0,
e cpimorfizam ako i samo je r(F) = dim W.

Sljedeca tvrdnja je u linearnoj algebri poznata pod nazivom Teorem o rangu 1
defektu.
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Teorem 5.5. Neka je F : 'V — W lineran operator. Zbroj ranga i defekta jednak je
dimenziji prostora V', odnosno

r(F) 4+ d(F) =dim V.
Primjer 38. Linearnim operatorima
(a) f:R2 =R fa,y) = (v,2+2y),
(b) g:R* = R? g(x,y,2) = (x — 2,20 +v),
(c) h: R = R3 h(z,y,2)=(x —z,2+y,y + 2),
odredit ¢cemo po jednu bazu za jezgru i sliku, te rang v defekt.

(a) Najprije odredimo jezgru operatora f - to je skup svi on ih vektora iz R? koji se
preslikavaju u nulvektor (0,0). To jest, odredujemo sve (x,y) € R? za koje je
flz,y) = (z,2 + 2y) = (0,0). Otuda dobivamo homogen linearan sustav

T = 0
x + 2y = 07

cije je rjesenge jedinstveno (x,y) = (0,0). Dakle, jezgra je trivijalna, Ker f =
{(0,0)} (- baza se ovom slucaju ne odreduje!) i defekt je nula, d(f) = 0.

Sada trebamo odrediti sliku operatora f. Prema Teoremu o rangu i defektu (5.5)

je
r(f) = dim R* — d(f) = 2.

To znaci da je slika upravo jednaka prostoru R%. Zaista, Im f je potprostor od R?
i ustanovili smo da je r(f) = dim (Im f) =2, pa to znaci da je Im f = R2.

(b) Jezgra operatora g je skup svih (x,y,z) € R® za koje je
g(l’,y,Z) = (.’L’ - 27237 + y) = <070)7
odnosno koji zadovoljavaju sljedeci homogen sustav

T — 2z =0
2+ y = 0.

Rjesenje sustava je ocito jednoparametarsko x =1t, y = —2t, z =1t, t € R. Dakle,
Ker g={(t,—2t,t) : t e R} = {t(1,-2,1) : t e R} = [{(1,-2,1)}].

Znaci jezgra od g je linearna ljuska razapeta vektorom (1,—2,1). Kako trebamo
odrediti bazu za Ker g, to je upravo {(1,—2,1)}, te je jasno da je d(g) = 1. Prema
Teoremu o rangu i defektu (5.5) je

r(g) = dim R* —d(f) =3—-1=2.

Kao i u sluc¢aju (a), i ovdje imamo da je Im g potprostor od R* a kako smo
ustanovili da joj je dimenzija 2, to je jedino moguée za Im g = R?
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(c) Jezgru operatora h odredimo rjeSavanjem homogenog sustava

x -z =0
r + oy = 0
y + z =0

Sredivanjem matrice sustava

10 10 -1
11 o]~ 11 0],
01 1 11 0
dobivamo jednoparametarsko rjesenje x =t, y = —t, z =t, t € R. Stoga je jegra

od h jednodimenzionalan potprostor:
Ker h={(t,—t,t) : t e R} ={t(1,-1,1) : t e R} = [{(1,—1,1)}].

Baza za Ker h je {(1,—1,1)} i d(h) = 1. Prema Teoremu o rangu i defektu (5.5)
je

r(g) =dim R*—d(f)=3—-1=2.
No, sada je slika od h dvodimenzionalan potprostor od R3. Prisjetimo se da je svaki

linearan operator potpuno odreden svojim djelovanjem na bazi prostora (Teorem
5.2). Ako za bazu prostora R® uzmemo kanonsku bazu {ei, ez, e3}, tada ée skup

{h(e1) = (1,1,0), h(es) = (0,1,1), h(es) = (=1,0,1)}

razapingati sliku. Znamo da baza za sliku sadrzi dva vektora. Prema definiciji baze
nekog vektorskog prostora (- skup linearno meazavisnih vektora koji razapinju taj
prostor), slijedi da iz prethodnog skupa vektora moramo uzeti neka dva linearno
nezavisna. Stoga, na primjer skup {(1,1,0),(0,1,1)} predstavija jednu bazu za
Im h. (Mogli smo izabrati bilo koja dva vektora od tri. U ovom slucaju lako
mozZemo 1 provjeriti da je trec¢i vektor linearno zavisan s prethodna dva vektora,

(=1,0,1) = —(1,1,0) + (0,1,1).)
5.4 Spektar linearnog operatora

Definicija 28. Neka je f : R® — R" linearan operator. Skalar A € R"™ za koji postoji
vektor v € R™ razlicit od nulvektora za koji je

J(v) = o,

zaziva se svojstvena vrijednost operatora f. Vektor v se naziva svojstveni vektor
pridruZen svojstvenoj vrijednosti \. Skup svih svojstvenih vrijednosti danog operatora
naziva se spektar i oznacava sa o(f).
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Ako je A matrica linearnog operatora f, onda jednakost f(v) = Av mozemo zapisati
kao
A-X = )X,

gdje je X predstavlja vektor v zapisan stupcastu matricu iz M, 1 (R). Odnosno, vrijedi
(A=X)-X =0,

gdje je I jedini¢na matrica reda n. Prema definiciji svojstvene vrijednosti A je X # 0,
pa je jasno da matrica A — Al ne moze biti regularna. Znaci da je

det(A — \I) = 0.
Definiramo preslikavanje k; : R — R (ili k4 : R — R),
kf(X) = det(A— ).

Raspisivanjem se moze pokazati da je k¢ polinom stupnja n. Stoga ga nazivamo karak-
teristi¢nim polinom operatora f (odnosno matrice A).

Propozicija 5.6. Svojstvene vrijednosti operatora f su nultocke karakteristicnog poli-
noma ky.

Svojstvene vrijednosti, A\; nekog operatora, ili matrice, odredivat ¢emo kao nultocke
karakteristicnog polinoma, a pripadne svojstvene vektore kao netrivijalna rjeSenja ma-
tricne jednadzbe (A —\1)- X =0.

Primjer 39. Sljedeéim linearnim operatorima s R? na R? odredit éemo spektar, te za
svojstveni vektor za svaku svojstvenu vrijednost.

(a) flz,y) = (=5z — 4y, =3z — dy),
(b) f(z,y) = (32 42y, —z +y),

(c) f(z,y) =(—z+y, -2z +2y),
(d) f(z,y) = (2z,2y),

Prije svega uvijek moramo odrediti matricu operatora. To cemo zbog jednostavnosti
uciniti u kanonskoj bazi {e; = (1,0),eq = (0,1)}.

(a) Matrica operatora je A = ( :g :i ), a karakteristicni polinom je
—-5—-X -4 9
kr(X) = det (A=XI) = 3 4|7 (=5=A)(—=4—=X)—(—4)(—3) = A*+9A+8.
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Nultocke polinoma k¢(X\), odnosno rjesenja kvadratne jednadzbe \* + 9\ +8 = 0 su
A1 = =8 1 Ay = —1. Dakle, spektar je

o(f) ={=8, -1}

Sada éemo za svakoj svojstvenoj vrijednosti odrediti po jedan svojstveni vektor.
Svojstvent vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti \y = —8 je neko netrivijalno
rjesenje homogene matricne jednadzbe (ili sustava)

aoneve (45)(5)-(2)

Dakle, 3x — 4y = 0, pa su sva rjesenja matricnom obliku

=(3)=(3)erex

Buduéi da za svojstveni vektor moZemo odabrati bilo koje rjesenje razlicito od nul-
vektora (0,0), moZemo odabtrati vektor vy = (4,3) ( sa cjelobrojnim koordinatama,
kojgi smo dobili za vrijednost parametra t = 4. )

Na 1sti nacin, svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti Ao = —1 je neko
netrivijalno rjesenje homogene matriyne jednadzbe (ili sustava)

(= =)()-(0)

(b) Matrica operatora je A = ( B

na primgjer ve = (—1,1).
, a karakteristicni polinom je

kﬂ»:'?lAlfA’:V—4A+5

Rjesenja kvadratne jednadzbe N\* — 4\ +5 = 0 su kompleksna pa je stoga o(f) = 0.

-1 1

(c) Matrica operatora je A = ( 5 9

), a karakteristicni polinom je

“1-x 1
kﬂM:’ . Q_A‘:V—A.

Stoga je o(f) = {0,1}. Svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti Ay = 0
je v1 = (1,1), a svojstvenoj vrijednosti Ao = 0 je vy = (1,2).

(d) Matrica operatora je A = ( (2) g ), a karakteristicni polinom je
12=Xx 0 B 2
N &
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U ovom slucaju je o(f) = {2}. Svojsveni vektori se odreduju iz jednadzbe
0 0 zr\ (0
0 0 y ) \0)’
koju ocito zadovoljavaju svi vektori iz R? - rjesenje je dakle dvoparametarsko,

() (3 )er (4 eeen

U ovom slucaju svojstvenoj vrigednosti A = 2 pripadaju dva linearno nezavisna
svojstvena vektora vy = (1,0) i vy = (0,1).

(e) Matrica operatora je A = ( (2) ; ), a karakteristicni polinom je
1 2=A 1 B 9
N R 2

I u ovom slucaju je o(f) = {2}. Svojstveni vektori se odreduju iz jednadzbe

(2)()-(3)

to jest y = 0, pa su sva rjesenja dana s (t,0), t € R. Svojstvenoj vrijednosti A = 2
pripada svojstveni vektor vy = (1,0).

Pretpostavimo da je f : R® — R” linearan operator ¢iji je karakteristi¢ni polinom
oblika
kp(A) = (A = )™ A2 = A)™ - (A = A)™,

gdje su Ay, Ag, ..., As € R. Stoga je
O'(f) = {/\17/\27‘..,)\5}.

Brojevi ny,n9,...,ns € N se nazivaju algebarske kratnosti svojstvenih vrijednosti
A1, Ag, ..., Ag 1 predstavljaju njihove kratnosti kao nultockaka karakteristicnog polinoma
k¢. Kako je stupanj polinoma k; jednak n jasno je da je

ny+ng+---+ng=n.

Nadalje, svakoj svojstvenoj vrijednosti \; mozemo pridruziti i njenu geometrijsku
kratnost. Da bismo ju definirali, najprije prouc¢imo skup

Vi, ={veR": f(v) = \v}.

Skup V), predstavlja skup svih svojstvenih vektora pridruzenih svojstvenoj vrijednosti
Ai, te se u njemu nalazi i nulvektor (jer on trivijalno zadovoljava jednakost f(v) =
Aiv). Naziva se svojstveni potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A;. Sljedeca
propozicija ‘opravdava’ nazivanje skupa V), potprostorom.
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Propozicija 5.7. Neka je f : R® — R" linearan operator, te A\; € R neka svojstvena
vrigednost operatora f. Tada je skup

Vi, ={veR": f(v) = \v}
vektorski potprostor od R™.

Dokaz. Prema Teoremu 4.2 treba provjeriti da je skup V), zatvoren na zbrajanje i
mnozenje skalarom. Neka su v, w € V), te a, 5 € R tada je

flav + pw) = {f je lin. op.} = af(v) + Bf(w) = a(Aw) + B(Aw) = Xi(av + fw).
Stoga je i av + Sw vektor skupa V.. n

Sada kada smo se uvjerili da je V), vektorski potprostor, mozemo mu odrediti i dimen-
ziju. Dimenzija svojstvenog potprostora V), se naziva geometrijska kratnost svojstvene
vrijednosti \;. Geometrijska kratnost obi¢no oznacavamo s g;. Dakle,

gi = dim V).

Konacno, ako je n;, odnosno g; pripadna algebarska, odnosno geometrijska kratnost
svojstvene vrijednosti \; tada se moze pokazati da je

zasve 1 =1,2...,s. Dakle, geometrijska kratnost je uvijek manja od geometrijske krat-
nosti odredene svojstvene vrijednosti.

Ovo sve sto smo upravo definirali prokomentirat ¢emo na linearnim operatorima iz
Primjera 39. U (a) smo dobili da je o(f) = {\ = —8,\y = —1}, te da su pripadni

svojstveni potprostori
Vi=[{(43)}, Voa=[{(-1,1)}].

(Sva rjesenja odgovarajuée matriéne jednadzbe (A — \;)X = 0 nam upravo predstavljaju
svojstveni potprostor.) Znaci, algebrarska i geometrijska kratnost za obje svojstvene
vrijednosti jednake 1.

U primjeru (c) dobili smo analogan rezultat; o(f) = {A\ = 0, s = 1}, a pripadni

svojstveni potrostori su
Vi=[{@L D}, Va=[{(L2)}]

Dakle i ovdje jeny =g1 =1ing =g, = 1.

U primjeru (d) dobili smo da je o(f) = {A\; = 2}, pri ¢emu je pripadni karakteristicni
polinom bio kf(\) = (A — 2)% Stoga je algebarska kratnost ove svojstvene vrijednosti
ni = 2. Nadalje, dobili smo da je V; = R?, pa je i geometrijska kratnost g, = 2.

U posljednjem slucaju (e), pripadni karakteristicni polinom je isto bio kg(A) = (A —
2)2, pa je algebarska kratnost svojstvene vrijednosti A; = 2 jednaka n; = 2. No, za
razliku od prethodnog primjera je pripadni svojstveni potrostor jednak

Vi=[{(1,0)}],
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pa je geometrijska kratnost g; = 11 vrijedi ¢; < n;.

Uocit ¢emo jos neka zanimljiva svojstva na istim primjerima. Za linearni operator iz
primjera (a) vrijedi da je

f(U1> = _8U17 f(v2) = —Ua,

za v = (4,3) 1 v = (—1,1). Ocito, su vektori i v; i vy linearno nezavisni, pa stoga
predstavlju i jednu bazu za R? - bazu svojstvenih vektora. Matrica ovog operatora u bazi

{U17 UQ} je
-8 0
0o -1/’

dakle dijagonalna! Isto mozemo uo¢iti i u primjerima (c) i (d), i za te operatore postoji

baza koja se sastoji od svojsvenih vektora u kojima ti linearni operatori imaju matrice
0 0./72 0 ) : .. L. . .

( 01 ) i ( 0 9 ) Za razliku od ovih primjera, u slucaju operatora iz (e), vidimo da

svojstvena vrijednosti \; = 2 algebarske kratnosti 2, ima svojstveni potprostor dimenzije

1 zbog ¢ega nije moguce dobiti bazu koja se sastoji od svojstvenih vektora. Ovo je primjer

operatora koji u niti jednoj bazi nema dijagonalnu matricu.

Propozicija 5.8. Neka je f : R" — R" linearan operator, te A\i, A\; € R dvije medusobno
razlicite svojstvene vrijednosti operatora f s pridruZenim svojstvenim vektorima v; i v;.
Tada su v; i v; linearno nezavisni vektori.

Dokaz. Pretpostaviom suprotno, to jest da su vektori v; i v; linearno zavisni. Stoga
postoji skalar a € R za koji je
v; = Q.
Otuda je i
f(vi) = flawv)) = af(vy) = a(Av;) = Aj(av;) = A\,
S druge strane je

f(vz) = \v;,
pa je
/\jvi = /\ﬂ]i,
odnosno
<)‘j - /\z)vz =40.

Prethodna jednakost nije moguca, jer je \; — A\; # 01 v; # 6 ( - prema definiciji svo-
jstvenog vektora), pa je stoga naSa pretpostavka da su v; i v; linearno zavisni kriva.

Dakle, v; i v; su linearno nezavisni. O
Korolar 5.9. Neka je f : R® — R” linearan operator koji ima n medusobno razlic¢itih
svojstvenih vrigednosti Ay, ..., A,. Tada postoji baza u kojoj operator f ima dijagonalnu
matricu

A0 0

0 A 0

0 0 An
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Dokaz. Prema Propoziciji 5.8 svojstveni vektori vy, ..., v, pridruzeni svojstvenim vrijed-
nostima Ay, ..., A\, su linearno nezavisni, a n linearno nezavisnih vektora u R™ ¢ini bazu
za R™. U toj bazi koja se sastoji od svojstvenih vektora operator f upravo ima gornju
dijagonalnu matricu (jer je prema definiciji f(v;) = \v;). O

Opcenito, ako za neki linearan operator postoji baza vektora u kojoj je njegova ma-
trica dijagonalna, onda kazemo da se takav operator moze dijagonalizirati ili da je
dijagonalizabilan. Prethodna tvrdnja nam je pokazala su oni operatori koji imaju
toéno n razli¢itih svojstvenih vrijednosti (to jest svojstvene vrijednosti ¢ije je algebarska
kratnost jednaka 1) - dijagonalizabilni.
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6 Produkti

6.1 Norma

Definicija 29. Na vektorskom prostoru R™ definiramo normu ili duljinu vektora
v = (x1,%2,...,2T,) kao

loll = \fa3 +a3+ -+ a2,

U prostorima R? i R? pomoc¢u Pitagorinog teorema moZemo provjeriti da se ovako
definirana vektora zaista podudara s duljinom vektora.
U sljedecoj propoziciji navedena su najbitnija svojstva norme.

Propozicija 6.1. Vrijed:
1. ||v]] >0, za sve v € R,
2. ||lv|| = 0 ako i samo ako je v =0,
3. ||| =|a - ||v] za svev € R" i a € R,

4. Jv+wl|| < |lv|| + [|w|| za sve v,w € R™.

6.2 Skalarni produkt

Definicija 30. Na vektorskom prostoruR"™ definiramo skalarno mnoZenje ili skalarni
produkt vektora v = (x1,z2,...,2,) 1w = (Y1,Y2, .-, Yn) 12 R" kao

(vlw) = 21y1 + T2y2 + - + TpYn-
U sljedecoj propoziciji navedena su svojstva skalarnog produkta.
Propozicija 6.2. Vrijed:
1. (vjv) >0, za sve v € R",

) =0 ako i samo ako je v =0,

=
<

(
2. (
3. (v|lw) = (w,v) za sve v,w € R"
4. (av,w) = a(vlw) za sve v,w € R™ i a € R,
5. (u+vw) = (ulw) = +(v|jw) = za sve u,v,w € R™.
Kao posljedicu prethodne propozicije imamo sljedece.
Korolar 6.3. Vriyed:

1. (v,w) = a(vlaw) za sve v,w € R" i a € R,

2. (ujv +w) = (ulv) = +(ujw) = za sve u,v,w € R™.

52



Geologija, Znanost o okoliSu Matematika 1

Definicija 31. Za vektore v i w iz R" kaZemo da su okomati ili ortogonalni ako je
(vjw) = 0. Pisemo v L w.

Uoc¢imo da je prema definiciji nulvektor 6 ortogonalan na sve vektore. Odnosno, ako
je (v|w) = 0 za sve vektore w iz R™ onda je v = 6.
Veza imedu skalarnog produkta i norme dana je s ovim teoremom:

Teorem 6.4. Vrijedi
[oll = v/ (v]v),

za sve v € R"

Teorem 6.5 (Relacija paralelograma). Vrijedi
[v+w|® + [lv —w|* = 2][o|]* + [lw]]?,
za sve v,w € R"

Prethodna tvrdnja nosi naziv relacija paralelograma jer se vektori v+ w i v —w inter-
pretiraju kao dijagonale paralelograma c¢ije su stranice vektori v i w, a u paralelogramu
je zbroj kvadrata duljina dijagonala jednak zbroju kvadrata duljina stranica.

Dokaz. Raspisivanjem dobivamo da je
lv+wl* = (v + wlo +w) = (vo +w) + (wo +w) = (v]v) + (v]w) + (w|v) + (w]w),

dakle

lv+wl* = [Jv]|* + 2(v]w) + [lw]]*.
Na isti nacin je

lv = wl* = Jo[|* = 2(v[w) + [Jw]]?,

pa zbrajanjem posljednje dvije relacije dobivamo trazenu relaciju paralelograma. O]

Oduzimanjem relacija

Il +wl* = [lo]* + 2(v]w) + [w]|*

o — wl|* = ||v]|* = 2(v|w) + [|w]]?,
dobivamo teorem:

Teorem 6.6. Vrijed:
1
(vlw) = 7(llv+w]* = flo = w][),

za sve v,w € R"
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Teorem 6.7 (Cauchy-Schwarzova nejednakost). Vrijedi
|(wlw)] < flof| - [[w]l,
za sve v,w € R"

Prema Cauchy-Schwarzovovoj nejednakosti vidimo da za v, w € R™\{6} (to jest ako
je [lvll # 01 Jwlf # 0) vrijedi
o)l _,
[ol] - flwll

odnosno
I G DR
o]l - flwll

Stoga ima smisla definirati pojam kuta medu vektorima v,w € R"\{0}, Z(v,w) = ¢:

cosp = W)
[o]] - [lw]

Ovako definiran kut potpuno se uklapa s pojmom ortogonalnih vektora. Razlika je samo
u tome Sto pojam kuta nismo definirali za nulvektor.

Nadalje, na ovom mjestu mozemo se prisjetiti i geometrijske definicije skalarnog pro-
dukta u ravnini (R?). Skalarni produkt ne-nulvektora @ i b je

@-b=|d-|blcose,
gdje je p kut izmedu vektora a i b. Ako je jedan od vektora a i b nulvektor onda stavljamo

da je .
a-b=0.

U nasim (novim) oznakama se ovakva geometrijska definicija zapisuje kao
(alb) = l[all - [[b]] cos ¢,

Sto se bas i poklapa s nasom definicijom kuta.

Definicija 32. Ortogonalni komplement vektora a € R" je skup
at ={veR" : (ajv) =0}.
Propozicija 6.8. Za svaki a € R", skup a* je potprostor od R".
Dokaz. Neka suv,w € a*t i X\, u € R. Vrijedi
(alAv + pw) = (a|Av) + (alpw) = Aalv) + p(alw) =0,

pa je \v + pw € at. O
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Primjer 40. Odredite ortogonalni komplement vektora a = (—1,2,1) u R3.
Treba odredite sve one v = (1,79, 73) € R® 2a koje (alv) = 0, to jest rijesiti

—T1 —|—2LE2 + x3 = 0.

Prethodna jednadzba predstavlja ravninu kroz ishodiste uR3. Njeno parametarsko rjesenje

je
r1=2t+s, x9=1t, v3=3s, t,s € R

Definicija 33. Ortogonalni komplement skupa vektora S = {ay,...,a } C R" je
skup
St={veR": (q|v) =0,...,(ax|v) = 0}.

Sliéno se pokazuje da je ovako definiran ortogonalni komplement skupa S* isto pot-
prostor od R™.

Primjer 41. Odredite ortogonalni komplement skupa {(—1,2,1),(1,0,—1)} u R3.
Iz (a1|v) = 0 i (azv) = 0 za v = (21,22, x3) dobivamo homogeni sustav

—r1+ 222 +23=0, x;1 —x3 =0,
cije je rjesenje

r1=1t, v =0, z3=1, t € R.

6.3 Vektorski produkt u R?

U posljednja dva potpoglavlja vektore iz R? éemo oznacavati tradicionalno kao v, d, ...
Vektore standardne baze oznacit ¢emo s i = (1,0,0), 7 = (0,1,0), £ = (0,0, 1).

Vektorski produkt vezan je isklju¢ivo za vektorski prostor R3.

Definicija 34. Vektorski produkt ili umnoZak vektora d = (a1, as, as) i b= (b1, b, bs3)
iz R3 definira se kao

7Tk
axb=|a; ay as | = (a2bs — aszby, —aibs + agby, arby — azby).
b1 by b3

U iduéih nekoliko propozicija navodimo svojstva vektorskog produkta.
Propozicija 6.9 (Antikomutativnost). Vrijeds
a@xb=—bx a,
za sve @,b € R3.
Dokaz. Zamjenom dvaju redaka, determinanta ¢e promijeniti predznak. O

Propozicija 6.10. Vrijedi da je d x b=10 ako i samo ako su @ i b linearno zavisni.
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Dokaz. Ako su vektori @i b £ ( linearno nezavsni onda postoji neki skalar A\ € R takav
da je @ = (ay, a2,a3) i b = (Aay, Aag, Aag). Stoga je

B ik i j ok
axb= aq ao as = | a ay asg |,
Aa; Aas  Aas 0 0 O

paje @ x b= (0,0,0) = 0.

Obratno, iz @ x b = 0 slijedi da je asb; = agbs, ajbs = asbi, ajby = asby. Ako
pretpostavimo da je EL’,I; =+ 0 dobivamo proporcionalnost koordinata a; : as : az = by :
by : bs, Sto znaci da su vektori @ i b linearno zavisni. Naravno, ako je jedan od vektora a
ib nulvektor, onda su opet linearno zavisni. O

Propozicija 6.11. Vektor a x b okomit jeimnadina b.
Dokaz. Treba provieriti da je (@ X b, @) = (@ x b, b) = 0. O
Propozicija 6.12. Neka su vektor: &’,57& 0, te neka je ¢ kut medu njima. Tada je

1@ > bl| = || - [[b]| sin .

Prema prethodnoj propoziciji vidimo da se duljina vektorskog produkta vektori @ i b
moze interpretirati kao povrsina paralelograma razapetog tim vektorima.

Na ovom mjestu mozemo napomenuti da se geometrijska definicije vektorskog pro-
dukta bazira na propozicijama 6.11 1 6.12

6.4 Mjesoviti produkt u R?

Kao i vektorski produkt i mjesoviti produkt se veze samo uz trodimenzionalni vektorski
prostor, u nasem slucéaju R3. I 1 u ovom dijelu ¢emo vektore oznacavati tradicionalno s

—

a.
Definicija 35. Mjesoviti produkt ili umnoZak vektora d, g, ceR? je
m(a,b, &) = (@ x bl2).

Propozicija 6.13. Neka je d = (ay, az,a3), b= (b1,b2,b3), €= (c1,c2,¢3). Tada je

a; az as
m(d, b, 5) = b1 b2 b3
C1 C2 C3

—

Propozicija 6.14. Mjesoviti produkt m(d, 5, ¢) = 0 ako i samo su vektori d, b i & linearno
Z0V1SN4.

Geometrijska intrepretacija mjesovitog produkta jest da je apsolutna vrijednost |m(d, [;’, )|
jednaka volumenu paralelepipeda razapetog s vektorima a, b, c.
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Propozicija 6.15. Parnom permutacijom trojke vektora (d, I;, ¢) mjesoviti produkt se ne
mijenja, a neparnom mu se mijenja predznak. Odnosnovrijedi

- - -

m(@,b, &) = m(b,¢ @) = m(¢.a,b) = —m(@,c,b) = —m(c.b,a) = —m(b,d,?).
Dokaz. Zamjenom redaka u determinanti - mijenja se predznak. O

Korolar 6.16. Vrijed: . .
(@ x blé) = (alb x o),

za sve @,b,C € R3.
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