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NUMERICKO DERIVIRANJE

\_

Numericko deriviranje i integracija su od iznimne vaznosti
u racunalnoj fizici i oplenito u znanosti

Ovdje Ce biti uvedene neke od metoda za numericko
deriviranje, vodeéi racuna o numeri¢koj preciznosti i
potencijalnim uzrocima greske

Racunanje prve i druge derivacije, uvodenje formalizma
koji nalazi klju¢nu primjenu u numeric kom rjesavanju
obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Velinu diferencijalnih jednadzbi u modernoj znanosti

(npr. od klasi¢ne do kvantne fizike, primjenjene znanosti)
potrebno je rjesavati numerickim metodama




NUMERICKO DERIVIRANJE

matematicka definicija derivacije funkcije f(x):

df(z) _ litn fla+h) - f(z) ovdje je h je veli¢ina koraka
dx h—0 h

Primjenom Taylorovog razvoja za funkciju f(x) dobivamo

h2 f//( I)
2

flx+h)=f(z)+hf'(x)+ + ...

derivaciju funkcije odredene numeri¢ki oznaéavamo f.(z)

) = LEENI@) gy @)

Qaylor'ov razvoj je uvrsten u izraz za derivaciju) /




NUMERICKO DERIVIRANJE

Pretpostavimo da u intervalu izmedu x i x+h uzimamo dvije
tocke da prikazemo funkciju f (ravna linija)

)
( |

f(x0)  f(x0+h)

\ x0-2h x0-h x0 x0+h x0+2h /




PRVA DERIVACITA POMOCU DVIJE TOCKE

U slu¢aju racunania derivacije pomoéu dvije tocke,

, v+ h) — f(x
fir) = TR 2 )
O(h) oznacava dominantnu gresku ovakvog proracuna

Umjesto racunanja prema naprijed, derivacija se moze
racunati formulom prema nazad:
x)— f(r—nh
FERRT (Ga)
1
Ako je druga derivacija funkcije blizu nuli, ova jednostavna
formula se moze koristiti u aproksimiranju derivacije

Medutim, ako je npr. f(x) = a + bx?, aproksimirana
derivacija je jednaka f5(x) = 2bx + bh , dok je egzaktno

rjesenje 2bx — ako je h mali, a b nije prevelik, mozemo se
pribliziti egzaktnom rjesenju, no onda treba paziti na gresku
zaokruzivanja u oduzimanju f(x+h)-f(x)

+ O(h)

+ O(h)




PRVA DERIVACIJA POMOCU TRI TOCKE

Bolji pristup u slu¢aju kvadratne funkcije f(x) je primjena
formule sa 3 koraka, gdje se racuna derivacija sa obje strane
oko izabrane tocke x, (prema naprijed i prema nazad), i onda
se usrednji rezultat

Ponovno primjenimo Taylorov razvoj, ali sada za xo=xh

]’2 /! ‘3 /11
1o f L h” f
2 6

Zapisano koristeli skra¢enu notaciju:

]2}2 I /2,3 /"
fen = fo£hf + 2f + ({ +O(h?)

+ O(h*)

flx =x0xh) = f(xg) Ehf +

Usrednjeni izraz za derivaciju koristeli 3 tocke (—indeks 3):

Jn — f-n h'Qfm :
\ fy= Tgp— — g T o)




GRESKE U NUMERICKOM DERIVIRANJU

u formuli za 3 toCke, greska u vodeéem redu derivacije ide sa
h? — ¢lan R2f" /6 naziva se greskom odsijecanja
("truncation error")

radi se o gresci do koje dolazi jer je uizvodenju formalizma
za racun derivacije Taylorov red odrezan, nisu uzeti svi
¢lanovi Taylorovog razvoja

klju€ni uzroci greske u humeri¢ kom modeliranju derivacije:
a)greska odsijecanja i b)greska zaokruzivanja

oduzimanjem gornja dva izraza za f+n dobiva se izraz iz

kojeg se moze dobiti formula za proracun druge derivacije:
\ o —2f0+ fon = h?f”—|—0(h4) /




NUMERICKI PRORACUN DRUGE DERIVACIJE

Izraz za proracun druge derivacije funkcije f(x) koristeCi
metodu tri toclke:

fh_2f0+f—h )
MozZe se definirati i formula za deriviranjem pomoéu 5 tocaka
(Xo-2h, X5-h, X5, Xoth, Xg+2h)

Potreban je Taylorov razvoj u intervalu (-2h,2h) oko x:

4]2‘3 f///
3
Izraz za prvu derivaciju pomocu 5 tocaka:

_op — 8 —h 8 (A )
f.éc_f on — 8f_n +8fn — for oY

B 12h
&korisno npr. ako je funkcija polinom 4. reda) /

foon = fo +2hf +2h0° " + + O(h%)




PRVA I DRUGA DERIVACIJA FUNKCIJE

Izrazi za prvu i drugu derivaciju funkcije mogu se napisati kao
(—detaljan izvod u M.H. Jensen knjizi)

(2j+1)
fh — f—h f 94
_ h2J
TR +Z N
fn=2f0o+ f-n _ f”+2§: féQj+2) 2]
h2 U — (2 +2)! |

u oba sluéaja, greska je veli¢ine kao O(h*)

\_ /




PRIMJTER NUMERICKOG PRORACUNA DERIVACIJE

Dosad steceno znanje o numerickim metodama za deriviranje
primjenit ¢emo na primjeru modeliranja druge derivacije
funkcije f(x)=ex

pritom Cemo ponoviti znanja o pisanju podataka u datoteke,
koristenju funkcija u naprednom programiranju, prijenosu
varijabli po referenci

1. funkcija uc¢itava ulazne podatke (vrijednost x, poCetni
korak h, broj koliko puta ¢emo korak smanjivati za faktor 2)

2. funkcija racuna drugu derivaciju

3. funkcija ispisuje rezultate u vanjsku datoteku

radi preglednosti, deklaracije svih funkcija navodimo na
\poé etku programa (moguce je i u vanjskoj datoteci zagch




PRIMJER NUMERICKOG PRORACUNA DERIVACIJE

// Program koji racuna drugu derivaciju funkcije exp(x); ulazni parameteri su
// argument x, velicina koraka h, ukupan broj dijeljenja koraka h sa 2

# include <iostream>

# include <cmath>

void initialise (double *, double *, int *);

void second_derivative( int, double, doub1e, double *, double *);
void output( double *, doubie ¥, doub1e int);

int main(Q)

// deklaracije varijabli

int number_of_steps;

double x, initial_step;

double *h_step, *computed_derivative;

// ucitavanje ulaznih podataka
initialise (&initial_step, &x, &number_of_steps);

// alociranje prostora u memoriji za 1D polja
// h_step and computed_derivative

h_step = new double[number_of_steps];
computed_derivative = new double[number_of_steps];

// proracun druge derivacije od exp(x)

second_derivative( number_of_steps, x, initial_step, h_step,
computed_derivative);

// 1Ispis rezultata

output(h_step, computed_derivative, x, number_of_steps );
// oslobadjanje memorije
delete [] h_step;
delete [] computed_derivative;
return 0;
} // end main program




PRIMJER NUMERICKOG PRORACUNA DERIVACIJE

;4 Ucitavanje ulaznih podataka: pocetni korak, argument x, broj koraka

void initialise (double *initial_step, double *x, int *number_of_steps)
{

printf("Ucitaj pocetni korak, x i broj koraka\n");

scanf("%1f %1f %d",initial_step, x, number_of_steps);

return;

} // end of function initialise




PRIMJTER NUMERICKOG PRORACUNA DERIVACIJE

// funkcija za proracun druge derivacije

void second_derivative( int number_of_steps, double x, double initial_step,
double *h_step, double *computed_derivative)

{

int counter;
double h;

// korak se racuna u petlji

h = initial_step;

// proracun za razlicite korake za deriviranje
for (counter=0; counter < number_of_steps; counter++ )

{

// korak i derivacija se pohranjuju u polje
h_step[counter] = h;
computed_derivative[counter] =

(exp(x+h)-2.*exp(x)+exp(x-h))/(Ch*h);
h = h*0.1;
} // end of do loop
return;

} // end of function second derivative




PRIMJER NUMERICKOG PRORACUNA DERIVACIJE

// funkcija za ispis rezultata

void output(double *h_step, double *computed_derivative, double Xx,
int number_of_steps )

{

int 1i;

FILE *output_file;

output_file = fopen("out.dat", "w'") ;
for( i=0; i < number_of_steps; i++)

fprintf(output_file, "%20.16E %20.16E \n",
1oglOCh_step[i]), 1ogl0(fabs (computed_derivative[i]l-exp(x))/exp(x)));

}
fclose (output_file);

} // end of function output

ispis sadrzi proracun relativne greske:

€ = logo ( )

f” o f//
computed exact

1
exact




REZULTATI PRIMJERA NUMERICKOG PRORACUNA DERIVACIJE

Ispis izraCunate vrijednosti funkcije e i egzaktno rjesenje:

x h=0.1 h=0.01 h=0.001 h=0.0001 h=0.0000001 Exact
0.0 1.000834 1.000008 1.000000 1.000000 1.010303 1.000000
1.0 2.720548 2.718304 2.718282 2.718282 2.753353 2.718282
2.0 7.395216 7.389118 7.389057 7.389056 7.283063 7.389056
3.0 20.102280  20.085704  20.085539  20.085537 20.250467  20.085537
4.0  54.643664 54598605 54598155  54.598151 54711789  54.598150
5.0 148.536878 148.414396 148.413172 148.413161 150.635056  148.413159

smanjivanjem koraka za deriviranje h, numericko rjesenje se
priblizava egzaktnom

Medutim, daljnjim smanjivanjem h, greska numerickog rjesenja
se poChe povecavati!
Postoji limit kako mali h moze biti da se ne gubi na preciznosti




e Zadatak 3:

Napisati program koji humericki racuna prvu i drugu derivaciju
funkcije f(x)=e*sin(x) za x od -5 do 5 u koracima po 1, i za
razli¢ite vrijednosti veli¢ine koraka koristenog u deriviranju
(npr. h=0.1,0.01,...,10-°).

Napisati odvojene funkcije i koristiti pozive po referenci u
prijenosu podataka izmedu razli¢itih funkcija:

za proracun prve derivacije

za proracun druge derivacije

Treba izraCunati i usporediti vrijednosti numericke

derivacije i analiticke derivacije navedene funkcije za
vrijednosti x u gore zadanom intervalu. Treba izradunati
relativnu gresku u proracunu prve i druge derivacije i
nacrtati grafove ovisnosti greske o koraku h. Optimizirati
rogram da ispisuje rezultate kada je greska minimalna.




