MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
2. kolokvij - 19. lipnja 2023.

|ZADATAK 1]

(a) (3 boda) Na prostoru R? je dan skalarni produkt (-, -) definiran s

(z,y) = (Az,y),

3 1
1 3
tocka xy = \%(1, 1). Odredite krivulju I' C R? koja je dana s

pri ¢emu je A = { } , a (+,-) oznadava standardni skalarni produkt na R?. Zadana je
I'={zeR?: ||z — x| = 2},
gdje je || - || norma inducirana skalarnim produktom (-, -).

(b) (2 boda) Neka je A € M,(R) simetri¢na matrica takva da je (Ax,z) > 0 za svaki
x € M,;(R). Dokazite da postoji matrica B € M, (R) takva da je B* = A.

Rjesenje:
(a) Krivulja I' je dakle dana ekvivalentnom jednadzbom
4= |z —z0|]* = (& — 20,2 — 20) = (A(x — 20), 2 — 70),
tj., nakon raspisivanja posljednjeg izraza, uz oznaku x = (xy, z5)
3x§ + ng + 2x1209 — 4\/§x1 - 4\/§x2 +4 =4.

Matricu A dijagonaliziramo u obliku A = QDQT, pri ¢emu je

. 111 1
D = dlag(2,4), = E [_1 1:| .
/
Uvodimo supstituciju ;,1 =QT il , te izrazavamo stare koordinate preko novih, tj.
2 2
Ty ) |2+ y . . 5 . L
=Q|,| = 7 | 7|. UvrStavanjem u jednadzbu dobivamo te sredivanjem
T T 2 \wy — a7
dobivamo

2+ 2(xh, — 1) = 2.

" /
pa drugom supstitucijom [i},} = B}] — [(1)] dobivamo konac¢no jednadzbu elipse

2 2
o 422 =2

u koordinatnom sustavu koji je od po¢etnog dobiven prvo rotacijom za kut —7, a zatim
translacijom za vektor (0,1) u tom koordinatnom sustavu.



(b) Kako je A realna simetri¢na matrica, posebno je i hermitska, pa se moze dijagona-
lizirati, tj. postoji dijagonalna matrica D = diag(A,...,\,) i ortogonalna matrica
U= [fl fn} takva da je A=UDUT. Tadajezai=1,...,n

Ni = (Dfi, fi) = (UTAUf;, f;) = (A(Uf;), U f;) > 0.
Stoga je dobro definirana matrica D := diag(v/ A1, ..., V), te vrijedi
(UDUTY? =UD*UT = UDUT = A,

pa je B =UDUT trazena matrica.
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|ZADATAK 2]

(5 bodova) Na prostoru Py(R), polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili jednako
2, sa skalarnim produktom

)= | (b,

dan je funkcional f formulom

p(0) —2p(1)

f(p) = 3 , p€PAR).

Odredite polinom g € Py(R) tako da vrijedi f(p) = (p,g), za svaki p € Po(R).

Rjesenje Neka je traZeni polinom oblika g(t) = a + bt + ct®. Za polinom p u formuli f(p) =
(p, g), uvrstimo polinome 1,¢,¢>. Imamo

1 1 b ¢
—= = bt +ct)dt =a+ = + -
3 /0(a~|— + ct®) a~|—2—i—3
2 ! a b ¢
—Z = t4+ bt +ctd)dt = = + = + -
3 /O(a+ + ct?) 5+t317
2 ! a b ¢
—= = 240+ ctdt = - + -+ -
3 /O(a + bt° + ct”) 3+4+5

Rjesavanjem tog sustava imamo a = 1,0 =41 c= —10.
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|ZADATAK 3]

(a) (3 boda) Neka je v € R? jedini¢ni vektor te A € L(IR?) operator osne simetrije s obzirom
na pravac kroz ishodiste smjera v. Odredite A*.

(b) (2 boda) Odredite sve n € N za koje postoji A € L(R") takav da je A ortogonalni
projektor te da vrijedi tr A = 2023. Za one za koje postoji navedite jedan primjer
takvog A, odnosno za one za koje ne postoji to dokazZite.

Rjesenge:

(a) Vektor v mozemo dopuniti do ONB za R?, te dobijemo ONB (f) = {v, fi, fo}. Kako su
f1 1 fo okomiti na v, za njihove osne simetrije s obzirom na pravac smjera v vrijedi

Afi=—fi, Afa=—fa

Tada je u ONB (f) prikaz operatora A dan s [A]fc = diag(1, —1, —1). Posebno, taj prikaz
je hermitska matrica, pa zaklju¢ujemo da je operator A hermitski, tj. A* = A.

Alternativna rjeSenja: (1) Operator osne simetrije ¢uva normu, pa je onda i unitaran,

tj. vrijedi A* = A=!. S druge strane, o¢ito je A% = I, pa slijedi A* = A.

(2) Skiciranjem se lako vidi da za svaki z € R? vrijedi
Ax =2P,x — z,
gdje je P, ortogonalni projektor na [{v}]. Stoga je A =2P, — I, pa je
A" = (2P, — ) = 2(P,)* — I* = 2P, — [ = A.
(b) Za ortogonalni projektor postoji baza (b) takva da je prikaz tog operatora u bazi (b)
dijagonalna matrica s jedinicama i nulama na dijagonali. Kako trag ne ovisi o odabiru
baze u kojem prikazujemo operator, zakljucujemo da za n < 2023 nikako ne moze pos-

tojati takav operator. S druge strane, za n > 2023 mozemo uzeti M = [{e1, ..., e023}]
te A ortogonalni projektor na M.
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|ZADATAK 4|

(5 bodova) Nadite neku ortogonalnu matricu U takvu da je UT AU dijagonalna matrica ako
je

1 -2 0 0
-2 1 0 0
A= 0o 0 1 =2
0 0 -2 1

Rjesenje: Iz ¢injenice da vrijedi A* = AT = A slijedi da se A moZe dijagonalizirati u
ortonormiranoj bazi. Ra¢unamo:

0=ka(A) =det(A—\) = 02 L oA 18/\ _02 = =(A=3)*A+1)
0 0 -2 1-A
Sada imamo Ao =3 te A4 = —1.
Racunamo:
-2 -2 0 0
Va(3) .. -2 -2 0 0

Dakle, Va(3) = [{v1, v2}], gdje je vy =

Dalje ra¢unamo:

-2 2 0 0
Val=1) 0 0 2 -2

0O 0 -2 2

-1 0

. -1 0

Dakle, Va(—1) = [{vs, vs}], gdje je v = 0 te vy = 1
0 -1

Operator A se dijagonalizira u bazi (f) = {v1,ve,vs,v4}, ali to nije ortonormirana baza.



Primijetimo da vrijedi (v;,v;) = 0 za @ # j, i,j = 1,2,3,4. Dakle, vektori vy, ...

medusobno ortogonalni, ali moramo ih normirati:

-1 0 -1 0
. 1 1 ) 1 0 . I |-1] . 1 0
V1 = —= , Vg = —= , U3 = —= , Vg = —=
Vo B Vo B Y I VG N NN RSO N B
0 1 0 -1
Dakle, A se dijagonalizira u ortonormiranoj bazi f 01, U9, U3, 04 }, tj. za matrice
30 0 0
A 0 3 O 0
D=A(f)= 00 O [01 Dy D3 V4],
0 0 O

vrijedi da je UT AU dijagonalna matrica.

, Uy SU
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|ZADATAK 5]

(5 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalan unitarni prostor.
(a) Dokazite: ako su x,y € V medusobno ortogonalni vektori, tada je ||z + y|| = ||z — y||-
(b) Ako je V realni unitarni prostor, dokazite da tada vrijedi i obrat tvrdnje pod (a).

(c) Nekaje M < V. Akoje x € V jedini¢ni vektor te ako su a i b redom njegove ortogonalne
projekcije na M i M+*, odredite udaljenost vektora a i b .

Rjesenje:

(a) Ako su z i y medusobno okomiti, tada su takoder okomiti i vektori x i —y. Dvostrukom
primjenom Pitagorinog teorema slijedi

lz+ylI* = ll2|* + llylI* = ll= — ylI*.
(b) Iz |l + y[| =[]z — y[| kvadriranjem slijedi
(tt+yz+y) ={—-yz—y),
gdje koristenjem c¢injenice da je V' realan dobivamo
2]* + 2(2, y) + yll* = ll2ll* = 2(z, ) + lyl|*.

Odavde slijedi (z,y) = 0.

(¢) Primjenom tvrdnje (a) dijela zadatka na vektore a, b slijedi

d(a,b) = |la = bl| = [la+ bl = [lz] = 1.
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|ZADATAK 1]

(a) (3 boda) Na prostoru R? je dan skalarni produkt (-, -) definiran s

(z,y) = (Az,y),
. . 31 . : . 9 .
pri ¢emu je A = 1 3]°2 (+,+) oznacava standardni skalarni produkt na R*. Zadana je
tocka xy = \/Li(l, 1). Odredite krivulju I' C R? koja je dana s

I'={zeR?: ||z — x| = 2},
gdje je || - || norma inducirana skalarnim produktom (-, -).

(b) (2 boda) Neka je A € M,(R) simetri¢na matrica takva da je (Az,z) > 0 za svaki
x € M,1(R). DokaZite da postoji matrica B € M, (R) takva da je B? = A.

Rjesenge: Isto kao prva grupa.
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|ZADATAK 2]

(5 bodova) Na prostoru Py(R), polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili jednako

2, sa skalarnim produktom

0
(p.q) = / p(t)q(t)dt,
~1
dan je funkcional A formulom

) = PO PED ) e oy,

Odredite polinom r € Py(R) tako da vrijedi h(p) = (p,7), za svaki p € Pa(R).

Rjesenje Neka je trazeni polinom oblika r(t) = a + bt + ct?. Za polinom p u formuli h(p) =
(p, g), uvrstimo polinome 1,¢,#>. Imamo

1 0 b ¢
== bt+ct>)dt =a — - + -
5 /_1(a+ + ct?) a 2+3
1 0 a b ¢
- = t4+ bt +etdt = —= + - — =
12 /1(“+ et 27371
1 0 a b c
— = 2t fetYdt == — - + -
12 /1(“ Tl =5 -1t

Rjesavanjem tog sustava imamo a =1,0=51c=5.
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|ZADATAK 3]

(a) (3 boda) Neka je v € R? jedini¢ni vektor te A € L(IR?) operator osne simetrije s obzirom
na pravac kroz ishodiste smjera v. Odredite A*.

(b) (2 boda) Odredite sve n € N za koje postoji A € L(R") takav da je A ortogonalni
projektor te da vrijedi tr A = 2023. Za one za koje postoji navedite jedan primjer
takvog A, odnosno za one za koje ne postoji to dokazZite.

Rjesenje: Isto kao prva grupa.
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|ZADATAK 4|

(5 bodova) Nadite neku ortogonalnu matricu U takvu da je UT AU dijagonalna matrica

ako je
2 -1 0 O
-1 2 0 0
A= o 0 2 -1
0O 0 -1 2

AT = A slijedi da se A moze dijagonalizirati u

Rjesenje: Iz cinjenice da vrijedi A* =
ortonormiranoj bazi. Ra¢unamo:

-1 2—-A 0 0
0="Fka(\) =det(A—\) = 0 0 2-% 1 = =(A=32%N-1)?
0 0 -1 2-=A
Sada imamo Ao =3 te A4 = 1.
Racunamo:
-1 -1 0 0
-1 -1 0 0
Va(3)... 0 0 —1 -1
0O 0 -1 -1
-1 0
Dakle, V4(3) = [{v1,v2}], gdje je v; = (1) te vy = R
0 1

Dalje ra¢unamo:

1 -1 0 0
-1 1 0 0
a7y 0 1
0 0 -1 1

= = O O

1
Dakle, V4(1) = [{vs, v3}], gdje je vg = (1)} te vy =
0

Operator A se dijagonalizira u bazi (f) = {v1,ve,v3,v4}, ali to nije ortonormirana baza.



Primijetimo da vrijedi (v;,v;) = 0 za i # j, i,7 = 1,2,3,4. Dakle, vektori vy,...,v4 su
medusobno ortogonalni, ali moramo ih normirati:

-1 0 1 0
. 11@ 10@ 11@ 1 10
vV = — 7:— 7:— 7:—
SRRV IO Vol e Vo (1] RVoR

0 1 0 1

Dakle, A se dijagonalizira u ortonormiranoj bazi (f) = {01, 0y, 03, 04}, tj. za matrice

D= A(f) =

y U — [@1 172 7}3 174],

O OO Ww
o O W o
o= O O
_— o O O

vrijedi da je UT AU dijagonalna matrica.
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|ZADATAK 5]

(5 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalan unitarni prostor.
(a) Dokazite: ako su x,y € V medusobno ortogonalni vektori, tada je ||z + y|| = ||z — y||-
(b) Ako je V realni unitarni prostor, dokazite da tada vrijedi i obrat tvrdnje pod (a).

(c) Nekaje M < V. Akoje x € V jedini¢ni vektor te ako su a i b redom njegove ortogonalne
projekcije na M i M+*, odredite udaljenost vektora a i b .

Rjesenje: Isto kao prva grupa.



