JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA

Ispit — 17. lipnja 2024.

» Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje. Ostali predmeti (npr. mobiteli, pametni

satovi, ...) ne smiju biti u blizini studenta.
» Sve odgovore detaljno obrazlozite.

e Bla;r):={2€C:|z—a|<r}

ZADATAK 1.

(i) (1 bod) Definirajte pojam cijele funkcije.

(ii) (8 bodova) Neka je f: C — C holomorfna funkcija takva da je za neki M > 0
lf(2)] < M zasve z € C.

Koriste¢i Cauchyjevu integralnu formulu dokazite da je f konstantna.

(iii) (5 bodova) Dokazite ili opovrgnite sljedeéu tvrdnju: Svaka cijela funkcija je ili konstantna ili surjek-

cija.
(iv) (9 bodova) Postoji li cijela funkcija f: C — C takva da je f(0) =1, f(1) =2024 i

f(z) ¢ B(2024i;1) zasve z € C?
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ZADATAK 2.

(i) (2 boda) Definirajte uniformnu konvergenciju reda funkcija.

(ii) (10 bodova) Neka je A C C neki skup. Pretpostavimo da je (f,,)n>1 niz funkcija A — C takav da za
svaki n > 1 vrijedi |f,(2)] < M, za sve z € A, pri ¢emu su M,, > 0 takvi da red Yo%, M,, konvergira.

Dokazite da tada red funkcija >°°7, f,, konvergira uniformno na A.

(iii) (11 bodova) Dokazite da red Y (n* + 1)e™ definira holomorfnu funkciju na {z € C : Im(z) > 1}.

n=1
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ZADATAK 3.

(i) (2 boda) Neka je U C C domena, ay < a1 < --- < ap, & y: |ag,a,] — U krivulja takva da je

restrikcija y
definirajte [, f(2)dz.

(as,0i4,] 8latka krivulja za svaki i = 0,...,n — 1, Za neprekidnu funkciju f: U — C

(ii) (10 bodova) Neka je U C C domena, a f: U — C holomorfna funkcija. Pretpostavimo da je

B(a;r) C U za neki a € Cir > 0. Dokazite da je za sve z € B(a; )

1 f(w)
f(z) /BB(W) dw.

21 w— z

(iii) (10 bodova) Izrac¢unajte integral
2m
/ cos(cos #) cosh(sin 0) d6.
0

Uputa: Najprije zapiite cos(e?) kao g(6) + ih(f) za neke g, h: R — R.
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ZADATAK 4.

(i) (2 boda) Iskazite teorem o reziduumima.

Neka je
22+ 4iz 44

f(z) = (z+ 2i)?

(ii) (4 boda) Odredite izolirane singularitete funkcije f te odredite njihov tip (polovima odredite i red).

(iii) (6 bodova) Izracunajte integral funkcije f po 0B(1;3), to jest po kruznici u C sa srediStem u 1

radijusa 3, orijentiranoj u pozitivnom smjeru.

(iv) (10 bodova) Neka je z — log z glavna grana kompleksnog logaritma. Odredite tocke z € C u kojima
je
9(2) =log f(2)

dobro definirano. Nadalje, odredite skup izoliranih singulariteta funkcije g.
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