
3

Red

3.1 Osnovna svojstva

Definicija. Red je uredeni par ((an), (Sn)) niza (an) i niza (Sn) parcijalnih suma

definiranih sa

Sn :=

n�

k=1

ak.

Red označavamo sa
�

an. Kažemo da red
�

an konvergira ako konvergira niz pripadnih
parcijalnih suma (Sn), čiji limes zovemo suma reda i pǐsemo

∞�

n=1

an := lim
n

Sn.

Ako niz parcijalnih suma reda nije konvergentan, onda kažemo da red divergira.

Primjer.

(a) Neka je q ∈ R
d. Red

∞�

n=0

qn zovemo geometrijski red i on konvergira za q ∈ �−1, 1�.

Zaista,

Sn =
n�

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
=

1

1− q
−

qn+1

1− q
→

1

1− q
, kada n → +∞.

Dakle,

∞�

n=0

qn =
1

1− q
.

(b) Red

∞�

n=1

1

n
zovemo harmonijski red i on divergira, točnije

�
∞

n=1
1
n
= +∞. Clanoce

niza parcijalnih suma harmonijskog reda se ponekad označavaju s (Hn) i zovu se
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90 3. RED

harmonijski brojevi. Može se pokazati da je

lim
n

(Hn − lnn) = lim
n

(
n�

k=1

1

k
− lnn) = γ ≈ 0.57721.

γ se zove Euler-Mascheronijeva konstanta.

Teorem. (Nužni uvjet konvergencije reda) Ako red
�

an konvergira, onda je
lim

n

an = 0.

Napomena.

(a) Obrat u prethodnom teoremu ne vrijedi. Npr. harmonijski red

∞�

n=1

qn
1

n
divergira,

ali je lim
n

1

n
= 0.

(b) Ako niz (an) nije konvergentan ili ako je lim
n

an �= 0, onda iz gornjeg teorema slijedi

da red
�

an divergira.

Primjer. Geometrijski red
�
∞

n=0 divergira za |q| ≥ 1;

• za q ≤ −1 niz (qn) nije konvergentan,

• za q = 1 je lim
n

qn = 1,

• za q > 1 je lim
n

qn = +∞,

jer ni u jednom od ovih sličajeva nije zadovoljen nužni uvjet konvergencije reda.

Zadatak 3.1 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(a)
∞�

n=1

1

n(n+ 1)
(b)

∞�

n=3

4− 5n

n(n− 1)(n− 2)

(c)

∞�

n=1

(−1)n (d)

∞�

n=m

2

3n
, gdje je m ∈ N

Rješenje.

(a) Rastavom na parcijalne razlomke je

1

n(n + 1)
=
1

n
−

3

n+ 1
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pa je

Sn =
n�

k=1

1

k(k + 1)
=

n�

k=1

�
1

k
−

1

k + 1

�

=

�

1−
1

2

�

+

�
1

2
−
1

3

�

+ . . .+

�
1

n
−

1

n+ 1

�

= 1−
1

n+ 1
.

Stoga je

lim
n

Sn = lim
n

�

1−
1

n

�

= 1

pa je red konvergentan i

∞�

n=1

1

n(n + 1)
= 1.

(b) Rastavom na parcijalne razlomke je

4− 5n

n(n− 1)(n− 2)
=
2

n
+

1

n− 1
−

1

n− 2

pa je za n ≥ 3

Sn =
n�

k=3

�
2

k
+

1

k − 1
−

3

k − 2

�

= 2
n�

k=3

1

k
+

n�

k=3

1

k − 1
− 3

n�

k=3

1

k − 2

= 2
n�

k=3

1

k
+

n−1�

k=2

1

k
− 3

n−2�

k=1

1

k

= 2
n−2�

k=3

1

k
+

2

n− 1
+
2

n
+
1

2
+

n−2�

k=3

1

k
+

1

n− 1
− 3−

3

2
− 3

n−2�

k=3

1

k

=
2

n− 1
+
2

n
+
1

2
+

1

n− 1
− 3−

3

2
→ −4, kada n → +∞.

Dakle, red je konvergentan i
�
∞

n=3
4−5n

n(n−1)(n−2)
= −4.

(c) limn(−1)
n ne postoji (niz ima 2 gomilǐsta: -1 i 1) pa nije zadovoljen nužni uvjet

konvergencije =⇒ red je divergentan

(d)
∞�

n=m

2

3n
=

∞�

n=0

2

3m+n
=

2

3m

∞�

n=0

1

3n
=

2

3m

1

1− 1
3

=
1

3m−1
.

�
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Zadaci za vježbu

3.2 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(a)
∞�

n=1

(−1)n−1

2n−1
(b)

∞�

n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2

(c)
∞�

n=2

2n

n2 − 1
(d)

∞�

n=1

sinnα, gdje je α ∈ �0, π�

3.3 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(a)

∞�

n=1

ln

�

1 +
1

n

�

(b)

∞�

n=1

( n

√
a− n+1

√
a), gdje je a > 0

(c)

∞�

n=1

1
n

√
n+ 1

(d)

∞�

n=1

arctg
1

2n2

(e)
∞�

n=1

(
√

n+ 2− 2
√

n + 1 +
√

n)


