MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 16. studenog 2020.

Zadatak 1. Neka je

(a)

(b)

f(z) =|cos*z + 3sinz — 3|.

(3 boda) Odredite najveci interval I C R koji sadrzi 5 na kojem je funkcija f strogo rastuca, te

2
odredite f([I).
(3 boda) Odredite inverz funkcije f: I — f(I).

Rjesenje. Uoc¢imo da funkciju f mozemo zapisati kao

f(z) =|1—sin’z 4 3sinz — 3| = |sin’ z — 3sinz + 2|,

odnosno kao kompoziciju f = g3 o g3 0 g1, gdje su funkcije g; dane pravilima pridruzivanja

(a)

gi(z) = sinz, go(z) = — 3z +2, go(a) = e,

Funkcija sinus je strogo rastu¢a na intervalu [—%, ] i strogo padajuca na [5, 2], te je sin([—Z, g]) =
sin([3, 27]) = [—1,1]. Nadalje, iz grafa funkcije go vidimo da je ona strogo padajuca na [—1,1] i da
je g2([—1,1]) = [0,6]. Kako je gs(x) = x na [0, 6], slijedi i da je g3 strogo rastuca na [0, 6]. Uo¢imo
da je za I = [F, 37”] funkcija f : I — R strogo rastuca, kao kompozicija dvaju strogo padajuc¢ih i

jedne strogo rastuce funkcije.

T 3

Nadalje, interval [7, 7] je najveci interval koji sadrzi § na kojem je funkcija f strogo rastuca. Naime,
kako je za svaki € € (0,7), sin(§ —¢) = sin(§ + ¢), odnosno f(§ —¢) = f(§ + ¢), funkcija f nije
strogo monotona na intervalima koji sadrze nekl od intervala [2 — ¢, 2%], £ > 0. Prema tome interval
I ne mozemo prosiriti na lijevo. Analogno se pokaze da se ne moze proSiriti ni na desno.

T 3

Iz gornjeg racuna vidimo da je f([5,5]) = g3(g2(91([5, 7]))) [0, 6].

Funkcija f : |
f710,6] =

7 7”] [0,6] je bijekcija, jer je strogo monotona (injekcija) i surjekcija. Funkciju
5 7”] odredit ¢emo koristenjem formule za inverz kompozicije:

fly) =91 (92" (95" (), v € [0.6].
Prvo uo¢imo da je gi(z) = sin(r — x) = hy o hy(z), gdje je

s [5]+ 55) bt =

™

hy: [—5,5] 5 [~1,1], hi(x) = sin(x)

paje g7 ' (y) = hy'(hy ' (y)) = hy'(arcsin(y)) = 7 — arcsin(y). Nadalje, go(z) = y ako i samo ako je
2% —3x +2 —y =0, odnosno

Kako je =¥+ ¢ [~1,1] za y € [0,6], slijedi da je inverz funkcije go: [~1,1] — [0,6] odreden

pravilom pridruzivanja
3—v1+4y
5 :
Kako za gs: [0,6] — [0,6] vrijedi g3(z) = |2| = =, slijedi da je g5 '(y) = y. Stoga je

W) =00 W) =g (—3 — W) = 7 — arcsin (—3 — @) :

95 ' (y) =
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Zadatak 2.

(a) (3 boda) Neka su h i g dvije funkcije dane pravilima pridruzivanja

h(x) = 4 (4arcctgx B 3) (4arcctgx B 1)

™ ™

(z) [52] za x < —2,
r)=4 7%
g |z] za x> -2

Definirajmo funkciju f kao f = g o h. Odredite R(f).

(b) (4 boda) Neka je dana funkcija f pravilom pridruzivanja

f) =15

Odredite f~1((—2,—2)).

Rjesengje.
(a) Uoc¢imo da je domena funkcija h i g cijeli R, pa je domena i kompozicije g o h takoder jednaka R.
Nadalje, pravilo pridruzivanja za funkciju g je zapravo (uocite da je |bx| = —5z, za x < —2)

(z) -5 zax < -2,
€Tr) =
g |lz] za x> -2

Za funkciju h vrijedi h = hy o hy, gdje su hq, ho: R — R funkcije za koje vrijedi
ha () = élaur(zctgx7
70
hao(z) = 4(x — 3)(z — 1).
Sada je
R(f) = [(R) = g(h(R)) = g(h2(h1(R))) = g(h2({0,4))) = g([-4,12)) = {-5,-2,-1,0,1,2,..., 11}.

(b) Prirodna domena funkcije f je D(f) = R\{0}. Funkcija f se moZze napisati kao

flz)=—-1+

1—e’
pa ako definiramo funkcije g1, g2, g3, g4 na sljedeci nacin

g1: R\{0} = R gi(z) =¢€"

g:R—=>R glr)=1-=z
2

g3 R—R gg(iﬂ) = ;

gi: R—=>R gz)=—-1+z,

onda vrijedi f = g4 0 g3 0 g 0 g;. Sada imamo

FH=2,-3)) = 91 (g2 (95 (g " ((=2,=2))))) = 91 (92 (95" ((—=1,=3))))
=91 (91 ((=3,-2))) = 97 '((3,4)) = (In 3,In 4).
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Zadatak 3.

(a) (4 boda) Odredite prirodnu domenu funkcije

f(z) = arcsin (1 ++/|log, (22 4+ = — 5)J> :

(b) (2 boda) Pronadite neku funkciju g ¢ija je prirodna domena skup (0, +o00) \ {2020™ : n € Z}.

Rjesenge.
(a) Buduéi da je D(arcsin) = [—1 1+ /|log;(22 4+ 2 —5)] > 1, odmah vidimo da za z € D(f)
mora vrijediti da je |log,(z? —|— T — 5)j =0, §to je ekvivalentno s 0 < log,(2? + x — 5) < 1, odnosno

1<2’+4+z-5<T.

Uo¢imo da je za ovakve z uvijek 2% + 2 — 5 > 0, odnosno da je zadovoljeno da je argument funkcije
log, pozitivan. Buduéi da je

1<’ +2-5 <= 0< (v +3)(x—2) <= 2 € (—o0, 3] U2, +00)

PP+ r—5<7 = (v+4)(r—-3)<0 < x€(—4,3)
zakljucujemo da je D(f) = (—4,-3]U[2,3).

(b) Uocimo da Zelimo pronaci funkciju g kojoj je prirodna domena skup (0, 4+00) iz kojeg smo uklonili
tocke x za koje je logygq, x cijeli broj. Ideja je stoga da funkciju ¢ definiramo kao razlomak kojem
¢e nazivnik biti jednak 0 tocno onda kada je logygy @ cijeli broj. Na koji na¢in mozemo detektirati
kada je nesto cijeli broj? Ideju nam daje ¢injenica da je siny = 0, ako i samo ako je y = kn za neki
k € Z. To znadi da je sin(km) = 0 ako i samo ako je k € Z. Zbog toga definiramo

1
sin (71085090 )

g(r) =

Da bi za x € R vrijedilo da je z € D(g), moraju biti zadovoljeni sljedeci uvjeti:
(i) > 0 (argument logaritma je pozitivan),
(ii) sin (mlogyge ) # 0 (nazivnik nije 0).

Buduéi da smo za uvjet (ii) ve¢ rekli da je ekvivalentan s z ¢ {2020" : n € Z}, slijedi da je doista
D(g) = (0, +00) \ {2020" : n € Z}.
1

Napomena 1. Funkeiju g mogli smo odabrati i na mnogo drugih nacina, npr. g(x) =

1

1085020 T — 1082090 T

cos(5 + m1ogggeg )

g(x) = Ik g(x) = ctg(mlogyy ), g(x) = tg(5 + mlogygm ©), - -



Napomena 2. Neki studenti funkciju g pokusali su definirati koriste¢i gradivo Matematicke analize

2 na nacin |

g(x) =Inz + Z TR
nez

Ova funkcija ne zadovoljava trazena svojstva buduéi da navedena suma divergira za sve x € R.

Napomena 3. Nekoliko studenata funkciju g definiralo je na nacin (ili neki njemu sli¢an)

L zax e {2020" :n € Z}.

r—x

Inz zaxeR\{2020" :n € Z}
g(x) =

Nevoljko i teska srca dodijeljeni su im svi bodovi.
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Zadatak 4.

(a)
(b)
(c)

(1 bod) Postoji li injekcija f: R — R takva da je i funkcija f o cos injekcija?
(2 boda) Postoji li injekcija g: R — R takva da je i funkcija cos og injekcija?

(3 boda) Neka su fi,..., fr: R — R periodi¢ne funkcije kojima su periodi redom 71, ..., 7. Ako
vrijedi da je za sve 4, j omjer 7;/7; racionalan, dokazite da je i funkcija f1 + - - - + fi periodi¢na.

Rjesenje.

(a)

Takva injekcija f ne postoji. Naime, za proizvoljnu funkciju f: R — R (ne mora ¢ak niti biti
injekcija) imamo
(f ocos)(2m) = f(cos2m) = f(cos0) = (f o cos)(0),

pa f o cos nije injekcija.

Takva injekcija g postoji, a ideja je da je odaberemo tako da joj slika bude sadrzana u nekom
intervalu na kojem je funkcija cos injekcija (na primjer, [0,7]). Ako to postignemo, tada ¢e biti
COS 0g = €08 |[0,-] © g pa ¢emo modi zakljuciti da se radi o injekciji, buduéi da je kompozicija injekcija
ponovno injekcija.

Na koji ¢emo nacin pronadi takvu injekciju g? Osnovni problem je $to veéina injekcija s domenom R

ima svojstvo da im slika nije sadrzana u nekom kona¢nom intervalu poput [0, 7]. Medutim, znamo
i neke injekcije kod kojih ¢e to biti slucaj, npr. znamo da je R(arctg) = (—7, 7). Ideja je stoga da
malo promijenimo funkciju arctg tako ostane injekcija, ali da joj slika bude sadrzana u [0,7]. Na
primjer, ako uzmemo g(z) = § + arctg z, tada je R(g) = (0,7) i ta je funkcija injekcija.

Napomena 1. Funkciju g mogli smo odabrati i na mnogo drugih na¢ina, npr. g(z) = arcctgz,

g(x) = o g(z) =1+thx, gz)=e, ...

Napomena 2. Za funkciju g nismo mogli uzeti g(x) = arccos x bududéi da je njena prirodna domena
[—1,1], a ne R kao $to se u zadatku trazi.

Zapisimo racionalne brojeve 71 /73, 71 /73, ..., T1/Tx kao omjere prirodnih brojeva na nacin da imaju
zajednicki nazivnik. Drugim rije¢ima, neka su ni,ns, ns,...,np € N takvi da je

71 12 71 12 71 N

T2 ny’ Ty ny’ T ny

Tvrdimo da je n;7y period funkcije fi + - -- + fi. Doista, za proizvoljni x € R imamo

(fi+fot -+ fi)l@+nmn) = filx+nm) + fole +nim) + -+ folx +nym)

filz +nim) + fo(z +nem) + -+ - + fulz + ngmi)
1

(

() + falx) + - + frlw)
L+ fot e+ )2,

pri ¢emu smo u pretposljednjem retku iskoristili ¢injenicu da ako je 7; period funkcije f;, tada i n;7;
njen period, bududi da je n; prirodan broj.



Napomena 3. Broj 11 - - - 7, ne mora biti period funkcije f; + ---+ fx. Na primjer, za f; = fo = sin
i 71 =Ty = 27 broj 7172 = 47 nije period funkcije f; + fo = 2sinx (472 nije cjelobrojni visekratnik
temeljnog perioda 27).

Napomena 4. Tvrdnja zadatka ne mora vrijediti ako izostavimo uvjet racionalnosti omjera 7;/7;.
Na primjer, u sluc¢aju k = 2, funkcija |sinz| + |sin(zv/2)| nije periodi¢na iako funkcije |sinz| i
| sin(2v/2)| jesu (temeljni periodi su im redom 7 i \%) Doista, kada bi ta funkcija imala neki period
7> 0 iz |sin0| 4 | sin(0 - v/2)| = 0 slijedilo bi da je i

|sin 7| + |sin(7v/2)| = 0.

Medutim, odavde slijedi da je sinT = 0 i sin(T\/ﬁ) = 0. Iz prve jednakosti sada zaklju¢ujemo da je
7 =17 zaneki r € Z, a iz druge da je 7v/2 = sm za neki s € Z. Kombinacijom ova dva zakljucka
slijedi da je v/2 = s/r, &to je kontradikcija s iracionalnoséu broja v/2.
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