MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je a > 0 i neka je (x,) niz zadan s

2z, +1
Tp+ 2

I = a, Tnt1 =

Dokazite da je niz (x,) konvergentan i odredite mu limes.

Rjesenje. Primijetimo da su svi ¢lanovi niza pozitivni realni brojevi. Iz rekurzivne relacije dobivamo

.1'2:2—

3
2+a”

Za a > 1 vrijediti ¢e o < x1, a za 0 < a < 1 biti ¢e x9 > x;. Racunanjem iduc¢ih nekoliko

¢lanova moze se naslutiti da ¢e niz (z,) biti padajucéi ako je a > 1, a rastuéi ako je 0 < a < 1. Zato
razlikujemo dva slucaja:

(1)

a > 1: Dokazimo indukcijom da je niz (z,) padajuc.

Vrijedi z,41 = 2 — wn3+2' Baza indukcije je pokazana iznad, pa pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
n = k. Dokazimo i za n = k + 1. Vrijedi

3 3 3
T < xp = < =>2—-— <2 -
s T 94, 2+ Tpq1 2+ 2 2 4wy,

= Tt2 < Th1,

pri ¢emu je prva implikacija istinita jer je z,, > 0 za sve n € N. Iz zadnje tvrdnje je niz o¢ito omeden
odozdo s 0, $to zajedno sa ¢injenicom da strogo pada osigurava egzistenciju limesa. Standardno,

pustanjem limesa kada n — 400 u rekurzivnoj relaciji dobivamo lim z, =1ili lim =z, = —1.
n—-+o0o n—-+oo

Zbog x, > 0 za sve n € N zaklju¢ujemo liI_El Ty = 1.
n—-+0o0

0 < a < 1: Analogno kao u sluc¢aju (1), indukcijom pokazemo da je niz (z,) rastué¢. O¢ito iz

3
T, + 2

Tn4+1 = 2 -

slijedi z,, < 2 za sve n € N, sto znaci da je niz ogranicen odozgo, pa je konvergentan. Lako se

ponovno dobije lim z, = 1.
n——+0o00

U preostalom sluc¢aju za a = 1 dobivamo z,, = 1 za sve n € N pa zaklju¢ujemo da je lim =z, = 1 neovisno

n—-+o0o

o vrijednosti parametra a.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 2.

(a)

(b)

(5 bodova) U ovisnosti o parametru « € (0, 2], izracunajte limes
n 1
. n-— Zk:1 COS (k1/5)
lim el
n—oo Zk: | 7
Napomena. Nizovi u brojniku i nazivniku su strogo rastuci i neograniceni i te tvrdnje nije potrebno
dokazivati.

(2 boda) Neka je f: R — R funkcija takva da je lim f() = 1. Je li tada nuno i lin%f(a:) =17
n—o0 r—
Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenge.

()

Neka je a, = n — Y, cos (575) 1 by = >p_; 7= Bududi da su oba niza neogranicena i strogo
rastuca, po Stolzovom teoremu dovoljno je odrediti limes lim 72—

Jim e, a za njega imamo

_ 1 _ 1
lim dntl ” 9 L= cos <1(n+1)1/5> — lim L= cos <(n+1)21/5> (n 4+ 1225,
n—00 bn+1 — bn Nn—00 e n—00 ( 1 ,>
(n+1)1/5
Neka je x = m Tada ocito x — 0 kada n — oo, pa je

1

. 1_008((%1)1/5) . l—cosz 1

lim 5 = lim — = —,

n—00 1 z—0 T 2
()

S druge strane, bududi da je trivijalno

1 =2
nmoH4w4ﬁ:{ =2,

n—0o0

zaklju¢ujemo da je trazeni limes jednak

i o Tieos () [ w2
im Pa— =
n— o0 Zk:lk_a

Tvrdnja ne mora nuzno vrijediti. Ako uzmemo f s pravilom pridruzivanja

f(x):{l za x € Q,

0 zazxé¢Q,
tada je

n—o0

lim f (1) =1.
=1
V2

n

, tada je ocito lima, =01
n—oo

S druge strane, ako je a,, =

lim f(a,) = lim f (Vg) —0,
n—oo n—oo
=0
pa iz definicije limesa funkcije zaklju¢ujemo da lin% f(x) ne postoji.
Tr—r



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 3. (6 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

2nm? + 4nm — 2n — 3m® —
s={nm+nm noom 6m+3;m,neN}U{Ch(4_§):““’m)}'

nm? + 2mn x

Rjesenje. Uo¢imo da je S = (A- B)UC, gdje je

A:{Q—%:neN}, B:{l—m:meN}, C’:{ch<4—;):x€[1,+oo>}.

Buduéidaje2—2 <2, 1 - ——— <1te

1
li 1—— | =1
mlfgo( m(m+2>>

slijedi da je sup A = 2 i sup B = 1. Nadalje, imamo, inf A =min A = —11iinf B =min B = % pa je

sup(A - B) = max{sup A - sup B,sup A - inf B,inf A - sup B,inf A - inf B} = 2,

inf(A - B) = min{sup A - sup B,sup A - inf B, inf A - sup B,inf A - inf B} = —1.

Nadalje, —1 <4 — 3 <4 zaz € [1,+00) i lim, (4 — 2) = 4, a ch je padajuca funkcija na (—oc0,0], a
rastuca na [0, +00) pa je

sup C' = max{ch(—1),ch(4)} = ch(4),

a zbog chx > 1 vidimo da je 1 donja meda skupa C' i ta se vrijednost dostize za x = %, pa je
inf C' = 1.

Konaéno, sup S = max{sup(A4 - B),sup C} = ch(4), inf S = min{inf(A - B),inf C'} = —1.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2018.

Zadatak 4.
(a) (5 bodova) Odredite limes
sin® (Z5)In (1 + 2)

03 ]n(%)(ex —e?)’

(b) (1 bod) Ispitajte postoji li limes funkcije
sin(|z+1])
0, lz+1] =0
u tocki ¢ = —1. Ukoliko postoji, odredite ga.

Rjesengje.
(a) Primijetimo da je

lim In (1 + l) = ln§,
x 2

T—2
pa je
sin® (%) In (1 + 1) 3 . sin” (Z£)
2 z2—3x4+3 T 332 =1In E ’ 111'% x2—3x+3 T 2
T—> ID<T)<3 —e) r— ln( ] )6 6)
Nakon supstitucije t = x — 2, limes postaje
sin® (2 + )
lim 5 :
0 Tn (R (e — o)
Daljnje transformacije su uobicajene
sin” (2 4 ) . sin” (%) 1. sin” (%)
g = — l1m
t24t+1 2 2 2
=00In (=) (e —e?)  0In (47 + 1)e*(ef — 1) €720 ln({iﬂ) . ti_zl el
t+1
1, )
€2 150 In(£5+1) g
t2 t

1

. o . .. sinx .
Limes nazivnika je 1, a za brojnik koriste¢i lim —— = 1 lako dobivamo
z—=0 X

Tty t+1 72 [sin® (%) t41 w2t
lim ( sin (—) . = —lim 5 = — lim —.
{0 2 3 4 t50 (%) t 4 t50 ¢

Medutim, posljednji limes ne postoji (pripadni limesi slijeva i zdesna jednaki su —oo i +00), pa
zaklju¢ujemo da ni pocetni limes ne postoji.

(b) Za —2 <z < —1lje |[x+ 1] =—1, paje f(x) = —1 zasve z € (—2,—1). Slijedi
in(—1
lim f(z) = sin (=1) = sin 1.

r——1- —1

S druge strane, za —1 <z < 0 je |z + 1] =0, pa je iz definicije f(z) =0 za sve x € (—1,0). Slijedi
li = 0.

Buducdi da se lijevi i desni limes ne podudaraju, trazeni limes ne postoji.
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Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je a > 0 i neka je (x,) niz zadan s

3x, +1

I =a, Tnpy = m
n

Dokazite da je niz (x,) konvergentan i odredite mu limes.

Rjesenje. Primijetimo da su svi ¢lanovi niza pozitivni realni brojevi. Iz rekurzivne relacije dobivamo

To —

3 1

5 — o1 Laa> 1 vrijediti ¢e z2 < 1, aza 0 <a <1 biti ¢e 9 > ;. Racunanjem iducih nekoliko

¢lanova moze se naslutiti da ¢e niz (z,) biti padajucéi ako je a > 1, a rastuéi ako je 0 < a < 1. Zato
razlikujemo dva slucaja:

(1)

a > 1: Dokazimo indukcijom da je niz (z,) padajuc.
Vrijedi z,41 = g — x1+1 Baza indukcije je pokazana iznad, pa pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za

n = k. Dokazimo i za n = k + 1. Vrijedi

1 - 1
rp+1  mpp+1

313
2 $k+1+1 2 T+ 1

Thy1 < T = = Tp42 < Tk,

pri ¢emu je prva implikacija istinita jer je z,, > 0 za sve n € N. Iz zadnje tvrdnje je niz o¢ito omeden

odozdo s 0, $to zajedno sa ¢injenicom da strogo pada osigurava egzistenciju limesa. Standardno,

pustanjem limesa kada n — 400 u rekurzivnoj relaciji dobivamo lim z, =1ili lim =z, = —=.
n—-+oo n—-+oo 2

Zbog x, > 0 za sve n € N zakljuc¢ujemo lir}rl r, = 1.
n——+0o0

0 < a < 1: Analogno kao u slucaju (1), indukcijom pokazemo da je niz (x,) rastu¢. O¢ito iz

3 1

xn+1:§_xn—l—1

slijedi x,, < % za sve n € N, §to znaci da je niz ograni¢en odozgo, pa je konvergentan. Lako se

ponovno dobije lim z, = 1.
n—-+o0o

U preostalom sluc¢aju za a = 1 dobivamo z, = 1 za sve n € N pa zaklju¢ujemo da je lim =z, =1

n—-4o0o

neovisno o vrijednosti parametra a.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 2.

(a) (5 bodova) U ovisnosti o parametru a € (0, 2], izracunajte limes

n 1
. n— Zk:l COs (k1/3)
lim el
oo D ke e
Napomena. Nizovi u brojniku i nazivniku su strogo rastuci i neograniceni i te tvrdnje nije potrebno
dokazivati.

(b) (2 boda) Neka je f: R — R funkcija takva da je lim f(+) = 0. Je li tada nuzno i lin%f(a:) =07
T—>

n—oo
Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenge.

(a) Neka je a, = n— > cos(m5) i by = >4 7= Bududi da su oba niza neogranifena i strogo

=

rastuca, po Stolzovom teoremu dovoljno je odrediti limes lim Z”E—:Z", a za njega imamo
n—oo ’n n
(p41 — Qp L~ cos ((nﬁ)w) b~ cos ((nﬁ)w) 2/3
lim ———— = lim = lim (n+1)*" /3,
n—o0 b 1— b n—o0 1 n—o00 1 2
n+ n (n+1)« <— >
(n+1)1/3
Neka je x = m Tada ocito x — 0 kada n — oo, pa je
1
. 1—cos ((n+1)1/3> . l—cosz 1
lim 5 =lim ——— = .
n—oo 1 x—0 €T 2
()

S druge strane, bududi da je trivijalno

1 —2
lim(n+1)a_2/3:{ o=,

n—0o0

zaklju¢ujemo da je trazeni limes jednak

i n— D j_y COS (k11/3) s raa=3,
im — =
n—o0 Zk:l 7o

Tvrdnja ne mora nuzno vrijediti. Ako uzmemo f s pravilom pridruzivanja

f(x):{o za x € Q,

1 zaz¢Q,
tada je

lim f (%) =0.
N—>00 \ ;
=0
%, tada je ocito lima, =01
n—oo

S druge strane, ako je a,, =

Jim flon) = Jim £ (2) =1
=1

pa iz definicije limesa funkcije zaklju¢ujemo da lin% f(x) ne postoji.
Tr—r



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 3. (6 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

2 —3n—4m? —4 4
S:{?’”m +3nm — 3n —4dm m :m,nEN}U{ch(2—§):xE[l,-i—OO)}-

nm? + mn x

Rjesenje. Uo¢imo da je S = (A- B)UC, gdje je

A:{?)—%:neN}, B:{l—m:meN}, C:{ch<2—;):xe[1,+oo>}.

Bududi da je 3 —; <3, 1— -5 < 1te

1
m (1—- ———— ) =1,

slijedi da je sup A = 3 i sup B = 1. Nadalje, imamo, inf A =min A = —11iinf B = min B = % pa je

sup(A - B) = max{sup A - sup B,sup A - inf B,inf A - sup B,inf A - inf B} = 3,

inf(A - B) = min{sup A - sup B,sup A - inf B, inf A - sup B,inf A - inf B} = —1.
Nadalje, =1 <2 —3 < 2zax € [1,400) i lim, 0 (2 — 2) =2, pa je

sup C' = max{ch(—1),ch(2)} = ch(2),
a zbog chx > 1 vidimo da je 1 donja meda skupa C' i ta se vrijednost dostize za © = %, pa je
infC' = 1.

Kona¢no, sup S = max{sup(4 - B),sup C} = ch(2), inf S = min{inf(A - B),inf C'} = —1.



MATEMATICKA ANALIZA 1
Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2018.

Zadatak 4.
(a) (5 bodova) Odredite limes
sin” (%) In (452)

I (ZE e — e )

(b) (1 bod) Ispitajte postoji li limes funkcije
sin(|z+1])
0, lx+1]=0
u tocki ¢ = —1. Ukoliko postoji, odredite ga.

Rjesenge.
(a) Primijetimo da je
: 11— 3
lim In ( ) =In-,
r——2 2
pa je
sin? (%)ln(l_Tx) . sm2(%)
9 22+4+32+3 T -2 =1 5 ’ 1131_12 z2+4+32+3 T —92\
2==2 In () (e —e7?) =2 In (=055 (e —e7?)
Nakon supstitucije t = x + 2, limes postaje
_ sin® (% — )
lg% 2ottly(ot—2 -2\
In (TH>(€ —e7?)
Daljnje transformacije su uobic¢ajene
sin® (5 — ) . sin? (%) ) sin? (%)
m e = lim > 7 =e - lim v
t—0 In (T—H)(e —e ) t—0 In (T—i—l —+ 1)6 (e — ]_) t—0 ln(?Jrl) ) 7§il ) et;l ¢
—tr1
tn2 (Tt —t41
=¢e? . lim s (3) - =
=0 In (=2 +1) ‘ o1
t2 t
—t+1
. . . .. ... Sin .
Limes nazivnika je 1, a za brojnik koristeci hII(l] —— =1 lako dobivamo
xT—r €T

Tty —t+1 2 [sin® (%) —t+41 . —t+1
lim ( sin (—) . = —lim 5 = —lim .
t—0 2 t3 4 t—0 (%t) t 4 t—0 t
Medutim, posljednji limes ne postoji (pripadni limesi slijeva i zdesna jednaki su —oco i +00), pa

zaklju¢ujemo da ni pocetni limes ne postoji.

(b) Za -2 <z < —1lje |[x+ 1] =—1,paje f(x) = —1 zasve z € (—2,—1). Slijedi

in (—1
lim f(x)= sin (=1) =sin 1.
r——1- —
S druge strane, za —1 < x < 0 je |x 4+ 1] = 0, pa je iz definicije f(x) = 0 za sve z € (—1,0). Slijedi
lim f(z)=0.

z——171

Buducdi da se lijevi i desni limes ne podudaraju, trazeni limes ne postoji.
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