MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 1. (6 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije
f(z) = arcsin |log, (logy (z* + 2z — 15) + 1) — 1] .

Odredite sliku (prirodne domene) funkcije f.

Napomena. |a] je oznaka za najveéi cijeli broj koji nije veéi od a. Npr. [1| =1, 7] =3, |-2.5] = =3.

Rjesenje. Odredimo uvjete za prirodnu domenu koje dobivamo iz domene funkcije arcsin.
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Uoc¢imo da smo putem pokrili i uvjete za sve ostale funkcije. Odredivanje prirodne domene tako se svodi
na rjeSavanje sustava nejednadzbi

2+ 2r—15>1 i 2?42 —15 < 128,

odnosno
22 4+2x—-16>0 i 2+ 2r — 143 < 0,

¢ija su rjeSenja
v e <—oo,—1 _ \/17} U [—1 V1T, +oo> i re(—13,11).

Zakljucujemo da je

D; = <—13,—1 - \/1_7} U [—1 + \/1_7,11>.

Iz prethodnog je vidljivo kako je slika skupa D; s obzirom na preslikavanje 2 +— log, (log, (2 + 22 — 15) + 1)—
1 skup [—1,2). Kako je, za a € [-1,2), |a] € {—1,0,1}, vidimo da je

R = {arcsin(—1), arcsin 0, arcsin 1} = {—g, 0, g} .



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 2. (6 bodova) Zadana je funkcija f: R — R sa:
F(z) = elmes(aiez)].

Odredite f([5,n]) 1 f~'([1, +00)).

Napomena. |a] je oznaka za najveci cijeli broj koji nije veéi od a. Npr. |1] =1, |7] =3, |[-2.5] = -3.

Rjesenje. Stavimo fi(z) = cosz, fo(z) = 55, fs(x) = arctgz, fa(xr) = |z], fs(z) = €. Imamo

J=/Js0fs0fs30 fao fi, paje

[g, 7)) = [-1,0]
fo([-1,0]) = [-1,0]
f3([=1,0]) = [-7.0]
fa([=7,0]) = {-1,0}
f5({_170}> = {6717 1}
Dakle f(5,7]) = {¢~%,1}. Nadalje, imamo f~*(L.-+o0) = /(™ (7" (/™ (5 (1, +0)))
5 ([, +00)) = [0, +00)
fi ([0, +00)) = [0, +00)
f3_1([07 +OO>) = [07 +OO>

Uoc¢imo da vrijedi
cosx

> (0 ako 1 samo ako cosxz > 0.
2+ coszx

Dakle, f~'([1,400)) = Upepl5F + 2km, 5 + 2k7).
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Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(5 bodova) Dokazite da je funkcija zadana s

ch’z —4chz —5
f(x):10g2< chx —5 )_1

injekcija na intervalu I = (— Arch 5,0) i odredite joj inverz na tom intervalu.

(1 bod) Postoji li interval J D I takav da f i dalje bude injekcija na J? Ukoliko postoji, odredite
najveci takav interval.

Rjesenge.

(a)

Neka su funkcije f1, fo, f3 dane s
22 —4x -5
x—5

filz) =chz,  fo(z) = f3(z) =logy z — 1.

Primijetimo da je
2 —4r -5 (z-5)(z+1)

fQ(I) T — 5 T — 5 x + Y x % 7
tj. fo se na svojoj prirodnoj domeni podudara s funkcijom z — z + 1. Ocito je i
f=1Js0f20f1.

Lako se dobije
A) =(1,5),  f2((1,5)) = (2,6),  f3((2,6)) = (0,log, 6 — 1).

Buduéi da je ocito f; injekcija na I (strogo je padajuca), fo injekcija na (1,5) (strogo je rastuca)
i f3 injekcija na (2,6) (strogo je rastuca), zaklju¢ujemo da je i f = f3 o fy o fi injekcija na I kao
kompozicija injekcija. Za inverze standardnim postupkom dobivamo:
(fi],)7': (1,5) — I dana je s

(fi] )7 (z) = — Archa,

(f2‘<175>)_1: (2,6) — (1,5) dana je s

(o) ) =21,
i (f3’<276>)*1: (0,logy 6 — 1) — (2,6) dana je s

(5] ) () = 2252
Konatno je (f|,)7': (0,log,6 — 1) — I,

(17 @) = ()™ 0 el )™ 0 Ul ) ™) (@) = — Arch (2741 — 1)

Primijetimo da f nije definirana u tocki x = — Arch 5, pa interval I ne moZzemo prosiriti slijeva.
Oznacimo J = (— Arch 5,0] D I. Iz istih razloga kao pod (a), fi je injekcija na J, fo je injekcija na
fi(J) =[1,5) 1 f3 je injekcija na fo([1,5)) = [2,6). Dakle i f je injekcija na J. Interval J je najveci
s trazenim svojstvima jer bi eventualno daljnje proSirivanje zdesna narusilo injektivnost funkcije fi,
pa samim time i funkcije f.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 4.

(a) (2 boda) Neka je f: R — R periodi¢na funkcija s periodima 3 i 7. Dokazite da je tada f periodi¢na
i s periodom 1.

(b) (2 boda) Pokazite da za = > 0 vrijedi

(cosoln)(e*™z) = (cosoln)(z).

(c¢) (3 boda) Neka je f: R — R funkcija za koju postoji k > 0,k # 1 takav da je
f(kx) = f(z), zasvex€R.

Pronadite funkciju g: R — R koja nije periodi¢na takvu da je f o g periodi¢na s periodom 3.

Rjesengje.
(a) Neka je z € R. Tada je
fe+D) =f(z+1)+3) = flr+4) = f((z+4)+3) = f(x+7) = f(2),

pri ¢emu prva i treca jednakost vrijede jer je f periodi¢na s periodom 3, a posljednja jer je f
periodi¢na s periodom 7. Iz jednakosti koju smo dobili zaklju¢ujemo da je f periodi¢na s periodom
1.

(b) Neka je z € R. Tada je
(cosoIn)(e™x) = cos(In(e*™x)) = cos(In(e*™) + Inx) = cos(4m + Inx) = cos(Inx) = (cosoIn)(z),

pri ¢emu Cetvrta jednakost slijedi iz ¢injenice da je funkcija cos periodi¢na s periodom 27 (pa samim
time i s periodom 27 + 27 = 47).

(c) Uocimo da je uvjet iz teksta zadatka sli¢an uvjetu za periodi¢nost funkcije, ali uz bitnu razliku da
u ovom sluc¢aju imamo mnozenje umjesto zbrajanja. Otuda dolazi kljuéna ideja, a to je da funkciju
g biramo medu funkcijama koje zbrajanje prevadaju u mnozenje. Neka je g: R — R funkcija s
pravilom pridruzivanja g(z) = k%/3. Tada je za proizvoljni = € R

(fog)(z+3) = flglz +3)) = FRT2) = f(k- k) = f(k"°) = (f 0 9)(2),

pri ¢emu cCetvrta jednakost slijedi iz uvjeta iz teksta zadatka za funkciju f. Zakljucujemo da je
funkcija f o g doista periodi¢na s periodom 3.
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Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 1. (6 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije
g(z) = arccos [log, (log, (¢* + 2z — 15) +1) — 2]

Odredite sliku (prirodne domene) funkcije g.

Napomena. [a] je oznaka za najmanji cijeli broj koji nije manji od a. Npr. [1] =1, [7| =4, [-2.5] = —

Rjesenje. Odredimo uvjete za prirodnu domenu koje dobivamo iz domene funkcije arccos.

ﬂog2 (log2 ([EQ + 2z — 15) + ) W
log, (logy (z* + 2z — 15) + 1) — 2

€ [-1,1]
€
log, (log2 (m + 2z — 15) + 1) €
€
€

-
(2,1
(0, 3]
log, (2° + 2z — 15) +1 € (1, §]
log, (z° +2x—15) (0,7]
(1

22 4+2x—15¢€

Y

,128]

Uoc¢imo da smo putem pokrili i uvjete za sve ostale funkcije. Odredivanje prirodne domene tako se svodi
na rjeSavanje sustava nejednadzbi

2?2 4+2r—15>1 i 2?42 —15< 128,

odnosno
22+ 22 —16 >0 i 2+ 2x — 143 < 0,

¢ija su rjeSenja
= <—oo, 1 \/17> U <—1 V1T, +oo> i xe[-13,11).

Zakljucujemo da je

D, = [—13, - \/1_7> U <—1 + V17, 11] .

Iz prethodnog je vidljivo kako je slika skupa D; s obzirom na preslikavanje 2 +— log, (log, (2 + 22 — 15) + 1)—
2 skup (-2, 1]. Kako je, za a € (—2,1], [a]| € {—1,0, 1}, vidimo da je

R, = {arccos(—1), arccos 0, arccos 1} = {7‘(‘, g, 0} .



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 2. (6 bodova) Zadana je funkcija f: R — R sa:

/()

Odredite f([—%,0]) i f~'([1,+00)).

Napomena. |a] je oznaka za najveci cijeli broj koji nije veéi od a. Npr. |1] =1, |7] =3, |[-2.5] = -3.

Rjesenje. Stavimo fi(x) = sinz, fo(x) =

J=/Js0fs0fs0 fao fi, paje

Dakle f([-5,0]) = {1,3}. Nadalje, imamo f~'([1,+00)) = f ' (fy ' (fs " (fi ' (f5 '([1, +-00))))))-

—sinx )7£J
2+sinx 2

-9 Larcctg(

%7 fg(.f) = arcctg:z: - 37 f4($) =

fi([=3,0]) = [-1,0]
fo([=1,0]) = [0, 1]
f3([0a 1]) = [_%’O]
fa([=7,0]) = {-1,0}
F(0.1) = {1. 1)

f5 1 ([1,+00)) = [0, +-00)

fi([0,+00)) = [0, +00)

f?jl([()? +OO>) = <_007 0]
Uoc¢imo da vrijedi '

2+sinx

< (0 ako 1 samo ako sinz > 0.

Dakle, f~1([1,400)) = Upezl2km, m + 2k7].

x|, fs(z) = 2*. Imamo
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Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(5 bodova) Dokazite da je funkcija zadana s

ch?z —7chz —8
f(x):10g3< chx — 8 )_2

injekcija na intervalu I = (— Arch 8, 0) i odredite joj inverz na tom intervalu.

(1 bod) Postoji li interval J D I takav da f i dalje bude injekcija na J? Ukoliko postoji, odredite
najveci takav interval.

Rjesenge.

(a)

Neka su funkcije f1, fo, f3 dane s
x> —Tr —8
r—8

filz) =chz,  fo(z) = f3(z) =logg x — 2.

Primijetimo da je
2 —Tr—-8 (z—8)(z+1)

fQ(I) T — 8 T — 8 x + Y x % 7
tj. fo se na svojoj prirodnoj domeni podudara s funkcijom z — z + 1. Ocito je i
f=1Js0f20f1.

Lako se dobije
A1) =(1,8), f2((1,8) =(2,9), f3((2,9)) = (logz 2 - 2,0).

Buduéi da je ocito f; injekcija na I (strogo je padajuca), fo injekcija na (1,8) (strogo je rastuca)
i f3 injekcija na (2,9) (strogo je rastuca), zaklju¢ujemo da je i f = f3 o fy o f1 injekcija na I kao
kompozicija injekcija. Za inverze standardnim postupkom dobivamo:
(fi],)7': (1,8) — I dana je s

(fi] )7 (z) = — Archa,

(f2‘<178>)_1: (2,9) — (1,8) dana je s

(Bl ) @) =2 1,
i (f3]<279>)*1: (0,log; 2 — 2,0) — (2,9) dana je s

(sl o) () = 3772,
Konatno je (f|,)7': (logg2 —2,0) — I,

(17 @) = ()™ 0 el )™ 0 Ul ) ™) (@) = — Arch (3742 — 1)

Primijetimo da f nije definirana u tocki x = — Arch8, pa interval I ne moZzemo prosiriti slijeva.
Oznacimo J = (— Arch 8,0] D . Iz istih razloga kao pod (a), fi je injekcija na J, fo je injekcija na
fi(J) =[1,8) i f3 je injekcija na fo([1,8)) = [2,9). Dakle i f je injekcija na J. Interval J je najveci
s trazenim svojstvima jer bi eventualno daljnje proSirivanje zdesna narusilo injektivnost funkcije fi,
pa samim time i funkcije f.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 20. studenog 2017.

Zadatak 4.

(a) (2 boda) Neka je f: R — R periodi¢na funkcija s periodima 4 i 9. Dokazite da je tada f periodi¢na
i s periodom 1.

(b) (2 boda) Pokazite da za = > 0 vrijedi

(sinoln)(e*™z) = (sinoln)(z).

(c¢) (3 boda) Neka je f: R — R funkcija za koju postoji k > 0,k # 1 takav da je
f(kx) = f(z), zasvex€R.

Pronadite funkciju g: R — R koja nije periodi¢na takvu da je f o g periodi¢na s periodom 2.

Rjesengje.
(a) Neka je z € R. Tada je
fe+D) =f(z+1)+4) = fx+5) = f((z+5) +4) = f(x+9) = f(2),

pri ¢emu prva i treca jednakost vrijede jer je f periodi¢na s periodom 4, a posljednja jer je f
periodi¢na s periodom 9. Iz jednakosti koju smo dobili zaklju¢ujemo da je f periodi¢na s periodom
1.

(b) Neka je z € R. Tada je
(sinoln)(e*™z) = sin(In(e*"z)) = sin(In(e*™) + Inz) = sin(4r + Inx) = sin(Inz) = (sin o In)(x),

pri ¢emu Cetvrta jednakost slijedi iz ¢injenice da je funkcija sin periodi¢na s periodom 27 (pa samim
time i s periodom 27 + 27 = 47).

(c) Uocimo da je uvjet iz teksta zadatka slican uvjetu za periodi¢nost funkcije, ali uz bitnu razliku da
u ovom sluc¢aju imamo mnozenje umjesto zbrajanja. Otuda dolazi kljuéna ideja, a to je da funkciju
g biramo medu funkcijama koje zbrajanje prevadaju u mnozenje. Neka je g: R — R funkcija s
pravilom pridruzivanja g(z) = k%/2. Tada je za proizvoljni = € R

(fog)(z+2) = flglz +2)) = FR22) = f(k- k%) = f(k"2) = (f 0 9)(2),

pri ¢emu cetvrta jednakost slijedi iz uvjeta iz teksta zadatka za funkciju f. Zaklju¢ujemo da je
funkcija f o g doista periodi¢na s periodom 2.
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