Poglavlje 2

Vektorski prostori

DEFINICIJA 2.1. Ako su na skupu V' # ) definirane operacije + : V x V — V|

svojstvima

1) Va,beVa+beV,

2) (a+b)+c=a+(b+c),Va,bceV,
3) 0eVtd a+0=0+a=a,VacV,

4) YVa €V I(—a) eV td. a+ (—a) = —a+a=0,

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) a+b=">b+a,Va,beV,

(6) Vo€ F,Va eV, aa €V,

(7) a(Ba) = (aB)a, Va,B € F,Va eV,

8) (a+B)a=aa+ fa,Va,B € F, Va eV,

(9) a(a+0b) = aa+ ab, Va € F,Va,be V,
)

(10) 1-a=a,Va eV,

- FxV —V sa

kazemo da je (V,+, ) realni (F = R), odnosno kompleksni (F = C) vektorski prostor.

NAPOMENA 2.2. U svakom vektorskom prostoru jos vrijedi
ar=0<a=0iiz=0
(—)z = a(—z) = —(ax)

(o — B)xr = ax — Pz

a

o

C

)
)
)
d) a(z —y) = az —ay

PRIMJER 2.3 (Standardni primjeri).

a) V2(0) i V3(O) su vektorski prostori nad R s obzirom na zbrajanje radijvektora i mnoZenje radij-

vektora skalarom kako smo prethodno definirali.

b) Sami skupovi R i C uz uobi¢ajeno zbrajanje brojeva i mnozenje skalarom po koordinatama.
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22 POGLAVLJE 2. VEKTORSKI PROSTORI

ZADATAK 2.1. Dokazite da je V = {(z,y) : © > 0,y > 0} realni vektorski prostor uz operacije
(T1,91) + (22,92) = (1122, y192),  a(z,y) = (2%, ¥%).

RJESENJE Moramo pokazati da vrijede svojstva (1)—(10) iz Definicije 2.1.

(1) Vrijedi jer jezy >0zax >01iy > 0.

(2)

((T1, 1) + (22,92)) + (23,93) = (2172, Y112) + (23,93) = ((T122)73, (Y192)Y3)
= (z1(z223), Y1 (y2y3)) = (71, 41) + (2223, Y2y3)
= (z1, 1) + ((z2,92) + (23,93))

(3) Neutralni element za zbrajanje je (1,1).

(4) Aditivni inverz elementa (x,y) je <%, i)
(5) Komutativnost ocito vrijedi.

(6) Zasvakia € Riz >0 jez* > 0.

(7) Za o, B E€R (2,y) € V imamo
a(B(a,y) = a((«%¢") = ((=")", (4")") = (@*,4°%) = (aB) (z,y).
(8) Zaa,f €Ri (z,y) € V imamo
(@ + B)(x,y) = (2°77,y°7) = (a2, y*y’) = (2%, y°) + (2°,9°) = ala,y) + B(x,y).
(9) Zaa € Ri (z1,), (2,2) € V imamo

a((z1,y1) + (T2, 92)) = alr129, y192) = ((2172)7 , (Y192)”) = (225, y{yS)
= (o7, y7) + (25, y3) = a(z,y1) + a(w2, y2).

(10) Za svaki (z,y) € V vrijedi
l- (l’,y) = (IL‘l,yl) - (I’,y)

ZADATAK 2.2. Provjerite da je M,,,(F) vektorski prostor.

ZADATAK 2.3. Provjerite da je C" vektorski prostor nad R uz standardno definirane operacije. Oz-
naka: Cg.

ZADATAK 2.4. U R? ostavimo standardno zbrajanje i uvedemo novo mnozenje skalarom formulom
a(x,y) = (az,y). Je li to vektorski prostor?
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RJESENJE Ne. Prvi od aksioma koji ovdje nije zadovoljen je distributivnost u odnosu na skalarni
faktor. Moralo bi biti (a + f)v = av + v, Ya, 5, v, odnosno

((a+B)z,y) = (az,y) + (Bz,y) = (ax + Bz, 2y), Vo,f,z,y.
Cim je y # 0 gornja jednakost ne vrijedi.

ZADATAK 2.5. Neka je V = RRF skup svih realnih funkcija realne varijable. V je realan vektorski
prostor ako definiramo operacije “po tockama’

(f+9)@) = (1) +
(f)(t) = a- f(t).

Provjerite!

ZADATAK 2.6. Dokazite da svaki vektorski prostor V' # {0} sadrzi beskona¢no mnogo vektora (ovo
nije tono nad kona¢nim poljima).
RJESENJE Uzmimo x # 0. Sada a # 3 povlaci da je ax # [x. Zaista,

ar=0r = ar—fr=0 = (a—P)r=0 = a—F=0
Sto je kontradikcija.

DZ 2.1. Neka je V' skup svih (beskona¢nih) nizova realnih brojeva. Definirajmo

(a17a2,(13, .. ) + (bl, b2, bg, .. ) = (a1 + bl,CLQ —I— bg,a3 —f- bg, .. .), (23)
alay,ag, as, . ..) = (aay, aas, aag, . ..), «o€R. 2.4)

(a) Provjerite je li V' realan vektorski prostor.

(b) Neka je A C V skup svih aritmetickih nizova. Je li A realan vektorski prostor uz iste operacije?
(c) Neka je G C V skup svih geometrijskih nizova. Je li G realan vektorski prostor uz iste operacije?
RJESENJE

(a)

(b) DA

(¢) NE, npr. (1,2,4,8,...)+(1,1,1,1,...) = (2,3,5,9,...) ¢ G.

DZ 2.2. Provjerite da je M,,,(C)g realan vektorski prostor.

2.1 Linearna nezavisnost

DEFINICIJA 2.4. Skup S = {1, ..., 2%} u vektorskom prostoru V' je linearno nezavisan ako vrijedi

k
ay,...,op €F, E%‘%’ZO = a;=...=q,=0.
i=1

U protivnom se kaze da je skup linearno zavisan.
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CINJENICE 2.5. (a) Skup S je zavisan ako postoje o; € IF, ne svi jednaki 0, takvi da je Zle a;z; = 0.
(b) Svaki skup koji sadrzi 0 je zavisan.
(¢) {z} je nezavisan ako i samo ako je x # 0.

(d) Podskup nezavisnog skupa je nezavisan. Nadskup zavisnog je zavisan. (Ovo sluzi kao temelj
definicije nezavisnosti za beskonacne skupove: kaze se da je beskonacan skup nezavisan ako je
svaki njegov konacan podskup nezavisan.)

(e) Nezavisnost/zavisnost ne ovisi o poretku vektora.

(f) Niti jedan vektor osim 0 sam po sebi ne uzrokuje nezavisnost ili zavisnost skupa ¢iji je ¢lan.
Primjer: {4, j}, {7, 2i}.

(g) Dva nekolinearna vektora {@,b} bilo u V2(0), bilo u V3(0), ¢ne nezavisan skup. Isto za tri
nekomplanarna vektora u V3(0).

(h) Skup S = {x1,...,2,} je zavisan ako i samo ako postoji bar jedan element iz S koji je linearna
kombinacija preostalih. Ako je S zavisan i x; # 0 (i pritom S smatramo uredenim), onda postoji
bar jedan element iz S koji je linearna kombinacija svojih prethodnika u S.

ZADATAK 2.7. Provjerite da je skup {ey,...,e,} nezavisan i u R", i u C".
RJIESENJE

(a) po definiciji.

(b) uwoc¢imo da zaklju¢ak dobivamo “napamet” iz (h).

ZADATAK 2.8. Ispitajte nezavisnost skupa {ai,as, a3} u R?® ako je a; = (1,0,1), ay = (1,2,1),
az = (1, —2, 1)
RJIESENJE

ZADATAK 2.9. Provjerite da je skup {1,¢,12,...,t"} nezavisan u P,.
RJESENJE Direktno iz (h).

ZADATAK 2.10. Neka su a, b # 0 proizvoljni vektori iz vektorskog prostora V. Tada je {a,b} zavisan
ako i samo ako je b = aa, za neki a € F.

RJESENJE To je upravo (h).

ZADATAK 2.11. Jesu li vektori (1,0,0), (z,0,0) nezavisni u C3? A u C3?

ZADATAK 2.12. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na kompleksne brojeve x i y tako da je skup
{(1,2),(2,y)} zavisan u C2.

RJESENJE y = 2x

ZADATAK 2.13. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na kompleksne brojeve x,y, z tako da je skup
{(1,2,2%),(1,y,9%), (1, 2,2%)} zavisan u C.

DZ 2.3. Provjerite jesu li sljede¢i skupovi linearno nezavisni:
(@) {Eij:i=1,....,m,j=1,....,n} u M.

(b) {(1,9,7),(2,1,1),(~1,8,6)} u R,
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(
(h) {sin*z, 3, cos’z} u RE.

(i) {e®, 2% sinz} u R¥.

DZ 2.4. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na vektor v € R?* tako da skup {ey, 5, e3,v} bude linearno
nezavisan.

RJESENJE v = (x1, %9, %3, 14), T4 # 0. O
DZ 2.5. Neka je {x,y} linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru V. Neka su «, 3,7, € F.

Odredite nuzan i dovoljan uvjet da skup {az + By, vz + dy} bude nezavisan.

RJESENJE Analizirajmo zavisnost. Prva moguc¢nost je ax 4+ Sy = 0 odakle slijedi da je a = 5 = 0.
Druga mogucnost je vx + dy = M ax + By). Slijedi da je v = Aa, § = AB. Obje moguénosti mogu se
iskazati uvjetom ad — v = 0. To je dakle nuzan uvjet zavisnosti. Vidi se da je i dovoljan. [l

DZ 2.6. Neka je skup {z,y, 2z} linearno nezavisan u V. Kakav je {z + y,y + 2,z + x}?
RIJESENJE

alz+y)+By+z2)+vz+2)=0 = (a+y)r+(a+B8)y+(B+7v)z=0 =

a+v=0
a+pB=0
B+v=0
Rjesenje sustava je « = f = v = 0 pa je dani skup linearno nezavisan. 0

2.2 Sustav izvodnica
DEFINICIJA 2.6. Skup S C V je sustav izvodnica za V' ako vrijedi [S] = V. Kako je
k
[S] = {Zaixi co; €F oo e S ke N} ,
i=1

ovo znaci da se svaki vektor iz V' moze zapisati kao linearna kombinacija vektora iz S.

CINJENICE 2.7. (a) Nadskup sustava izvodnica je opet sustav izvodnica (skup generatora).
(b) Trivijalno je [V] = V; umijece je nac¢i ¢&im manji skup izvodnica.
(c) Primjer: dva nekolinearna vektora u V?(0), tri nekomplanarna vektora u V3(O).

(d) Primjer: {ey,...,e,} za R (isto za C").
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(e) Ako je S sustav izvodnica za V' i ako se neki vektor iz S moze prikazati kao linearna kombinacija
ostalih ¢lanova iz S, onda je i S\ {x} sustav izvodnica za V.

(f) Biti sustav izvodnica za V nije ni u kakvoj uzro¢no posljedi¢noj vezi s linearnom nezavis-
noséu/zavisnoséu.
Primjer: tri vektora u V2(0), dva nekolinearna vektora u V3(0O).

(g) Po definiciji kazemo da je V kona¢nodimenzionalan ako postoji bar jedan konacan sustav

izvodnica za V. Nasi standardni primjer su takvi, uo¢imo da P nije (nije niti RN, niti R®). Jos
uoc¢imo da je i {0} kona¢nodimenzionalan na trivijalan nacin.

2.3 Baza

DEFINICIJA 2.8. (Konacan) linearno nezavisan sustav izvodnica naziva se baza.
CINJENICE 2.9.

(h) Svaki kona¢nodimenzionalan prostor osim {0} ima (kona¢nu) bazu.
(i

) Baza nije jedinstvena; primjer: svaka dva nekolinearna vektora u V2(O) €ine bazu.
(j) Sve baze za V' su jednakobrojne. Taj broj nazivamo dimenzija prostora V, oznaka: dim V.
)

(k) Ako je B = {by,...,b,} bilo koja baza za V, onda svaki vektor v € V' ima (zasto?) jedinstven

(zasto?) prikaz u obliku v = Y"1 | \;b;.
(1) Svaki konac¢an sustav izvodnica za V' moze se reducirati do baze.

(m) Svaki linearno nezavisan skup u V' moze se nadopuniti do baze (Primjer: dva nekolinearna

vektora u V3(0)).
(n) Neka je n =dimV.

Linearno nezavisni skupovi u V' imaju < n elemenata. Linearno nezavisan skup od n elemenata
je nuzno baza.

Sustavi izvodnica za V' imaju > n elemenata. Sustav izvodnica od n elemenata je nuzno baza.

ZADATAK 2.14. {eq,...,e,} je baza za R", takoder i za C".

ZADATAK 2.15. {1,t,...,t"} je baza za P,.

ZADATAK 2.16. {(1,1),(2,1)} je baza za R%. Provjerite.

ZADATAK 2.17. {(1,1,8),(1,1,2),(1,0,1)} je baza za R3. Provjerite.

ZADATAK 2.18. {(1,1,1),(1,1,0),(1,—1,0)} je baza za R3. PrikaZite u njoj proizvoljni v € R3.
RJESENJE

1 1 1 1
v = (21,22,23) = x3(1,1,1) + §$1+§$2—$3 (1,1,0) + 5951—51102 (1,-1,0).

ZADATAK 2.19. Zasto je kanonska baza kanonska?

ZADATAK 2.20. {(1,0),(0,1)} nije baza za C3%. {(1,0),(0,1),(:,0),(0,7)} je baza za C%. Dakle,
dim C% = 4.
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DZ 2.7. Provjerite da je {E;; :i=1,...,m,j =1,...,n} baza za M,,,. Zasto je kanonska?
DZ 2.8. Je li skup {(1,1,0),(1,0,0)} nezavisan/sustav izvodnica/baza za R3? Isto pitanje za skup
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0),(1,-1,1)}.
DZ 2.9. Provjerite da je {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} baza za R* i prikaZite u njoj
proizvoljan vektor v € R*.
DZ 2.10. Nadite jednu bazu i dimenziju za C§.
DZ 2.11. Nadite bazu i dimenziju za A, prostor aritmetickih nizova.
RJESENJE
(a,a+da+2d,...)=a(l,1,1,...)+d(0,1,2,...).

O
DZ 2.12. Neka je {a,b} baza za V (dakle, dimV = 2). Uz koji uvjet na ¢ € V ¢e i skup {a, c} biti
baza za V7
RJESENJE {a,c} je baza ako i samo ako taj skup nije linearno zavisan, a to vrijedi ako i samo ako
je ¢ # Aa. 1z ¢ = aa + b slijedi da je {a, c} baza ako i samo ako je 8 # 0.
Ili
¢ = aa + (b, za neke a, B € F. Ako je f = 0, onda je {a, fa} zavisan skup. Dakle, 8 # 0 je nuzan
uvjet. Je li i dovoljan?
Alaa+ pb)+Ba=0 = (a¢A+B)a+pAb=0 = aA+B=0,A=0 = A=B=0.
Dakle, to je i dovoljan uvjet. U
DZ 2.13. Isto pitanje kao prethodno za bazu {b1,...,b,} i skup {by,...,b,_1,c}.
RJESENJE Nuzan i dovoljan uvjet je da je 7, # 0, gdje je ¢ = > | vibi. O
DZ 2.14. Neka je B = {by,...,b,} baza za V i definirajmo b,,1 = —b; — by — ... — b,. Dokazite da
se svaki vektor v € V moze, i to na jedinstven nacin, prikazati u obliku v = Z?jll Aib;, pri ¢emu je
Z?:ll Ai = 0.
RJESENJE Neka je v € V proizvoljan, v =Y, a;b;. Uocimo da je V3 € F

v = Z ;b + Bbpy1 — Bbpy1 = Z(Oéi + B)bi + By
i=1 i=1

pa se v moze prikazati pomocu vektora by, ..., b, 1, ali bez dodatnog uvjeta, na beskona¢no mnogo
nacina.
Sada zelimo rijesiti jednadzbu Y7, (a; + )+ = 0 po . O¢ito je jedino rjeSenje f = ——=5 3", a;.

O

ZADATAK 2.21. Skup {(1,1,0)} nadopuniti do baze prostora R3.

RJESENJE Gledamo {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (dodali smo kanonsku bazu po¢etnom skupu).
Jedna nadopuna je {a, e, e3}. Uocimo nejedinstvenost: drugo moguce rjesenje je {a, ez, e3}. O

. 1 2 11
DZ 2.15. Nadopunite {(0 O> , (0 0)} do baze od Ms.

DZ 2.16. Nadopunite {(1,1,1,1),(1,—1,—1,—1)} do baze za R*.
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2.4 Potprostor

DEFINICIJA 2.10. M C V je potprostor od V', oznaka M < V', ako je M i sam vektorski prostor s
naslijedenim operacijama.

CINJENICE 2.11. (a) Trivijalni potprostori su {0} i V. Uvijek jeza M <V, dim M < dim V.

(b) M <V,dimM =dimV & M =V.

(¢) Za M C V vrijedi M <V ako i samo ako je ax + By € M, Vo, € F, Vx,y € M, ako i samo
akorx+ye M, Ve,ye Miar e M, Va € F.
Uvijek je 0 € M.

(d) M17M2§V2>M1HM2§V.

ZADATAK 2.22. Pokazite da je M = {(x1, %9, 73) : 1 — 22 + 23 = 0} potprostor od R3, nadite mu
bazu i dimenziju.

RJIESENJE
reM = x=(r1,19,23) = (21,21 + x3,23) = (1, 21,0) + (0,23, 23) = 21(1,1,0) + 23(0, 1, 1).
Vektori (1,1,0),(0,1,1) o¢ito pripadaju M, razapinju ga i nezavisni su. Dakle, dim M = 2.

ZADATAK 2.23. M = {(x1, 22, 73,74) ER* : 11 — 29 = 0,21 + 2o — 224 = 0}.
RJESENJE

1
reM = x=(11,13,x3x4) = (351,331,%3, 5(951 +332)) =21(1,1,0,1) + 25(0,0,1,0).

ZADATAK 2.24. Neka je U skup svih gornjetrokutastih matrica u M, (R) (ili M,,(C)).

aj;p ai2 ... Qi

0 a99 ... Qip . .
A=(a;;)elU & A=]| . o ) & a; =0, Vi<y.

0 0 ... ap

Pokazite da je U < M, i nadite mu jednu bazu i dimenziju.
RIESENJE dimU =1+2+...+n=1in(n+1).

ZADATAK 2.25. Za matricu A € M,, A = (a;;) definiramo transponiranu matricu A" = (b;;)
formulom b;; = aj;, Vi, j.

U M, definiramo S = {A € My : A' = A}, L = {A € M, : A" = — A}. Provjerite da su to potprostori
od M, i nadite im po jednu bazu i dimenziju.

RJESENJE Najprije opéenito pokazati da vrijedi («A + BB)" = a At + B!, Vo, € F, A,B € M,.
Sada je jasno da je S, L < Ms.

AcS & A:(‘C‘ Z):(Z ;) = dimS = 3.

Acl & A:(Z 2):-(‘5 2) = dimL=1.
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ZADATAK 2.26. Je li M = {(21, z3) € C? : z; — 2z = 0} potprostor od C??

RJESENJE Neka su a, 8 € C, z = (z1,22),y = (y1,42) € M. Sada je ax + By = (ax; + By, axy +
By2) € M ako i samo ako je

axy + Byr — 20y + Bys = axy — 2033 + Py — 2672 = 0,
a to opcenito ne vrijedi. Konkretno, nije problem u zbrajanju, ve¢ u mnozenju skalarom. Na primjer,

r=02+2i,1—i)eM,alii-o=(-2+2i,14+1) ¢ M.
Sada primjetimo da gornji racun pokazuje da sve $tima ako su a, 3 € R. Dakle, M < C3. Jos vrijedi

v=_(21,20) EM & v= (114 1y, T2+ iy2), 2(xe — iy2) = 1 + iy,

tj. 2x9 = x1, —2y2 = ¥y1, a to vrijedi ako i samo ako je
B L 1 1 B ] 1 n o1
v=1T1 Z?/1,2931 Z2y1 =T 9 Y| 5]

ZADATAK 2.27. U R?* su dani vektori a; = (1,1,2,2), by = (1,0,0,1), as = (2,1,2,3), by = (0,1,2,1).
Neka je My = [{a1,b1}], My = [{az, bo}]. Dokazite da je My = M.

RJESENJE Jasno je da zapravo imamo baze za My, Ms. Zato je dim M; = dim My = 2 pa je dovoljno
vidjeti da je My € M, (ili My C M;). Dovoljno je, dalje, vidjeti as, by € M jer M; kao vektorski
prostor tada mora sadrzavati i sve njihove linearne kombinacije. Sada se racuna as, = a; + by,
b2 = a; — bl-

ZADATAK 2.28. Presjek bilo koje mnozine potprostora od V' je opet potprostor od V.

ZADATAK 2.29. Za S C V vrijedi [S] = (gcp<v M. Specijalno, uvijek je [S] < V.

DZ 2.17. Koji od navedenih skupova su potprostori od R"? Za one koji jesu nadite po jednu bazu i
dimenziju.

A={(x1,...,2,) : x; € Z,Vi}
B {<$1a"'7xn) ‘X1 = 2:172}

TlyenoyXp) i X =Ty = ... =To; = ...}

DZ 2.18. Neka su ay,...,a,,8 € R. Koje uvjete moraju zadovoljavati ovi brojevi da bi skup
M ={(z1,...,2,) : Y iy ayz; = B} bio potprostor?

DZ 2.19. M = {(xy, 72, 23,04) € R* : 2y — 29 + 23 + 24 = 0,21 — 205 — 24 = 0} < R% Baza i
dimenzija?

D7 2.20. Neka je L skup svih donjetrokutastih matrica u M,- Dokazite da je to potprostor od M,
nadite mu jednu bazu i dimenziju.
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D7 2.21. Neka je D skup dijagonalnih matrica u M,,. Isto kao gore.
DZ 2.22. Dokazite dasu X = {A e M, : A=A} 1Y ={A e M, : A = —A} potprostori od M,,

nadite im po jednu bazu i dimenziju.

DZ 2.23. M = {p € P53 : p(5) = 0} < P3. Baza i dimenzija?

DZ 2.24. Neka u V vrijedi  + y + z = 0. Dokazite da je [{z,y}] = [{y, z}].

DZ 225 M ={(x1,...,2,) 101 — Ty =2o — T3 = ... = Tp_1 — Ty = T, — 21} C R™. Dokazite da je
M < R", nadite mu neku bazu i nadopunite je do baze za R".

DZ 2.26. Neka je M <V, M # {0}, V. Pokazite da postoji baza za V' ¢iji niti jedan ¢lan ne lezi u
M. Uputa: pokusajte zamisliti/konstruirati bazu za V3(O) &iji niti jedan ¢lan ne lezi u xy-ravnini.

RJESENJE Neka je {aq,...,a;} jedna baza za M, pri ¢emu je 1 < k < n = dim V. Nadopunimo je
do baze {ai,...,ax, axs1,...,a,} za V i gledamo skup {a; + a,,...ar + an, agy1,-..,a,}. Lako se
vidi da je nezavisan i kako sadrzi to¢no n elemenata, on je baza za V.

Uoc¢imo da nijedan od vektora aji1,...,a, ne lezi u M (jer bi tada skup {ai, ..., ax, Gxs1,...,a,}
bio zavisan). Takoder, nijedan od vektora a; + a,, ..., a; + a, ne lezi u M.

Pouka zadatka je da ne mozemo a prior: ra¢unati na to da ¢e baza za V' u sebi sadrzavati bazu za
M. No, to mozemo postic¢i ako krenemo od baze za M pa je nadopunimo do baze za V.

2.5 Suma i presjek potprostora

DEFINICIJA 2.12. Za L, M < V definira se suma potprostora L i M kao L+ M = [L U M]. Kazemo
da je suma direktna ako je LN M = {0} i tada pisemo L + M.

CINJENICE 2.13.

(a) L+ M ={a+b:ae L,be M}. Rastav x = a + b svih vektora z € L + M je jedinstven ako i
samo ako je suma direktna.

(b) dim L + M = dim L + dim M — dim L N M.
(c) Ako je L+ M =V, kaZe se da je M direktan komplement za L (i obratno).

ZADATAK 2.30. Gornjetrokutaste U i donjetrokutaste L matrice u Ms. Pokazati da je U + L = My,
demonstrirati nejedinstvenost dekompozicije.

D7 2.27. Isto u M,,.

ZADATAK 2.31. Simetricne X i antisimetricne Y matrice u M,. Pokazati da je X +Y = M.
Posljedica: svaka kvadratna matrica se na jedinstven nacin moze prikazati kao zbroj jedne simetri¢ne
i jedne antisimetri¢ne matrice.

D7 2.28. Isto u M,,.

ZADATAK 2.32. Za M = {(x1,x9,23,24) : 1 — x3 — x4 = 0,29 — x3 + 224 = 0} provjeriti da je
potprostor i na¢i mu neki direktan komplement.

RJESENJE Vrijedi da je x € M ako i samo ako je
Tr = (xlu 1'2,.773,&34) = (1'3 + T4, T3 — 21’4,%3,374) = .ng(l, 17 17 O) + .CE4(1, _27 07 1)
Dakle je {(1,1,1,0),(1,—2,0,1)} jedna baza za M, sad je treba dopuniti do baze za R*:

(1,1,1,0),(1,-2,0,1), ey, €2, 5, eq4

(. S/ J/
-~

=:a

~
=:b
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Ocitosu{a,b,e1}1{a,b, e, e2} nezavisni i zato mozemo uzeti L = [{ey, e2}] kao direktni komplement.

Opcenito komplement dobijemo kao linearnu ljusku onih vektora koji bazu od M nadopunjuju do
baze cijelog prostora. Jasno je da je rjeSenje nejedinstveno — vidi se iz postupka. Na primjeru V?(O)
vidimo nejedinstvenost i zorno.

NAPOMENA 2.14. Ako imamo L + M = V i ako imamo baze {ay,...,an}t 1 {b1,...,b;} za M i L,
onda je {ay,...,am,b1,...,b} baza za V. Demonstrirati!
Uoc¢imo da stvar bitno ovisi o direktnosti sume.

Uzmimo sad bazu {ay, ..., am,b1,...,b} kao gore, neka je 1 < m < dim V. Definiramo ¢; = by + ay,
.., ¢ = b+ a; i odmah vidimo da je skup {ai,...,am,c1,...,c} nezavisan, dakle i baza za V.

Prostor K = [{¢1,...,¢}] je takoder jedan direktan komplement za M. Jasno je da je K # L jer

ako bi npr. imali ¢; € L, vrijedilo bi ¢ = by + a1 = 22:1 Ajb; 1 slijedilo bi da je a1 € L pa je

a; € M N L ={0} sto je nemoguce.

Zbog nejedinstvenosti direktnog komplementa nije korektna oznaka V' = M.

Kako nalazimo bazu presjeka (i sume) potprostora?
Neka su dani potprostori M i L od V, neka su dane baze {ay,...,an}1i{b,..., b} za M i L, dakle
dim M =m, dim L = [. Skup {ay,...,amn,b1,...,b} je ocito sistem izvodnica za M + L.

e Ako je linearno nezavisan, onda je i baza za M + L pajedim M + L =m+1=dim M +dim L
pa slijedi da je dimM N L =0, tj. M NL={0}.

e Ako je zavisan (uo¢imo a; # 0), nadimo vektor koji je linearna kombinacija prethodnika; to
nije nijedan od a—ova, dakle to je neki b;,. Izbacimo ga van i ono Sto je ostalo jos uvijek je
sistem izvodnica za L + M. Postupak nastavimo.

Recimo da smo proveli takvih k koraka dok na kraju nismo dobili nezavisan skup, time i bazu
za L + M. Ocito je k < [. Ako je k = [, svi b—ovi su izbaceni i slijedi da je M + L = M, tj.
L <M.

Ostaje razmotriti slucaj £ < [. Nije smanjenje opcenitosti ako pretpostavimo da su izbaceni

bi,...,bg. Dakle, {aq,...,am,bg11,...,0} je bazaza M+ L. Sad svakiod by, ..., b kao element
od L C M + L dopusta rastav u toj bazi u obliku

m l
b, = Zozwai + Z Birbj =1e, + fr, T=1,... k.
i=1 j=k+1

Pogledajmo vektore e, ..., e,. Oc¢ito su u M N L, tvrdimo da zapravo ¢ine bazu za M N L. To

vrijedi jer jedimM NL=dimM +dimL —dimM + L =m+1— (m+ 1 — k) = k pa vidimo
da samo treba dokazati njihovu nezavisnost.

k k
Z e, =0 = Z’%«(br—fr) =0 = ’71b1+’72l)2+. . -+’7kbk+.'bk+1+.'bk+2+- ..+e-b; =0.
r=1 r=1

Slijedi da su svi koeficijenti 0, posebno v; = ... =, = 0.

ZADATAK 2.33 (ilustracija algoritma). Neka su M i L zadani svojim bazama a; = (1,0,1), as =
(1,2,1) i by = (1,0,0), by = (0,0, 1). Odrediti baze za M + L i M N L.
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RJESENJE Skup {(1,0,1),(1,2,1),(1,0,0),(0,0,1)} je zavisan jer sadrzi 4 vektora. Jasno je da je
by nezavisan s ay, as pa je {aj,as, b1} baza za M + L. Sad preostaje by prikazati u toj bazi i uzeti
mu M-komponentu.

(0,0,1) = a1(1,0,1) + a(1,2,1) + 5(1,0,0)

Dobije se a1 =1, a5 =0, 3 =—1pajel-(1,0,1)+0-(1,2,1) =(1,0,1) baza za M N L.

D7 2.29. Za M = {(x1, 2, x3,24) : 1 + T2+ 3+ 24 = 0,29 — 23+ 24 = 0} naci bazu i neki direktan
komplement.

DZ 2.30. Zadani su M, L < R*svojim bazamaa; = (1,1,1,1),a, = (1,1, —1,—-1), a3 = (1,—1,1,—1),
te by = (1,—1,—1,1), by = (2,—2,0,0), b3 = (3,—1,1,1). Nadite baze za M + Li M N L.

DZ 2.31. Neka je M = {(z1,...,2,) € R" : Y7 12, =0}, L = {(x1,...,2,) € R" : x; = 2;,Vi,j}.
Dokazite da je L direktan komplement za M i nadite jos jedan, razli¢it od L direktan komplement
za M.

RJESENJE Vrijedi da je z € M ako i samo ako je

r=(21,. .., Tp1,%n) = (T1,. .., Tp_1,—T1 — ... — Tp_1)
= 21(1,0,...,0,—1) +22(0,1,0,...,0,—1) + ...+ 2n_1(0,0,...,1,—1).

Baza za M je {(1,0,...,0,—1),(0,1,0,...,0,—=1),...,(0,0,...,1,—=1)}, dim M =n — 1.
Vrijedi da je x € L ako i samo ako je

xr= (11,29, ...,2,) = (v1,21,...,21) = x1(1,1,...,1)

paje {(1,1,...,1)} bazaza L, a dim L = 1.

Vrijedi da je L direktan komplement od M ako i samo ako je L + M = R" ako i samo ako je
L+M=R" LNM=/{0}.

Gledamo L N M. Vrijedi da je x € LN M ako i samo ako je x1 = 29 = ... =z, i y_a; = 0.
Dakle, nx; = 0 pa je xt1 = 3 = ... = x, = 0. Dobili smo da je L " M = {0}, a kako je
dim(L+ M)=dimL+dimM =n—1+1=n, onda je L+ M =R"

Primijetimo da nije bilo potrebno dokazivati obje stvari (L + M = R™, LN M = {0}). Zahvaljujuéi
tome $to znamo dimenzije, jedno povlaci drugo. Puno je lakse dokazati da je L N M = {0}.

DZ 2.32. Neka su M,L, K < V. Pokazite da je (M NL)+(MNK) C MN(L+ K). Vrijedi li
jednakost?

RJESENJE Akojex € (MNL)+(MNK), onda ima oblik z = a+b, gdjesua € MNL,be MNK.
Ocito je a+ b € M (jer su oba iz M, a M je potprostor), takoder je a +b € L + K (jer je a € L,
be K). Dakle jea+be M N (L+ K).

Jednakost opéenito ne vrijedi. Uzmimo u R* M = [(1,1)], L = [(1,0)], K = [(0,1)]. Sad je
MNL=MNK={0},dokje MN(L+K)=MNR? =M.

DZ 2.33. Neka je dimV =n, nekasu M,L <V, 1 <dim M = dim L < n. Dokazite da M i L imaju
zajednicki direktan komplement.

RJESENJE Postupimo kao kod dokaza teorema o dimenziji sume.

Neka je {ay,...,ax} baza za M N L. Nadopunimo je do baze za M i L: By = {ay,...,ax,b1,...,b.},
By ={ai,...,a,c1,...,c.}. Vrijedi da je k +r = dim M = dim L.

Sad iz dokaza spomenutog teorema znamo da je {ai,...,ax,b1,...,b.,c1,...,¢.} baza za M + L. 1
ovu bazu nadopunimo do baze cijelog prostora V: B = {ay,...,ax,b1,...,b.,C1,. ., CryU1, ..., Vs ).
Uoc¢imo da je dm M =dim L =k +r, dimV =k 4+ r +r + s pa trazeni komplement ima dimenziju
T+ S.



2.5. SUMA I PRESJEK POTPROSTORA 33

Tvrdimoda N = [{b; + ¢1,ba + ¢2,..., b, + ¢, v1, ..., vs}] ima svojstvodaje M+ N =V, L+N =V.
Jasno je da je M NN = {0} = LN N. Naime, ako je x € M N N, onda je

k r r s
i=1 1=1 =1 =1

Zbog nezavisnosti elemenata baze B slijedi o; =0, 5; =0, y; =0, §; = 0, Vi. Dakle, x = 0. Analogno
se dobije LN N = {0}.

Sli¢no se zakljuci da je {ay,...,ap, b1,...,b.,01 +¢1,..., b, + ¢ 01,..., 05} baza za V' (nezavisnost
dobijemo kao gore, a kardinalitet je pravi). Dakle, dobili smo direktan komplement za M. Argument
za L je isti.



