1 Ponavljanje linearne algebre

1.1 Vektorski prostori

Zadatak 1. U R® su dani vektori: a; = (1,2,3,4,5), as = (1,—1,1,—-1,1), a3 = (2,-1,3,1,-1),
by = (1,0,0,—6,24), by = (0,1,0,—1,10), b3 = (0,0,1,4,—13). Dokazite da vrijedi [{a1,as,as}] =
[{blaanb3}]'

Zadatak 2. Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor, L <V, L # V. Dokazite da postoji
baza od V ¢iji niti jedan element ne lezi u L.

Zadatak 3. Neka je V konac¢no-dimenzionalan vektorski prostor i neka su L, M < V. Dokazite: Postoji
zajednicki direktni komplement od L i M ako i samo ako vrijedi dim L = dim M.

Definicija. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K, L < V. Na V zadajemo relaciju ekvivalencije

de
~:zaxz,yeV,x ~y 2 y € L. Klasa ekvivalencije koja sadrzi = je T = {x + 2z : z€ L}.

Skup svih klasa ekvivalencije (kvocijentni skup) oznacavamo V/L. Za z,y € V, a € K definiramo:
(x+L)+(y+L):=(x+y)+Lialx+L):=ax+ L. Uz gornje operacije V' /L je vektorski prostor nad
poljem K kojeg nazivamo kvocijentni prostor prostora V po potprostoru L.

Napomena. Ako je {ej,...,e,} baza nekog direktnog komplementa potprostora L u V', onda je
{ex +L,... e, + L} baza za V /L. Specijalno, ako je V kona¢no-dimenzionalan, onda vrijedi dim V'/L =
dimV — dim L.

Zadatak 4. NekajeV = R* (nad R)ineka je potprostor L < V razapet vektorima: a; = (1,—1,0,0),ay =
(0,1,-1,0),a3 = (0,0,1,—1),a4 = (1,0,0,—1). Odredite dim V' /L i nadite neku bazu od V /L.

RJESENJE: dim L = 3, baza {(1,0,0,0) + L}.

Zadatak 5. [* = skup svih ogranic¢enih nizova u R, ¢ = skup svih konvergentnih nizova u R, ¢y = skup
svih konvergentnih nizova u R s limesom 0. Dokazite:

(a) [ je potprostor realnog vektorskog prostora RY svih nizova realnih brojeva.

(b) Skup {zx = (1,A\,A%,...,A",...) ; X € R} je linearno nezavisan u RY,

(c) ¢ je potprostor od I* (pa onda i od RY).

(d) co je potprostor od ¢ (pa onda i od [® i od RY).

(e) dimc/eg =1 (Kazemo da ¢g ima kodimeziju 1 u ¢.)

(f) Skup A svih aritmetickih nizova realnih brojeva je potprostor od RY. Nadite mu bazu i dimenziju.
1.2 Dualni prostor

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Koristimo oznaku V* := L(V,K) = vektorski prostor
(nad K) svih linearnih operatora sa V' u K (tzv. linearnih funkcionala na V).



Neka je {ei,...,e,} baza vektorskog prostora V. Baza {e},... eX} od V* definirana sa

1, zaj=i

62‘(6]‘):5@':{0 i,7€{1,2,...,n}

za j # 1
zove se dualna baza prostora V* za bazu {ey, ..., e,} prostora V. Evidentno je dim V* = dim V.
Akoje {e1, ..., e,} baza vektorskog prostora V', a g € V* neki funkcional, onda vrijednosti g(e;), . .., g(e,)
u potpunosti odreduju funkcional g. Tada matri¢ni prikaz operatora g u bazi {ey, ..., e,} izgleda ovako:

(g(e1),...,g(en)) 1to je element od K".

Zadatak 1.
(a) Pokazite da su stupci matrice <i ? %) = (€}, ¢y, ¢e4) = E' baza u R?.
(b) Funkcional g € (R?)* je u bazi E’ zadan matricom (2,1,1). Nadite matricu od g u kanonskoj bazi.
(c¢) Nadite dualnu bazu baze {€/, €, €}}.

(d) Nadite koordinate vektora z = @) u bazi E'.

- ’
Rimsensa: (b) (%, L, %), () e¥ (w1, 22, 23) = =Ly — Lag + Zus, ef¥ (w1, 02, 23) = 221 — 2o
3
7

-
e¥ (1,22, w3) = — 221 + B2y — Lug, (d)( ,

Svaki vektorski prostor W < V' se moze zadati kao linearna ljuska nekih vektora iz V', no moze se

zadati i kao skup rjeSenja homogenog sustava jednadzbi. Naime, ako je {vq,...,v,} baza vektorskog
prostora W < V, mozemo je nadopuniti do baze {vq,...,vp, Upt1,...,v,} vektorskog prostora V. Toj
bazi pridruzimo dualnu bazu {vf,... 0% 0% ... vk}, vF(v;) = 655

W={awi+...+qu | a1,...,ape K} ={zeV |, (z) = ... =vi(z) = 0}

Zadatak 2. Napisite W = [{a1, a2}], gdjejea; = (i), as = (?), kao skup rjesenja W = {z e R? | f(x) = 0}.

RIESENJE: W = {ac e R3 | 1 —z2 + 3 = 0}.

1 1 0 1
Zadatak 3. Neka je W = [{ay, a2, a3}] = R?, gdje je a; = (‘11), as = (‘11) + (8), asz = (‘f) —
2 2 1 2

0
<8) Napisite W kao skup rjesenja homogenog sustava jednadzbi.
1

RIESENJE: W = {z € ]R4| z1 +x2 =0, 7%12 — %1‘3 +xy = 0}.

Zadatak 4. Neka je dimV = n > 3 i neka su fi1, fo, f3 € V* linearno nezavisni. Kolika je dimenzija
vektorskog prostora W = {x e V' | fi(z) = fo(z) = f3(x) = 0}7

RIESENJE: dim W = n — 3.

Definicija. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor, W < V. Tada skup
Wt={feV*| f(x) =0, Yze W}

zovemo anthilator potprostora W.
Anihilator je vektorski prostor i vrijedi dim W + dim W+ = n.



Zadatak 5. Dokazite (W+)+ =~ W.

Napomena. Ako je V vektorski prostor, S € V*, tada sa SY ili S+ oznacavamo skup
ShimfueV | (feS)(flv) =)}V

i zovemo ga anihilator skupa S.
Uocite da uz takvu definiciju u prethodnom zadatku vrijedi bas jednakost (W+)* = W. Zapravo je
svejedno definiramo 1i S* na gornji nacin ili kao

St={ge V™| (VfeS)(9(f) =0)}

jer je kona¢no-dimenzionalan vektorski prostor prirodno izomorfan svom drugom dualu.
Definicija. Neka je A e L(V). Definiramo preslikavanje A": W* — V* g A'(g) = g o A.
Zadatak 6. A’ je linearan operator.
Zadatak 7. (AB)=B'A,zaB:V ->W, A: W - U.
Neka su V', W kona¢no-dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K, (e) = (ey,...,e,) baza
prostora V', (f) = (f1,..., fm) baza prostora W i Ae; = 3" «y;fi za j = 1,...,n. Matricu
f}
A(f,e) = [Ael, . ,Aen] :
fm
zovemo matricéni prikaz operatora A u paru baza (e), (f).

(Az)(f) = A(f,e) - 2(e)

Neka je V' kona¢no-dimenzionalan vektorski prostor, (e) = (eq,...,e,) 1 (¢') = (€],...,€),) baze pros-

’r n
tora V, €} = 2" Bije; za j = 1,...,n. Matricu

6.1 511 U ﬁln
52[6’1,...,6;]: = | : :
o B’nl e ﬁnn

zovemo matrica prijelaza iz baze (€) u bazu (€'). Zapravo, S = Iy(e,¢€’).

Neka su V', W konacno-dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K, (e), (¢') baze od V, (f),
(f") baze od W, S matrica prijelaza iz (e) u (¢’), T" matrica prijelaza iz (f) u (f'). Za A e L(V,W)
vrijedi

A(f,e)=T"1 A(f,e)-S.

Za vektor x € V' vrijedi

z(e) =S x(e).



Napomena. Neka su V', W konaéno-dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K, (e) baza za
V', , (%) njoj dualna baza za V*, (f) baza za W, | (f*) njoj dualna baza za W*. Za svaki A e L(V,W)
vrijedi A'(e*, f*) = A(f,e) 7. Stoga je r(A*) = r(A).

Rang linearnog operatora A € L(V,W) jednak je rangu njegove matrice A(f,e) u bilo kojem paru
baza (e), (f) vektorskih prostora V', W.

Zadatak 8. A e L(R?) ima u kanonskoj bazi (e) matricu

0

Ale) = !

_ N W
N Ot OO
_ W

W N =

Definirajmo: €| := ey, €5 := €1 + ey, €5 := €1 + ea + €3, €) 1= €1 + €2+ e3 + ey,
no.__ no.__ no.__ no.__
61 - 61, 62 . 627 63 . 647 64 «— 63.

(a) Pokazite da su (¢/) = (e}, e, €5, ¢y) i (€”) = (e}, e, €4, e}) baze od R™.
1
(b) Za vektor z = (21) odredite Az u kanonskoj bazi i u bazama (¢’) i (¢”).
-1

(c) Nadite A(e') i A(e").

-1
(d) Ako vektor y € R* u bazi (¢) ima matricu y(e) = (‘é), nadite Ay u bazama (e), (¢’), (e”).
-8

-1 -2

-2 1 0
], (Az)(e) = [—f], (Az)(e") = [:;], (©) A(e") :[ Loa *47],
1 3 4 7

—2 2

RIESENJA: (b) (Az)(e)
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], (d) (Ay)(e) = [:2?}, (Ay)(e") = [ i%], (Ay)(e") = [:ii}.

—42

A(e") = [

[N
S

1.3 Spektar, svojstveni polinom i minimalni polinom

Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K, A € L(V).

Svojstvena vrijednost operatora A je svaki A € K takav da postoji v € V'\ {0} za koji vrijedi Av = Av.
Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A nazivamo spektar operatora A i oznacavamo o(A). Dakle,

o(A) :={ eK|Ker(A—\) #{0}} ={\e K| A— A je singularan} = {\ e K | det(4 — \I) = 0}.

Za A\ € o(A) pisemo
Viei={veV | Av=XAv} =Ker(A—XNI) <V

i zovemo ga svojstveni potprostor operatora A pridruzen svojstvenoj vrijednosti \g. Njegovu dimenziju,
tj. d(A — N\oI) zovemo geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti Ag.

Karakteristicni polinom operatora A je
ka(A) :=det(A — ),

Ea(A) = (=1)" X" + (=D)" Hr(A)A" + ...+ det A.
Evidentno, Ao € 0(A) < ka(X\g) = 0.



Algebarska kratnost svojstvene vrijednosti \g € o(A) operatora A je k € N takav da je ka(N\) =
(A —Xo)¥ - p()\) za neki polinom p(\) € K[A], p(Ag) # 0. Geometrijska kratnost je manja ili jednaka od
algebarske kratnosti, 1 < gy, < ay,-

Zadatak 1. Linearni operator A € L(V') u nekoj bazi (e) od V' zadan je matricom

1 1 -1
Ale)=| -1 3 -1
-1 2 0

Nadite svojstvene vrijednosti od A te njihove algebarske i geometrijske kratnosti.

RJESENJE: o(A) = {1, 2}; algebarska kratnost od 1 je 2, od 2 je 1; geometrijska kratnost od 2 je 1, od 1 je 1.
Hamilton-Cayleyev teorem. £k4(A) = 0.

Definicija. Minimalni polinom operatora A je normirani polinom p4 € K[A] najnizeg stupnja za koji
vrijedi pa(A) = 0.

Napomena. Za polinom p € K[\] vrijedi: p(A) =0 < pa | p.

Teorem. Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K i A € L(V). Minimalni
polinom g4 i karakteristicni polinom k4 imaju iste ireducibilne normirane faktore.

Postupak za pronalazenje minimalnog polinoma. [Kurepa, str. 79.-83.]
Formiramo matrice

I A A% ... AF
A A oo A
AQQ Ce AQk

Apg

na sljedeci nacin:

A =A—=Bul, Ay = A* = Biol, ..., Ay = AF — B, ..

Ap1j = Arj — BrsrjArk, 1=k + 1,

P1x biramo tako da matrica A;; ima nulu na mjestu (1, 1).

Br+1,; biramo tako da matrica Ay ; na mjestu (ig, ji) ima nulu, pri ¢emu je (i, ji) neko mjesto na
kojem matrica Ay, ima element razli¢it od nule (ako takav postoji).

Postupak zavrsavamo kada za neki m € N dobijemo A,,,, = 0.

Zadatak 2. Za operator A € L(R?) zadan matricom

1 2 3
A= -2 0 1
1 2 -1

nadite minimalni polinom g 4.

RIESENIE: g (M) = A3 — 2X + 16.



Zadatak 3. Odredite minimalni polinom operatora A € L(C?) zadanog na kanonskoj bazi (e) od C3
matricnim prikazom

-3 1 0
Ale)=| -2 1 1
4 -2 -1

Je li operator A dijagonalizabilan?

RIESENJE: pa(A) = (A + 1)3, operator A nije dijagonalizabilan.

Zadatak 4. Neka je V' kompleksan n-dimenzionalan vektorski prostor, n > 11 neka je A e L(V) takav
da vrijedi r(A) = 1, tr(A) + det(A) = n. Nadite ka i pa.

RIESENJE: kg (A) = (=)™ A" L (A = n), pa(A) = A(X — n).

Napomena. Element A € L(V) je regularan ako i samo ako je slobodni ¢lan —p,, pripadnog minimal-
nog polinoma

pA) = N — g AN — L A — i
razli¢it od nule. U tom slucaju je
1
A_l = — (Am_1 — [LlAm_Q — ... — ,LLm_lj) .
L

Zadatak 5. Operator A je dan matricom

1 a 1 0
1 -1 0 1
A= 0O 0 10
1 b 01

Odredite parametre a i b ako je poznato da je A singularna matrica ¢ije svojstvene vrijednosti imaju
algebarsku kratnost 2.

RJESENJE: a = 0, b = —1.

Zadataka 6. Neka je A linearan operator sa spektrom {—4, —1,4,6}. Odredite sve \ € Z takve da je
operator A2 — \?] singularan.

RIESENJE:\ € {—6, —4,—1,1,4,6}

Zadatak 7. Neka je A e L(C*) (nad poljem C) zadan matricom (u nekoj bazi (f))

Odredite minimalni polinom od A, zatim odredite karakteristi¢ni polinom od A i ispitajte je li operator
A dijagonalizabilan. Nadalje, izracunajte A209% — 442007 4 442006 4

RIESENJE: pg (A) = (A — 2)2, k4 (A\) = (A — 2)%, A nije dijagonalizabilan, A2008 _ 442007 4 442006 4 1 _
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