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1 Kroneckerov teorem o gustoci

Teorem 1 (Kronecker). Neka je a iracionalan broj. Tada je niz ({na})nen gust u [0, 1].
Napomena 1. {z} = x — |x] je razlomljeni dio realnog broja z.

Primjer 1. Dokazite da niz (Ln\/ 2024J Jnen sadrzi proizvoljno dugacki geometrijski niz pro-
izvoljno velikog (pozitivnog) kvocijenta.

Rjesenje. Nekasu N, g € N proizvoljni. Pokazat ¢emo da mozemo pronaci geometruskl niz du-
ljiine N s kvocijentom ¢. Zelimo naéi prirodan broj m tako da vrijedi Lq my/2024 J =q L 2024J
za svaki k =1,2,...,N.

Iz gornjeg imamo da tada mora vrijediti

qum\/M—qk Lm 2024H = qu {m 2024H =0

1
za svaki k = 1,2,..., N. To znaci da mora biti {m\/ 2024} < —- Direktnom primjenom
q
Kroneckerovog teorema (za a = +/2024) slijedi da takav m zaista postoji i time smo dokazali
tvrdnju. []

Primjer 2. Neka je k prirodan brojia > 1 realan broj takav da je log a iracionalan. Oznacimo
s x,, broj koji dobijemo do prvih k znamenki broja [a"] (npr. za k =21ia = 2 je 19 = 10).
Dokazite da niz (z,),en nikad ne postane periodican od nekog mjesta nadalje.

Rjesenje. Izvedimo najprije formulu kako za prirodni broj N = @jas ... agags1---a; dobiti
broj koji se sastoji od k prvih znamenaka, tj. broj ajas ... a;. Uocimo da je

_— N N k—1+{log N
a1az ... ak = LOH@J = LOUogNJHkJ = UO Hlos }J .

Iz gornjeg slijedi da je tada x,, = |10k~ 1F{osle" ]} |,
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Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (z,),en eventualno postane periodican. Tada postoji
period T" € N i ng € N tako da vrijedi z,.7 = x, za svaki n > ny. Pokazimo najprije
da postoji prirodan broj r takav da je x,7 > 10¥~!. Pretpostavimo da takav r ne postoji.
Tada je 2,7 = 10¥7! za svaki prirodan broj r. Koristenjem formule za z, slijedi da je

. 1
10k 1+{log o™ |} k-1 + 1, odnosno {log LGTTJ} < log (1 + W) Sada redom imamo

) > {log La”TJ} = log LCLTTJ — Uog LarTH > log (arT — 1) — Uog (aTT)J
= log (arT — 1) — log (aTT) + log (aTT) — Llog (a"T)J
= {rTloga} + log (1 - a’“LT)

Medutim gornja nejednakost ne moze vrijediti za sve prirodne brojeve r. Naime, pomocu
Kroneckerovog teorema mozemo pronaci niz brojeva (r,)nen takvih da vrijedi {r,Tloga} >

1
log (14‘@

1 1 1
1 — =. Za takve r, ¢e tada biti log (1 + W) >1— —+log (1 — =) $to ofito ne moze
n - n

vrijediti za sve prirodne brojeve n.

Neka je r prirodan broj tako da vrijedi z,7 > 10¥~!. Tada zbog periodi¢nosti slijedi
xnr > 10%71 za sve prirodne brojeve n > r. Iz formule za z,, dobivamo da je tada lOk*H{log L7 ]} >

1
10¥=! + 1, odnosno da je {log La”TJ} > log (1 + W) Iz gornjeg slijedi da je

log (1 + 101_1) <log [a""| — |log [a™"]| <loga™ — |loga™ | = {nTloga}

za svaki prirodan broj n > r. Medutim to je u kontradikciji s Kroneckerovim teoremom jer u
tom slucaju niz ({nT loga}),en nije gust. O

Primjer 3. Neka je r € (0,1). Oznacimo sa S(r) skup svih prirodnih brojeva n za koje
interval (nr, (n 4+ 1)r) sadrzi tocno jedan prirodan broj. Dokazite da je r iracionalan ako i
samo ako za svaki prirodan broj M u skupu S(r) postoji potpun sustav ostataka modulo M.

Rjesenje. Pretpostavimo da S(r) sadrzi potpun sustav ostataka modulo M za sve prirodne
brojeve M. Nadalje pretpostavimo suprotno, tj. da je r racionalan broj. Neka je N nazivnik
od 7. Uoc¢imo da tada za visekratnike n = Na broja N interval (nr, (n + 1)r) ocito ne sadrzi
prirodan broj. Dakle, S(r) ne sadrzi niti jedan visekratnik broja N pa time ne moze biti
potpun sustav ostataka modulo N sto daje kontradikciju s pocetnom pretpostavkom.

Obratno, pretpostavimo da je r iracionala. Uzmimo prirodan broj M i cijeli broj m takav
da je 0 < m < M. Zelimo naé¢i n € S(r) takav da je n = m (mod M). Da bi n bio u S(r)

k
mora postojati neki prirodan broj k takav da je nr < k < (n+ 1)r, odnosnon < — < n+ 1.
r

Promotrimo niz <E (mod M )> . Malom modifikacijom Kroneckerovog teorema slijedi
r neN
da je taj niz gust modulo M. Prema tome, znamo da postoji prirodni broj k takav da je
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k k
m < — (mod M) < m+ 1, odnosno Ms +m < — < Ms+ m + 1 za neki prirodan broj s.
r

r
Stavljanjem n = Ms + m vidimo da je to trazeni n. O]

2 Weylov teorem o ekvidistirbuciji

Teorem 2 (Weyl). Neka je (a,)nen niz brojeva iz intervala [0,1]. Sljedeée tvrdnje su ekviva-
lentne:

(i) Za sve realne brojeve 0 < a < b <1,

#{i<n:a<a <b}

lim =b—a.

n—oo

(11) Za svaku neprekidnu funkciju f : [0,1] — R,
n 1
lim Zf(ai) :/ f(z)du.
n—oo
i=1 0

(111) Za svaki prirodan broj r,

Definicija 1. Za niz brojeva (a,)nen u [0, 1] kazemo da je ekvidistribuiran ako vrijedi neka
od tvrdnji (i) - (iii).

Definicija 2. Za niz realnih brojeva (a,),en kazemo da je uniformno distribuiran modulo
1 ako je niz ({a,})nen evkidistribuiran.

Primjer 4. Neka je a iracionalan broj. Dokazite da je tada niz (na),ey uniformno distribuiran
modulo 1.

Rjesenje. Dokazimo da za niz ({na}),en vrijedi uvjet (iii) iz Weylovog teorema. Neka je r
prirodan broj. Redom racunamo

2mir(n+1)a __ e2mira

n n

l 2 e27rir{ka} _ l E e27rika _ l . €

n n n e2rira —
k=1 k=1

Uoc¢imo da je

1 e27ri7“(n+1)a _ e2mira 1 9
E e2mira _ ] S E ' ’627rira _ 1‘
iz cega slijedi da pocetna sumo konvergira k 0 kada n — oc. ]



Teorem 3 (Van der Corput). Neka je (xp)nen niz realnih brojeva takav da je niz (Tp4, —
T )nen uniformno distribuiran modulo 1 za svaki prirodan broj p. Tada je niz (T, )nen takoder
uniformno distribuiran modulo 1.

Za dokaz teorema ¢emo trebati sljedeéu lemu.

Lema 4. Za sve kompleksne brojeve zy, zo, ..., z, i za sve prirodne brojeve h € {1,2,...,n}
vrijedi sljedeéa nejednakost (uz dogovor da je z; =0 za sve i #1,2,...,n)

h—1 n—r n
2 ZRe (Z Zi+7~2’_i> + hz |Zz|2] )
=1 i=1

r=1

n 2

>

=1

h? <(n+h-1)

Dokaz teorema[3. Zelimo pokazati da za niz (2,)nen zadovoljava uviet (i) iz Weylovog te-
orema. Fiksirajmo prirodan broj r. Uzmimo proizvoljan € > 0. Stavimo z; = €*™%i i neka je
h = h(e) prirodni broj kojeg ¢emo kasnije definirati.

Primjenom Leme [4| na gornje 2y, 29, ..., 2, 1 h slijedi
n 2 h—1 n—i
1 1 n + h o
EZZ]' < 2 [22 —i)Re (Z Zi_t'_jzz‘) + nh
j=1 i=1 j=1
Ocjenimo sada realni dio koji se javlja u gornjoj sumi
Re (Z Zi+jz_j) — Re (Z eQﬂiT($i+j$j)> < Z eQﬂ'iT(ﬁiJ’»‘j*m]’) )
j=1 j=1 j=1

Iz pretpostavke teorema znamo da je niz (z,4; — Zp)neny uniformno distribuiran modulo

< ne za sve dovoljno

1. Primjenom Weylovog teorema znamo da je tada ’Z;‘:—; e2mir (Tit;—;)

velike n.

Uvrstavanjem gornje ocijene konac¢no dobivamo

2
1 & 1 n+h n+h 2(1+ he)
ﬁ;zj Sﬁ [27152 — 1) +nh — (1+h6)§T§35

. . . . . - 2

za sve dovoljno velike n, pri ¢emu prirodan broj h odaberemo tako da vrijedi h > —. O

€

Primjer 5. Neka je f € R[x] nekonstantan polinom s iracionalnim vodeéim koeficijentom.
Dokazite da je tada niz (f(n))nen uniformno distribuiran modulo 1.

Rjesenje. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po stupnju polinoma f. Baza indukcije, tj.
slucaj deg(f) = 1 se lagano provjeri tako da se pokaze svojstvo (iii) iz Weylovog teorema
(slicno kao u Primjeru 4).



Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve nekonstantne polinome s iracionalnim vodec¢im
koeficijentom i stupnja manjeg od d = deg(f). Da bi dokazali da je niz (f(n)),en uniformno
distribuiran modulo 1 prema Van der Corputovom teoremu nam je dovoljno dokazati da je
niz (f(n+p) — f(n))nen uniformno distribuiran modulo 1 za svaki prirodan broj p. Medutim,
to diretktno slijedi iz pretpostavke indukcije jer je polinom f(n + p) — f(n) stupnja (d — 1) i
takoder ima iracionalan vodedi koeficijent. m

Primjer 6. Neka je « iracionalan broj i P € Z[z] nekonstantan polinom. Dokazite da
jednadzba P(m) = |an] ima beskonacno mnogo cijelobrojnih rjesenja.

Rjesenje. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a > 0 i da je vodedi koefici-
jent od P pozitivan (u suprotnome samo zamijenimo n s —n). Promotrimo sljedece slucajeve:
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a<l
P P 1
Tada je duljina intervala < (m)’ (m) + > veca od 1 pa znamo da postoji cijeli broj
@ o
P P 1
n takav da je Plm) <n< ﬂ Prema tome imamo da je P(m) = |an|. Kako

Q o
je m bio proizvoljan prirodan broj, ovime dobivamo beskonacno mnogo cijelobrojnih
rjeSenja pocetne jednadzbe.

a>1

Pretpostaviom suprotno, tj. da pocetna jednadzba ima konacno mnogo cijelobrojnih
rjeSenja. To znaci da postoji prirodan broj M takav da za sve prirodne brojeve m > M
vrijedi P(m) ¢ A = {|an| : n € N}.

1 1
Neka je (B realan broj tako da vrijedi — + 3 =11iB = {[pn] : n € N}. Prema
«
poznatom Beattyevom teoremu o particiji znamo da skupovi A i B ¢ine particiju skupa
N. Iz gornjeg sada slijedi da je P(m) € B za sve prirodne brojeve m > M.

Prema tome, znamo da postoji niz prirodnih brojeva (n,,)m>n za koje vrijedi P(m) =

| Bnm | 1z ovog slijedi da je n,, — 1—1—1—% < % < Ny ] {%m)} € <1 — %,1>

za sve prirodne brojeve m > M.

1
Nadalje, kako je o iracionalan tada je i 5 takoder iracionalan pa polinom BP zadovoljava

p(m)

uvjete prethodnog primjera. Time imamo da je niz —) uniformno distribuiran
m

P 1
modulo 1. Medutim, to daje kontradikciju s ¢injenicom da je {%} € <1 = B, 1>

za sve prirodne brojeve m > M. Dakle, pocetna pretpostavka je bila pogresna, odnosno
jednadzba ima beskona¢no mnogo cijelobrojnih rjesenja.



3 Zadaci za domac¢u zadacéu

Za uspjesno polaganje zadace potrebno je rijesiti barem 4 od sljede¢ih 8 zadataka.
Rok predaje je 14. 7. 2024.

Zadatak 1. Dokazite Lemu [4l
Uputa: Zapisite sumu h 31 2 = St Z;:é z;—; 1 primijenite CSB.
Zadatak 2. Ispitajte konvergenciju niza (sin(n?) + sin(n?)), -

Zadatak 3. Dokazite da postoji prirodan broj n za koji broj 2" pocinje s 2024. Kolika je
gustoca tih brojeva?

Zadatak 4. Neka su 21, 29, ..., 2, proizvoljni kompleksni brojevi. Dokazite da za svakie > 0
postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva k takvih da vrijedi

e+ {2+ 2+ k| > max{lal |zl Lzl

Zadatak 5. Zaba se kreée po pozitivnom dijelu realne osi po¢evsi od ishodista i pritom moze
napraviti samo skokove za udaljenost v/2 i v/2024. Dokazite da postoji prirodan broj ng takav
da zaba moze doskakati u svaki od intervala [n,n + 1] za sve prirodne brojeve n > ny.

Zadatak 6. Neka je n prirodan broj, 0 < ay < ay, <...<a, <miby, by, ..., b, nenegativni
realni brojevi takvi da je

- 1
Zb" cos (ka;)| < —
i=1 k
za sve prirodne brojeve k. Dokazite da je tada by = by = ... = b, = 0.

Zadatak 7. Neka je (z,)neny niz brojeva u [0,1) takav da mu je barem jedno gomoiliste
iracionalno. Za brojeve 0 < a < b < 1 neka je N,(a,b) broj n-torki (aj,as,...,a,) € {£1}"
takvih da je {ajzq + aszs + ... + ayx,} € [a,b). Dokazite da je

N,
L Na(ad)

n—00 on =b—a.

Zadatak 8. Neka je x realan broj. Dokazite da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) Za svaki € > 0 postoji niz (a,)en takav da je |a, — n| < € za svaki prirodan broj n i
takav da je niz (za,)nen uniformno distribuiran modulo 1.

(b) x je transcendentalan.
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