Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1
Drugi ispitni rok 19.2.2025.

Napomene:
e Smijete koristiti sve tvrdnje s predavanja i vjezbi, kao i one iz prve zadace, ali precizno navedite
na §to se pozivate.

e Ukupan broj bodova je 24 (za prolaz je potrebno 12).

e Rezultati ¢e biti danas do kraja dana, a uvidi u petak u 12h u uredu 217.

1. (6 bodova) Dana je zadaca
{xux +yuy = —4xyu
uls = uo,
gdje su

x2

(a) Sx—osiug(x,y)=e .

x2

(b) Spravacy = 11iup(x,y) =e*.

Ukoliko je mogudée, pronadite jedno C! rjeSenje dane zadace te navedite najveéi povezan skup koji
sadrzi S na kojem je dobiveno rjesSenje definirano. U suprotnom pokazite da takvo ne postoji.

2. Nekaje Q = {xe R? : |x| < 1} (za oba podzadatka).
(a) (5 bodova) Neka je u rjeSenje rubne zadace
A <u — e|x|2> =0, naQ
{u(x) = Hj?:]xj, na 0Q.

Odredite maksimum funkcije « na Q.
(b) (4 boda) Neka je d > 3 te u rjeSenje zadace

—Au=f, naQ
u=g, na 0Q,

gdje su f, g zadane glatke funkcije. Pokazite da je

0 = f_stob)+ g (i 1) fas

3. (5 bodova) Rijesite pocetnu zadacu

uy — 4Au+ 4uty, — by, =0 na R? x (0,0)
u(xy,x2,x3,0) = e2(1+2243%)  1a R3 x {1 = 0}.

Hint: Uocite svojstvo zadanog pocetnog uvjeta da biste pretpostavili oblik rjeSenja.
4. (4 boda) Neka je u (jedinstveno) rjeSenje pocetne zadace
Uy — Au = 2t na R3 x (0,0),
u(x1,x2,x3,0) =x3 +x5+x3 naR3x {t =0},
ur(x1,%2,%3,0) = x3 +x3 +x3  naR3 x {r =0}.
Izracunajte u( 0,0,0, 2025 ).
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1.

(a)

(b)

(a)

(b)

Skica rjesenja

U ovom slu¢aju imamo da je S = y(R) gdje je y(s) = (5,0) uz up(s) = e Kako je za sve
seR
a(y(s),uo(s))-n(s) = (s,0)-(0,1) = 0,

vidio da je cijela krivulja karakteristi¢na. Ukoliko promotrimo pripadnu matricu

2
a b s 0 e7*
M(s) = = ,
(5) [7/ ui)] [1 0 —2ses2]
vidimo da je #(M(s)) = 1 jedino za s = 0. Stoga nemamo C' rjeenje na bilo kakvoj okolini
od S u ovom slucaju.

U ovom slucaju je y(s) = (s, 1) te up(s) = ¢, pa vidimo da je
a(y(s),uo(s)) -n(s) = (s,1)-(0,1) =1

za sve s € R. Dakle, nema karakteristi¢nih tocaka, te ¢emo imati rjeSenje na nekoj okolini od
S. Pripadni karakteristicni sustav je

X (t;s) =x x(0;8) =s
Y(t;s) =y ¥(05) =
Z(t;5) = —4xyz z(05s) = e’sz,

odakle slijedi

x(t,s) = se', y(t,s) =é, z(t,s) = g5 F2s(1=¢¥)

Sada za (x,y) € R x Ry (ujedno i traZena domena) imamo #(x,y) = Inyis(x,y) = § pa slijedi
) =er (-5 +250-7))
ulx,y)=exp| —— +2=-(1—y7) ).
oy

Kako je
Au = AeP = 24l + 4|x|26|x|2 >0,

vidimo da je u subharmonicka funkcija, pa ona postiZe svoj maksimum na rubu. Tamo je pak

te se jednakost postiZe npr. za x = == (1,...,1).

Vd
Kljucan dio je opravdati, odnosno odrediti vrijednost G(0,y), s obzirom da u samoj definiciji
korektora imamo sfernu inverziju koja nije definirana za 0. Ovdje je moguce odrediti taj
izraz ili istim argumentom kao u skripti za vjezbe (napravljeno za opceniti R), ili trikom
sa simetrijom Greenove funkcije; G(0,y) = G(y,0), pa problema s inverzijom vise nema.
Ostatak je konkretno raCunanje normalne derivacije od G na rubu sfere te uvrStavanje u
formulu (rjesSenja bez itijednog od gore navedenih koraka nisu nosila nikakve bodove).



3. Kako za funkcije oblika g(x) = ¢**, gdje je a € R* imamo ¢ ig& = a;g, vidimo da je dani poCetni
uvjet svojstveni vektor za sve parcijalne derivacije (pa posebno zbog linearnosti i Laplacea). Stoga
je ponovno prirodno potraziti rjeSenje u obliku u(x,7) = h(t)g(x); tada uvrStavanjem u jednadzbu
(uz a = 3(1,2,3)) imamo

Uy — 48+ A1ty — Aty = (K (1) — (4]a]* + 4y —4a3)h(1))g(x) = (K (1) — 18h(t) g (x),

odakle zbog g > 0 vidimo da je dovoljno da A rjeSava gornji ODJ, uz pocetni uvjet #(0) = 1. Stoga
je rjeSenje dano s

u(x, 1) = el8t+%(x1+2x2+3x3)‘
Alternativno, moZemo uvesti pomoénu funkciju oblika

v(x,1) = e* P!

za neke o € RY i B € R, te koeficijente namjestiti tako da v zadovoljava v; — 4Av = 0, uz novi

. 1 g s .. N .
pocetni uvjet v(x,0) = el@+3(123))x te onda rijesiti direktno traZeni problem koristeci formulu 1
konacno se vratiti u supstituciji.

4. Zahomogeni dio jednadzbe iz Kirchhoffove formule imamo

u0.0)= £ PP+ 2y ydoly) - £ 43
1

»

Za nehomogeni dio promotrimo prvo pomo¢nu zadacu

V(',-;S)—AV(',-;S> :Oa
v(+,0;5) =0,
ve(+,0;5) = 2s,

Cije je rjeSenje iz Kirchhoffove formule

v(0,1;5) = ][ 25t = 2st.
K(0,)

Prema Duhamelovom principu rjeSenje nehomogenog dijela zadace je dano s
t t 1
J v(0,t —s;5)ds = f 2s(t —s)ds = =£>.
0 0 3
Ukupno rjeSenje je tada
4
u(0,2025) = 2 -2025° +3-2025%.



