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Prvi ispitni rok 5.2.2025.

1. (8 bodova) Dana je zadaca
Uy +2uy = 2xu,
uls = uo.
Pronadite (jedno) C! rjesenje zadace, odnosno argumentirajte nepostojanje takvog, ako je

(a) S x—osiup(x,y) =x°.

(b) S pravacy = 2x1i up(x,y) = e
(c) Spravacy=2x1iup(x,y)=1.

2. (a) (4 boda) Oznatimo s Q = {x € R? : [x| < 1}. Neka je u € C* (Q) rje3enje rubne zadace

Au=0, na Q
u(xy,x;) = x% +x% —5x1xp+2, naodQ.

Odredite maksimum funkcije u na Q te sve toc¢ke u kojima se taj maksimum postiZe.

(b) (5 bodova) Neka je A € My(R) takva da za svaku harmoni¢ku funkciju u € C?(R9) vrijedi

A(uoA) = 0. Pokazite da je A oblika 1O za neki A € R i O ortogonalnu matricu.

3. (a) (3 boda) Rijesite poCetnu zadadu

u—Au=0, na R3 x (0, )
u(x1,x2,x3,0) = sin(x; +2xp +3x3), naR3 x {r =0}.

(b) (4 boda) Izvedite formulu za rjeSenje zadace

u—c*Au+b-Vu=0 naR? x (0,0)
u(,0)=g naR? x {t =0},

gdje je c e R\ {0}, b € RY\ {0} i g € C(RY).

4. (4 boda) Rijesite poCetnu zadadu

Uy —Au=ée na R3 x (0,0),
u(x1,x2,%3,0) =x} —x3 naR®x {r=0},
ur(x1,x2,x3,0) =0 na R® x {t = 0}.

Napomena: Smijete koristiti sve tvrdnje s predavanja i vjezbi, kao 1 one iz prve zadace, ali precizno

navedite na Sto se pozivate.



1.

Skica rjesenja

(a) U ovom sluaju imamo da je S = y(R) gdje je 7(s) = (s,0) uz up(s) = s2, te je za svaki s € R

a(y(s),uo(s)) -n(s) = (1,2)-(0,1) =2 #0.

Pripadni karakteristicni sustav je

/ l,S — 1 X(O’S =g
y/ I,S - 2 y(o, —
Z/(t,s 2x7 Z(O, SZ,
odakle slijedi
x(t’s):t+s7 )’([,S):Zl, Z(Z7S>:Szet(t+2s).

Kona¢no iz t(x,y) = 5 i s(x,y) = x — 5 dobivamo

u(x,y) = (x— %)2&(’“%).

(b) U ovom slucaju je y(s) = (s,2s) te up(s) = e, pa vidimo da je

a(y(s),uo(s)) -n(s) = (1,2) - (=2,1) =0

za sve s € R. Dakle, cijela krivulja je karakteristicna. Pripadna matrica
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(5) L/ uéj [1 2 2ses2]

je ranga 1 za sve s, pa je moguce pronaci beskonacno rjeSenja dane zadace. Jedno takvo
je upravo funkcija u(x,y) = e~ (moZe se dobiti i na¢inom opisanim u vjezbama, davanjem
druge krivulje koja nije karakteristi¢na i sijeCe zadanu u barem jednoj tocki s kompatibilnim
uvjetima).

(c¢) U ovom slu¢aju imamo pononvo da je cijela krivulja S karakteristi¢na, medutim matrica M(s)
ée biti ranga 2 za sve s # 0, stoga nije zadovoljen nuzan uvjet za egzistenciju C! rjeSenja dane
zadace.

(a) S obzirom da je u harmonicka funkcija, ona postiZze svoj maksimum na rubu. Takoder, kako
je Q povezan, te u o€ito nije konstanta zbog toga kako je zadana ve¢ na rubu, slijedi da su
jedine tocke u kojima moze posti¢i maksimum upravo one na rubu. Tamo se lako dobije da
je maksimum jednak % te se postiZe u to¢kama =+ (4, —@) .

(b) Kao $to je izracunato u zadatku s vjezbi, za matricu A imamo da je
0=A(ucA) =Du- (ATA).

Testiranjem ove relacije na harmoniCkim funkcijama oblika x;x; dobijemo da je matrica ATA
dijagonalna, a onda i testiranjem na harmonickim funkcijama oblika x? — x? i da je skalarna,
Sto je traZena tvrdnja.

(a) Kao Sto je izvedeno u komentarima nakon zadatka 6.1.3. u vjezbama, rjeSenje dane zadace
je dano s u(xy,x2,x3,¢) = e~ ¥ sin(xy + 2x7 + 3x3).



(b) Uvedemo pomoc¢nu funkciju oblika
v(x,1) = P

zaneke o € R? i B € R. Te koeficijente namjestimo tako da v zadovoljava v; — ¢>Av = 0, uz
novi poCetni uvjet v(x,0) = e**g te iskoristimo formulu za rjeSenje jednadZbe provodenja
topline te se vratimo natrag u u(x,) = e~ ** Py (x,1).

4. Kako je x% — x% harmonicka funkcija, nalazimo se u uvjetima 4. zadatka iz zadace, pa je rjeSenje
jednostavnije za dobiti te glasi

u(xy,xo,8) =x3 —x3+e —1—1.



