Studentska natjecanja Petar Orli¢ - Trikovi iz analize 1

TRIKOVI 1Z ANALIZE

Petar Orlié
17. ozujka 2023.

Zadatak 1. Izracunajte lim, |sin(mv/n? +n + 1)|.

).

o0

Zadatak 2. Izracunajte Z arctan(

n=1

Propozicija 1. Ako je niz realnih brojeva (a,)nen monoton i ogranicen, tada je konvergentan.

\/1+\/1+\/ﬁ.

Zadatak 4. Neka su 0 < a < b realni brojevi. Definirajmo nizove (a,) i (b,) formulama

ay + by
Ap+1 = V a'nbn7 bn—l—l - 5

2
pri cemu je ag = a, by = b. Dokazite da su oba niza konvergentna te da su im limesi jednaki.

Zadatak 5. Ispitajte konvergenciju niza (x,) ako je 0 < x1 < 21z, =1+ /22, — 22.

Definicija 2. KaZemo da je niz realnih brojeva (a,)nen Cauchyjev ako vrijedi

n2+n+1

Zadatak 3. Izracunajte

Ve >0 dng € NVn,m > ng, |a, —an| <e.

Teorem 3. Niz realnih brojeva (a,) je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev.
Zadatak 6. Dokazite da niz

1—|—1+ +1 In(n +1)
a, = —+...+——1In(n

2 n
konvergira.

Limes ovog niza je Euler-Maschetonijeva konstanta v ~ 0.5772.

Teorem 4 (Stolz-Ceséaro). Neka su (ay) i (by,) nizovi realnih brojeva pri ¢emu je b, strogo
rastuc i neogranicen. Ako postoji limes
. Qp+1 — Gp
lim —— =1
n bn+1 — by 7
tada je 1

Zadatak 7. Izracunajte

.1 1 1 1
hgn\/ﬁ(\/ﬁ—l—\/n_“%—...—l—\m_).
Teorem 5 (I’'Hospitalovo pravilo). Neka su funkcije f i g derivabilne na otvorenom intervalu
I osim mozda u tocki ¢ € I. Ako je lim,_,. f(z) = lim,_,. g(z) = 0 ili 00, te ako je g’ # 0
na I\ {c}, tada je
/
lim L:c) = lim / (x)
T—C g(x) T—c g’(gj)
Zadatak 8. Za proizvoljan x¢ € (0, ) definiramo niz (z,) rekurzivnom formulom

Tpi1 = sin(z,),n > 0.

Izracunajte lim, z,, i lim, \/nx,.
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Domacéa zadaca
Treba toéno rijesiti barem 7 zadataka. Zadacée predajte do petka 31. ozZujka 2025.

an+1

1. Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva t.d. je lim = a > 0. Dokazite da je

lim,, ¥/a, = a.

2. Niz realnih brojeva zadan je rekurzivno s

Qn

r1 =1, x4 = arctan(zy,).

2

n*

Dokazite da postoji i izracunajte lim, nx
3. Niz realnih brojeva zadan je rekurzivno s

ar = 1,a,41 = 202302 + a,,.

[e.9]

[zracunajte E .
1 Ant1

Qn

4. Dokazite da za svaki a > 1 postoji niz realnih brojeva (a,) koji zadovoljava a; = 1,
Apt1 > %an i
. an
lim ST
" (3)
5. Neka je (a,) niz realnih brojeva t.d.
rekurzivno s Xy = 0,

= Q.

% < a, < 1 za svaki n € N. Definiramo niz z,,

T o Qp+1 + Tn
n+1 — .
1+ Ap41Tn

Pokazite da je niz (z,) konvergentan i odredite mu limes.

n

1
6. Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva t.d. niz — g a; konvergira. Dokazite da
n
1
tad . 1 i a; k . ist 1;
ada niz —— — konvergira prema istom limesu.
2vn & \i sra b

7. Neka su (a;)inen 1 a realni brojevi t.d. je

n n

liznlnglgﬂaiﬂ =0, liTILnZ la;n| = a, Slipz la;n| < 0.
i=1 i=1

Dokazite da je lim, [[_(1 + a;n) = e* Vrijedi li nuzno ista tvrdnja bez uvjeta

SUp,, Dy [@in| < 007

8. Izracunajte lim, nsin(n! - 27e).

9. Niz realnih brojeva rekurzivno je zadan s x; = 11 x,41 = In(e” — x,,). Dokazite da red
> @, konvergira i odredite mu sumu.

2

10. Neka je 0 < zy < 1 Niz (z,) je definiran rekurzivno formulom z,,; = x, — 2.

[zracunajte lim nx,,.



Studentska natjecanja Petar Orli¢ - Trikovi iz analize 3

11. Neka je () niz svih prirodnih brojeva koji u svom decimalnom zapisu imaju bar jednu

= 1
znamenku 9. Ispitajte konvergenciju reda Z —.

X
n=1""

12. Postoje li padajuéi nizovi pozitivnih realnih brojeva (a,) i (b,) za koje vrijedi >, a, =
> nb, = o0, ali > min{a,,b,} < co?

13. Neka su k, m prirodni brojevi te neka su aq,...,ax i by, ..., b, pozitivni realni brojevi
t.d. za svaki n € N vrijedi

Yar+ ...+ Yap = b+ ...+ /.

Dokazite da je k =m i [[Va; = [} b
a® —1

X

=Ina.

Uputa: lim
z—0



