OSNOVE MATEMATICKE ANALIZE

Drugi ispitni rok — 1. srpnja 2024.

Zadatak 1. (35 bodova)

a) (20 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

2
S = {(—1)m2n 2 cos (mz> tm,n € N}.

n2 + 2n 2

Odgovor detaljno obrazlozite.

b) (15 bodova) Dokazite da je lim, o, {/n = 1. Odredite

lim {/sin(n) + n.
n—o0

Obrazlozite odgovor.

Rjesenge.
a) Uocimo da je
2n? 4 2 2n? 4+ 2
(—1)m7;—+ cos (mz> ey (—1)" cos (mz> :
n?+2n 2 n? 4+ 2n 2

2042 Typitajmo monotonost niza (ay,). Vrijedi:

Uvedimo oznaku a,, = =3 o

2(n+1)2+2 - 2n? + 2
(n+1)2+2(n+1) ~ n2+2n
n®+2n + 2 < n?+1
n?+4n+3 ~ n2+2n
& (n®+2n+2)(n* +2n) < (n* + 1)(n* + 4n + 3)
ettt i+ A+ 2P +an <nt 4+ AP+ 32 +n’+4n+3

Qp1 S an <=

/2

= m?<3
& |n| < 3
n —
— V2
@ngl

Dakle, vrijedi:
A > a<az<ag<as<ag<...,

gdje je as najmanji ¢lan niza, odnosno niz je padajuci do as, a nadalje je rastuc¢i. Stoga je

) 2-2242 10 5
1nf{an:nEN}:a2:W:§:Z

Nadalje, posto je niz a, padajuci do as, a nadalje je rastudi i limes tog niza je 2, vrijedi
4
sup{a, : n € N} = max{a;,2} = max 3 20 =2.

Za drugi niz b,, = (—1)™ cos (m%) vrijedi
by = cos(2km) =cos0 =1, k€N
bor_1 = — cos <—g + lm) =0,keN

byy—o = cos(—m + 2km) = -1, k€N



Stoga je
inf{b,, : m € N} =inf{—-1,0,1} = —1, sup{b,, : m € N} =sup{—1,0,1} = 1.
Koristeéi formule

sup(A - B) = max{sup Asup B, sup Ainf B, inf Asup B, inf Ainf B},
inf(A - B) = min{sup Asup B, sup Ainf B, inf Asup B, inf Ainf B},

dobivamo
supS =2, infS = -2

b) Za dokaz da je lim, ., {/n = 1, vidite vjezbe. Uo¢imo da je sin(n) € [—1,1] pa je

Vn—1< /sinn) +n< Yn+1< Yntn= 23/,
Nadalje, za n > 1 vrijedi
1= 1< Vn—1< sin(n) +n < V2.
Kako je lim, . V2 Yn=1-1=1, iz teorema o sendvicu slijedi

lim {/sin(n) +n = 1.
n—o0



Zadatak 2. (15 bodova) Zadan je skup
S={(z,y) eR?: oz — 1| <1, [y+1] <2, (z - 1)’ + (y+1)* > 2}

Je li skup S kompaktan? Je li povezan? Detaljno obrazlozite svoje odgovore.

Rjesenje. Prvo ¢emo skicirati skup S. Uoc¢imo da je uvjet |x — 1| < 1 ekvivalentan s
—1<r—-1<1,
odnosno z € [0,2], a uvjet |y + 1| < 2 ekvivalentan s
—2<y+1<2
odnosno y € [—3,1]. Nadalje, jednadzba (z—1)*+(y+1)? = 2 predstavlja kruznicu sa sredigtem u (1, —1),

radijusa v/2, a uvjet (z — 1)% + (y + 1)? > 2 predstavlja tocke na kruznici i tocke izvan kruga sa sredistem
u (1, —1), radijusa v/2.

oy
1
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Dakle, skup S izgleda ovako

i ¢ini se sa slike da je nepovezan. Dokazimo da je uistinu nepovezan. Definirajmo otvorene skupove
U=Rx (—1,+00), V=R x (—o0, —1).
Vrijedi:
) UNS#D,VNS#D (npr. (0,1) €eUNS,(0,-3)eVNS).
ii) SCUUV (ovo je ocito jer za (z,y) € S vrijedi y # —1).
iii) Kakoje UNV =@, ondajei UNV NS = 0.



Dakle, skup S je nepovezan. Dokazimo sada da je skup S kompaktan. Definirajmo funkcije py, po : R? — R
s

pi(z,y) =z, poa,y) =y, f(z,y) = (= 1) + (y +1)* = 2.

Na predavanjima smo pokazali da su p; i p» neprekidne funkcije. Nadalje, vrijedi f = (p; —1)*+(po+1)*—2
pa je i f neprekidna funkcija. Imamo

S ={(z,y) € R*: pi(z,y) €0,2], pao(,y) € [-3,1], f(z,y) € [0, +00)}
= p;r(10,2]) Nyt ([=3,1]) N f7H([0, 400)).

Kako su funkcije py, p2 i f neprekidne, a skupovi [0, 2], [—3, 1], [0, +00) zatvoreni skupovi, onda su i skupovi
py([0.2]), po([=3,1]), f7([0, +00)
zatvoreni pa je i skup S zatvoren. Nadalje, skup S je i omeden jer vrijedi
S C[0,2] x [=3,1] € K((0,0),4).

Dakle, skup S je kompaktan skup.



Zadatak 3. (30 bodova)
a) (20 bodova) Zadana je funkcija f : R?\ {(0,0)} - R s

133

In(1+ 22 +y?)

flx,y) =

Moze li se funkcija f dodefinirati u (0, 0) tako da bude neprekidna na R?? Ako je odgovor potvrdan,
je li tako dobivena funkcija diferencijabilna na R?? ObrazloZite odgovor.

b) (5 bodova) Za gornju funkciju odredite f’(1,1)(1,0).
c¢) (5 bodova) Odredite sve prirodne brojeve n za koje se funkcija f : R?\ {(0,0)} — R zadana s

In

1+ 22+ y?)

f(r,y) = In(

moze dodefinirati u (0,0) tako da bude neprekidna na R?. ObrazloZite odgovor.

Rjesenge.

oo . o p? 2 . . o . ..
a) Uoc¢imo da je f = W) e R\ {(0,0)}, gdje su p1(z,y) = x,pa2(x,y) = y projekcije na prvu,
odnosno drugu varijablu. Kako su py, ps, In neprekidne funkcije, to je i f neprekidna na R?\ {(0,0)}.
Znamo da vrijedi

lim ————
150 In(1+1¢)

Sada ¢emo to iskoristiti da bismo izra¢unali lim g 4)—(0,0) f(x,y). Vrijedi

23 22 + 4 23
fx,y) = 2 1 .2y 2 L 2\ 2 1 a2
In(1+224+y?) In(l+22+y2)22+y
Uoc¢imo da je
3 x?
0< |53 = a st <l
Tty i +y
Kako je lim(, y)—(0,0) lz| =0, to jei
3
lim  —— 0

(ew)=(00) 22 + 42

pa je
3

2 + y? . T
f(z,y)

lim = lim . im —=1-0=0.
(2,1)—(0,0) (2,y)—(0,0) In(1 4+ 22 + y2)  (2,9)—(0,0) 22 + Y2

Dodefiniramo li f(0,0) = 0, funkcija f ¢e biti neprekidna u (0,0). Provjerimo je li tako definirana
funkcija diferencijabilna u (0,0). Ra¢unamo parcijalne derivacije u (0, 0):

af T f(t,O)—f(0,0) R t2 _
gz (00 = lim / = mire)
of o J0,0) = f(0,0)

gy 00 = i t -

Kandidat za diferencijal je linearni operator T'(hy, he) = hy. Provjerimo vrijedi li

l- |f(h17 h?) - f(07 O) - T(hla h2)|
11m
(h1,h2)—(0,0) ||h]]

= 0.



Vrijedi

h3
(B, ha) = F(0,0) = T(ha, h)| iz — Ml

1Al N/

h2+h2 h h
In(1+h3+h3) A3 +h3 ~ 1

Vh?+ h3

I L1 hi+h3 hi 1
/B2 + B2 |In(1 + ki + h3) h? + h3 '
Stavimo li h; = hy = h, imamo
h 2h? h? 1 1 1
TN R
h—0 v/2h2 |In(1 4 2h?) 2h V2 2 2v/2
Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).
b) Vrijedi
, o 322 ln(1+x2+y2)_$3 x22z 5 _ 3 x22y - :|
f (.fC,y) o [ (1n(1+12+y2))12+ - (ln(1+1;2+;—g))2 ’
Sto znaci da je
' _ [3ms3-2 -2
PO = T e
odakle slijedi
3ln3— 2
"(1,1)(1,0) = ——52
f( ’ )( ) ) (1H3)2
c) Vrijedi
" 1'2 +y2 "
f(‘rJ y) - In(1 2 2 = 2 2 2 2"
n(l+2*+y%) In(l+2>+y?)a?+y
Uoc¢imo da je
n 2
z _ 7T n—2 -2
0= 2 +y?| x2+y2|x <1
Zan > 2 je limg )00 2" 2] =0, to je zan > 2
lim T 0
(2.9)—=(0,0) T2 + y?
pa je
lim  f(z,y) = i vty I " _1.0=0
1m T = 1m . 1m — =1.-0=
=00 Y T im0 I+ 22+ 47)  (r)o00) 22 + 52

pasezan > 2 funkcija f moze dodefinirati do neprekidne funkcije u (0, 0) tako da stavimo f(0,0) = 0.
Ako je n = 2, onda je
lim f(1,0) =1, Tim /(0,1) =0,

H

t—0

odakle zaklju¢ujemo da ne postoji lim, 4)—, (0,0 f (%, ) za n = 2 pa se funkcija f ne moze dodefinirati
do neprekidne funkcije u (0,0) za n = 2. Ako je n =1, onda je

lim f(¢,0) = +o0

t—0t

odakle zaklju¢ujemo da ne postoji lim, 4)— (0,0 f (%, y) za n = 1 pa se funkcija f ne moze dodefinirati
do neprekidne funkcije u (0,0) za n = 1.



Zadatak 4. (20 bodova)
a) (10 bodova) Neka je (a,), ograni¢en padajucéi niz u R. Dokazite da je (a,), konvergentan niz.

b) (10 bodova) Iskazite i dokazite Rolleov teorem srednje vrijednosti.

Rjesenje. Dokazano na predavanjima.



