Osnove matematicke analize

2. kolokvij — 17. lipnja 2024.

1. (14 bodova) Zadan je skup
A={x,y eR?: x| <1,|yl < 1,xy >0}

Odredite CIA i dokaZite da je to zatvarac skupa A. Je li skup A kompaktan? Je li povezan?
Detaljno obrazloZite svoje odgovore.
RjeSenje: Tvrdimo da je Cl(A) = {(x,y) e R?: |x| < 1,|y| < 1,xy = 0}. Definirajmo funkcije
f,g.h:R>—>R

fe=Ixl, g,y =Iyl, hlxy)=xy.
Funkcija f je kompozicija funkcije || : R — R i projekcije p;(x, y) = x, funkcija g je kom-
pozicija funkcije || : R — R i projekcije p2(x,y) = y, dok je h = p; - p2. Kako su py, p2 il
neprekidne funkcije, to sui f, g, h neprekidne funkcije. Sada imamo

{e,yeR?:1xl<Llyl<1,xy=0} = f ' ((~00, 1) N g~ (=00, 11) N A~ ([0, +00)).

Kako su f, gi h neprekidne funkcije, a (—o0, 1], [0, +00) zatvoreni skupovi, to sui f “1((=00,1)),
g 1 ((—00,11)i A1 ([0, +00)) zatvoreni skupovi pajeiskup {(x,y) € R?*: [x| < 1,|y| < 1,xy = 0}
zatvoren, kao presjek tri zatvorena skupa. To je zatvoren skup koji sadrzi skup A paje po
definiciji zatvaraca

Cl(A) ={(x,y) eR?:|x|<1,|yl < 1,xy=0}.

Kako je, po definiciji zatvaraca A < Cl(A), da bismo dokazali da je
Cl(A) = {(x,y) eR?:|x|<1,|yl < 1,xy =0},
dovoljno je dokazati da su tocke skupa {(x, y)E R?:|x| <1, lyl<1l,xy= 0} \ A, ato sutocke

(l,J/),ye[O,l], (—1;y),y€[—1;0], (O,J/),J/E[—l,l]y
(xyl)rxe[oyl]y (x)_l)rxe[_lyo]y (x)o)rxe[_lyl]



u Cl(A). To ¢emo dokazati tako da ¢emo pronaci nizove u A koji konvergiraju danim toc-
kama. Uocimo da vrijedi
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Nadalje, vrijedi
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Uocimo da su gornji nizovi svi u A pa su tocke
Ly, ye0, 1), (-1,),ye(-1,0), (0,y),ye(-1,1)\{0},
(x,1),x€(0,1), (x,-1),xe(-1,0), (x,0),x€e{-1,1)\{0}
u Cl(A). Preostaje joS dokazati da su tocke
(1,0),(1,1),(0,1),(0,0),(-1,0),(-1,-1),(0,-1)

u Cl(A). Vrijedi

. . 1 1
lim|1- ) )2(1,0), llm(l—— 1——):(1,1),
n n

n+l’ n+l1
1 1

n+1' n+1

lim ;11— —) =(0,1), lim ) =(0,0),
n n n

1
n+1

1
=(-1,0), lim(—1+ ,—1+ ):(—1,—1)
n n+1

Hm|-1+—)———
n n

1
lim |- ,—1+ ):(0,—1).
n n+1 n+1



Uocimo da su gornji nizovi svi u A pa su tocke
(1) 0)) (1) 1)) (0) 1)) (0) 0); (_lr 0)) (_17 _1)) (0) _1)

u Cl(A). Dakle,
Cl(A) = {(x,y) eR*:|x| <1,|yl < 1,xy = 0}.
Kako je A # Cl(A), zakljuCujemo da A nije zatvoren skup, a onda nije ni kompaktan. Sta-
vimo U =(0,1) x(0,1)i V =(-1,0) x (—1,0). Tada su U i V otvoreni skupovi i vrijedi
(DUNA=U#@,VNA=V #¢,
(ii)AcUUYV,
FiDUNVNA=@pNA=¢.

Dakle, skup A je nepovezan skup.



2. (9 bodova)
a) (3 boda) Zadana je funkcija f : R — R?, takva da je ({0, +o0)) = {(x,y) € R?: xy > 1}.
Jeli f neprekidna na R? ObrazloZite odgovor.
b) (3boda) Nekaje f:[-1,2]x[0,2] — R, f(x,y) = (x+y)3. Jeli f uniformno neprekidna
funkcija? ObrazloZite odgovor.
¢) (3boda) Za funkciju f : R? — R3 zadanu s flx, ) =(x+y, xzy, x+y2) odredite f'(—1,1)(0,1).

Rjesenje:

a) Skup (0,+o00) je povezan skup (dokazano na predavanjima). Dokazimo da je skup
A={xy € R? : xy > 1} nepovezan skup. Stavimo U = (0,+o0) x {(0,+00) i V =
(—00,0) x (—00,0). Tada su U i V otvoreni skupovi i vrijedi

MDUNA#9, VNA#@,(npr. 2,2)eUNA,(-2,-2)eVnA)
(ii)AcUUYV,
GiDUNVNA=¢nA=0¢.
Dakle, A je nepovezan skup. Posto neprekidne funkcije preslikavaju povezane sku-
pove u povezane, f nije neprekidna funkcija.

b) Definirajmo py, p2: R? — R, p1(x,y) = x, p2(x,y) = y. Na predavanjima smo dokazali
da su p; i p» neprekidne funkcije paje i f = (p; + p2)® neprekidna funkcija. Skup
K =1[-1,2] x [0,2] je zatvoren (jer je njegov komplement

(=00, —1) xR) U ({2,00) x R) U (R x {(—00,0)) U (R x (2,00))

otvoren skup). Nadalje, K c K(0, 10) pa je K ne samo zatvoren, nego i omeden skup,
tj. kompaktan skup. Neprekidne funkcije na kompaktnom skupu su uniformno ne-
prekidne pa je f uniformno neprekidna.

c) Vrijedi
1 1
oy =|2xy x|,
1 2y
§to znaci da je
1 1
f'(-1,1) = [—2 1],
1 2

odakle slijedi
f/(_ly 1) (0) 1) = (1) 1) 2)-



3. (14 bodova) Zadana je funkcija f:R?\{(0,0)} = Rs

1
— S
f(x,y)=xy’sin iy
Moze li se funkcija f dodefinirati u (0,0) tako da bude neprekidna na R?? Ako je odgovor
potvrdan, je li tako dobivena funkcija diferencijabilna na R?? Je li klase C'?

Rjesenje: Prvo provjerimo moZe li se funkcija f dodefinirati u (0,0) tako da bude nepre-
kidna na R?. Definirajmo pi,p; : R> — R, p1(x,¥) = x, p2(x,y) = y. Na predavanjima
smo dokazali da su p; i p» neprekidne funkcije pajei f = plpg sin ——— neprekidna na

pi+p;
R2\ {(0,0)}. Vrijedi

1

0=
X2+ y?

< |xy3|.

X y3 sin

Kako je limy,y)—(0,0) |xy3| = 0, po teoremu o sendvi¢u slijedi da je

lim [xy®sin
(x,y)—(0,0)

=0,

X2+ y?

a onda iz toga slijedi limy,)—(0,0) f (%, ) = 0. Stavimo li f(0,0) := 0, funkcija f Ce biti ne-
prekidna na R?. Na predavanjima smo dokazali da su p; i p. diferencijabilne funkcije pa

jei f=p1p3sin ﬁ diferencijabilna na R? \ {(0,0)}. Provjerimo jos je li diferencijabilna
1 2
u (0,0). Racunamo parcijalne derivacije u (0, 0):
0 t,0)— (0,0
—f(0,0) zlimf( ) -f0,0 =0
0x —0 t

0.

@(0’ 0) =lim t

Kandidat za diferencijal je nul-operator. Provjerimo vrijedi li

lim | f(hy, hp) — £(0,0) —0(hy, hy)| _o.
(h1,h2)—(0,0) [l

Vrijedi

3o 1
_ U ko) = £©,00=00n, ) PS5l gl

7] Jren _\/h§+h§:\/h§+h§

0 |h3| < |h3).




Kako je lim, n,)—(0,0) Ihgl =0, po teoremu o sendvicu slijedi da je

| f(hy, hp) — £(0,0) —0(hy, hy)| _
(h1,h2)—(0,0) [l

0,

dakle, f je diferencijabilna na R?. Racunamo parcijalne derivacije:

af(x ) = 3sin L +xv°cos L —2x

ox TV S e YOS a2 )2
of 2 1 3 —2y
Bytny)zsxy Sy YOS R

Lako se, uz pomo¢ projekcija, vidi da su parcijalne derivacije neprekidne na R?\ {(0,0)}.
Vrijedi

0< 3sin;+x 3 cos L 2 <1y’ ﬁ
=y X2 + 2 y xX2+y2 (x2+y2)2| y (22 + y2)2
3 2 J’Z 3
=y’ l+2———=——lyI<ly’|+2
1y ﬂ+ﬁﬂ+ﬁm 1y +2]yl
0 < |3xy*sin —— + xy° cos ! —2y
2 xy4 2 J/z ? 2
<83xy°|+|————=|=13xy°|+2 x| = 13xy°|+|x].
Bxy°1+ | a5y | = 13 (x2+y2) x| < [3xy?| + | x|

Kako je lim(y, y)—(0,0) 13 +2lyl =01 lim(y, y)—(0,0) 13xy?| + x| = 0, po teoremu o sendvicu
zakljuCujemo

. Of of . of of
1 —(x,y)=0=—(0,00 1 —(x,y)=0=—=-(0,0),
(x,y)l—rgo,m 0x ) ax( )(x,y)l—rgo,m oy ) dy( )

dakle, parcijalne derivacije su neprekidne na R?, odnosno f je klase C! na R?.



4. (13 bodova)

a) (4 boda) Neka je xo € R", f:R" — R™ funkcija, f = (fi, fo,.... fm), [j :R" =R, j €
{1,2,..., m}. Precizno definirajte sljedece pojmove: limes funkcije f u tocki xp, ne-
prekidnost funkcije f u tocki xp, diferencijabilnost funkcije f u tocki x, te parci-
jalne derivacije funkcija f;, j € {1,2,..., m} u tocki xo.

b) (7 bodova) Neka je U < R" otvoren skup, f : U — R™ derivabilna u x, € U. Dokazite
da tada funkcija f ima parcijalne derivacije g—ﬁ(xo) utockixge U,i€{l,2,...,n},j€
{1,2,...,m}.

¢) (2 boda) Neka je f: R — R neprekidna fukcija i K < R kompaktan skup u R. Mora li
nuzno f~1(K) biti kompaktan skup u R? Ako je tvrdnja to¢na, dokaZite je, a ako je
netocna navedite kontraprimjer.

Rjesenje:
a) i b) Vidjeti predavanja.

c) Stavimo npr. f:R — R, f(x) =0 za sve x € R. Tada je f neprekidna funkcija, K = {0}
kompaktan skup (omeden i zatvoren), a njegova praslika f~!(K) = R nije omeden skup
pa nije ni kompaktan.



Osnove matematicke analize

2. kolokvij — 17. lipnja 2024.

. (14 bodova) Zadan je skup
B={(x,y) eR?:|x|<1,|yl < 1,xy <0}

Odredite IntB i dokazite da je to interior skupa B. Je li skup B kompaktan? Je li povezan?
Detaljno obrazloZite svoje odgovore.

. (9 bodova)
a) (3 boda) Zadana je funkcija g : R — R?, takva daje g([0,1] U [2,3]) = {(x, y) e R? : xy >
1}. Je li g neprekidna na R? ObrazloZite odgovor.

b) (3 boda) Neka je g:[1,2] x [-2,5] = R, g(x,y) = xy7. Je li g uniformno neprekidna
funkcija? ObrazloZite odgovor.

c¢) (3 boda) Za funkciju g : R?> — R3 zadanu s g(x, y) = (x, y?, x— y) odredite g’(1,1)(L,0).

. (14 bodova) Zadana je funkcija g : R?\ {(0,0)} — R s

_ .3
g(x,y)=x"ycos P
MoZe li se funkcija g dodefinirati u (0,0) tako da bude neprekidna na R?? Ako je odgovor
potvrdan, je li tako dobivena funkcija diferencijabilna na R?? Je li klase C'?2

. (13 bodova)

a) (4 boda) Neka je xo € R", f : R" — R funkcija, f = (fi, for..., fm), fj :R" =R, j €
{1,2,..., m}. Precizno definirajte sljedece pojmove: limes funkcije f u tocki xp, ne-
prekidnost funkcije f u tocki xy, diferencijabilnost funkcije f u tocki x, te parci-
jalne derivacije funkcija f;, j € {1,2,..., m} u tocki x.

b) (7 bodova) Neka su (X, d), (Y, p) metricki prostorii f : X — Y neprekidna funkcija.
Dokazite da je za svaki otvoreni skup U € Y praslika f~!(U) otvoren skup u X.

¢) (2 boda) Neka je f : R — R neprekidna fukcija i P < R povezan skup u R. Mora li
nuzno f~!(P) biti povezan skup u R? Ako je tvrdnja to¢na, dokazite je, a ako je ne-
tocna navedite kontraprimjer.



