OSNOVE MATEMATICKE ANALIZE

Prvi ispitni rok — 17. lipnja 2024.

Zadatak 1. (35 bodova)

a) (20 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

—3 —3m? 4+ 2n + 2m*n
S = :m,n € N .
m + 3m? + mn + 3m?n
Odgovor detaljno obrazlozite.
b) (15 bodova) Zadan je niz realnih brojeva
2
3
CL1:2, CL?‘L-i—lzan_‘_ ,’I’LGN
2a,,

Dokazite da je taj niz konvergentan i odredite mu limes.

Rjesenge.
a) Uoc¢imo da je
—3-3m*+2n+2m*n  m*+1 2n-—3

m+3m2+mn+3m2n  3mi4+m n+1

. 2 .. .
Uvedimo oznaku a,, = 32”1217171. Vrijedi:

(m+1)2+1 _ m?+1
3(m+1)2+m+1  3m2+m
m?+2m+2  m?+1
3m2+7m—|—4<3m2—|—m (1)
& (m* 4 2m + 2)(3m?* +m) < (m* + 1)(3m? + Tm + 4)
& 3m* 4+ Tm? 4+ 8m? 4+ 2m < 3m* + Tm® + Tm* + Tm + 4
& m® —5m—4 < 0.

Uyl < Gy =

Rjesavanjem jednadzbe 22 — 52 — 4 = 0 dobivamo rjeSenja z; =
m<zTom<b6im>xzy<s m>6.

SovAl gy = 2L Dakle,

Dakle, vrijedi:
a1 > G > a3 > a4 > a5 > ag < ay < ag < ..., (2)

gdje je ag najmanji ¢lan niza, odnosno niz je padaju¢i do ag, a nadalje je rastuci. Stoga je
B 62 +1 3T

3-62+6 114’

Nadalje, posto je niz a,, padaju¢i do ag, a nadalje je rastuéi i limes tog niza je %, vrijedi

1 11 1
sup{a,, : m € N} = max {al,g} = max{ﬁ’g} =5

inf{a,, : m € N} = ag

2n—3
n+1

se dokaze da je rastuéi niz i da je ogranicen odozgo s 2 (za DZ). Stoga je

—1
sup{b, : n € N} =limb, =2, inf{b,:n € N} =min{b,:n e N} =b = -5

Za drugi niz, b, =

Koristec¢i formule
sup(A - B) = max{sup Asup B, sup Ainf B, inf Asup B, inf Ainf B},
inf(A - B) = min{sup Asup B, sup Ainf B, inf Asup B, inf Ainf B},
dobivamo ]
supS =1, inf§= 1



b) Najprije ¢emo iz rekurzivne formule odrediti kandidate za limes. RjeSavanjem kvadratne jednadzbe

L?>+3
I =
2L

dobijemo Lo = ++/3. Dokazimo indukcijom da je a, > 0 za sve n € N. Prvo uo¢imo da je
a; = 2 > 0. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi a,, > 0. Tada je

az +3
2a,

>0

Apy1 =
jer je brojnik a? +3 > 3 > 0, a nazivnik 2a, > 0 po induktivnoj pretpostavci. Po principu
matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je a,, > 0 za sve n € N. Stoga je jedini kandidat za limes
L = /3. Dokazimo sada da je niz ograni¢en odozdo s v/3. (Uo¢imo da smo ograni¢enost odozdo veé

dokazali (niz je ograni¢en odozdo s nulom). Medutim, ova ocjena ¢e nam kasnije trebati u dokazu
monotonosti). Vrijedi a; =2 > /3. (¥)

Za n € N vrijedi

az + 3

>V3 = a2 +3>2a,V3 < (a,—V3)?>0.

Apy1 =
n

(Uo¢imo da smo u gornjim nejednakostima mnozili s a,, > 0.) Kako je (a, —v/3)> > 0 zasven € N,
to je any1 > V3 za sve n € N. (**)

Iz (*) i (**) slijedi a,, > v/3 za sve n € N.
Dokazimo sada da je zadani niz padaju¢. Imamo

aZ +3

5 §an<:>ai+3§2ai<:>3§a2<:>\/gé\an\<:> (jerjean>0)\/§§an.
ap,

n

Qpy1 =

Kako je a, > v3 za sve n € N, to je a,s1 < a, za sve n € N, tj. niz je padajué¢i. Bududi
da je niz padajuc i ogranic¢en odozdo, on je konvergentan, a iz rekurzivne formule dobivamo da je

lim,, a, = V/3.



Zadatak 2. (15 bodova)

a)

b)

c)

(5 bodova) Zadana je funkcija f: R — R?, takva da je f({0,+00)) = {(z,y) € R? : zy > 1}. Je li f

neprekidna na R? Obrazlozite odgovor.

(5 bodova) Neka je f : [-1,2] x[0,2] = R, f(z,y) = (x+y)3. Jeli f uniformno neprekidna funkcija?
Obrazlozite odgovor.

(5 bodova) Za funkciju f: R? — R3 zadanu s f(z,y) = (z + vy, 2%y, x + y?) odredite f'(—1,1)(0,1).

Rjesenge.

a)

Skup (0, +00) je povezan skup (dokazano na predavanjima). Dokazimo da je skup A = {(z,y) €
R? : 2y > 1} nepovezan skup. Stavimo U = (0, +00) X (0,+00) i V = (—00,0) x (—00,0). Tada su
U 1V otvoreni skupovi i vrijedi

(UNA#D, VNAZD (npr. (2,2) eUNA,(-2,-2) € VNA)
(i) ACUUYV,
(i) UNVNA=0NA=0.

Dakle, A je nepovezan skup. Posto neprekidne funkcije preslikavaju povezane skupove u povezane,
f nije neprekidna funkcija.

Definirajmo py,ps : R? = R, pi(x,y) = z, p2(x,y) = y. Na predavanjima smo dokazali da su p; i ps
neprekidne funkcije pa je i f = (p; + p2)® neprekidna funkcija. Skup K = [—1,2] x [0, 2] je zatvoren
(jer je njegov komplement

({(—o0, —1) x R) U ((2,00) x R) U (R x (—00,0)) U (R X (2,00))

otvoren skup). Nadalje, K C K(0,10) pa je K ne samo zatvoren, nego i omeden skup, tj. kompak-
tan skup. Neprekidne funkcije na kompaktnom skupu su uniformno neprekidne pa je f uniformno
neprekidna.

Vrijedi
1 1
flz,y) = |2ay 22|,
L 2y]
Sto znaci da je
1 1]
fl(=L1)=[=2 1[,
1 2]

odakle slijedi
f(=1,1)(0,1) = (1,1,2).



Zadatak 3. (25 bodova) Zadana je funkcija f: R?\ {(0,0)} - R s

1
Moze li se funkcija f dodefinirati u (0,0) tako da bude neprekidna na R*? Ako je odgovor potvrdan, je li
tako dobivena funkcija diferencijabilna na R?? Je li klase C''?

f(z,y) = zy’sin

Rjesenge. Prvo provjerimo moze li se funkcija f dodefinirati u (0,0) tako da bude neprekidna na RZ.
Definirajmo py,ps : R? — R, pi(x,y) = x,pa(x,y) = y. Na predavanjima smo dokazali da su p; i po
neprekidne funkcije pa je i f = pipj sin iﬁpg neprekidna na R? \ {(0,0)}. Vrijedi

1 2

0< < |zy?|.

;Uy3 sin

2?2 + y?
Kako je limy )00 |2y®| = 0, po teoremu o sendvicu slijedi da je

lim |xy®sin

— 07
(z,9)—(0,0)

x? 4+ y?
a onda iz toga slijedi lim(, )00y f(2,y) = 0. Stavimo li f(0,0) := 0, funkcija f ¢e biti neprekidna
na R%. Na predavanjima smo dokazali da su p; i po diferencijabilne funkcije pa je i f = pyp3 Siniﬁp2

1 2

diferencijabilna na R*\{(0,0)}. Provjerimo jos je li diferencijabilna u (0, 0). Racunamo parcijalne derivacije

u (0,0):

ox t—0 t
5y (0:0) = lim t = 0.

Kandidat za diferencijal je nul-operator. Provjerimo vrijedi li
|f<h1) h?) — f(07 0) — O(h/h h2)|

lim =0.
(h1,h2)—(0,0) [|A]]
Vrijedi
B _ hih3 sin 3
0 < [lnha) = (0.0 = 0y )| _ el [hibs Il

- ||| N R N
Kako je limn, ny)—(0,0) [23] = 0, po teoremu o sendvicu slijedi da je
|/ (h1, ha) = f(0,0) — O(ha, hs)|

hm = 07
(h1,h2)—(0,0) ||h]]
dakle, f je diferencijabilna na R%. Rac¢unamo parcijalne derivacije:
of s .1 ; 1 —2x
—(z,y) =y’ sin —— + zyY" cos
&v( =y P S N RN
of 1 —2y
—(z,y) = 3zy*sin —— + zy° cos .
ay (Jf y) Ty sin .172 + y2 Ty .ZTJQ + y2 (IQ + y2)2
Lako se, uz pomo¢ projekcija, vidi da su parcijalne derivacije neprekidne na R? \ {(0,0)}. Vrijedi
1 —2x 2223
0 < |y®sin + x1° cos <P+ =<
=Y ZZ'2 +y2 Y I’2 +y2 (372 +y2)2 — ‘y | (.T2 _|_y2)2
3 ? Y 3
= + 2 < + 2
v x2+y2x2+y2|yl < [y’ +2ly]
0 < |3zy?sin —— + x> cos ! —%y
- 1.2 + yQ 1’2 + y2 (33'2 + y2>2

4 2
x2 492

2xy
(22 + 12)?

2
< J3ay?] + \ ) 2] < (332 + |al.

= |3zy?| + 2 (



Kako je lim ) 0,0) [¥%] + 2|y| = 0 1 lim 4)—0,0) [32y*| + || = 0, po teoremu o sendvicu zakljucujemo

of 0] . 0] 0]
i —0= L lim =L —0= L
(Ly)l bo) (x,y) =0 (0,0) (W)l bo) y(:v,y) 0 y(0,0),

dakle, parcijalne derivacije su neprekidne na R2, odnosno f je klase C! na R2.



Zadatak 4. (25 bodova)

a) (8 bodova) Neka je zp € R", f : R" — R™ funkcija, f = (fi,fo,..., fm), [; : R" = R, j €
{1,2,...,m}. Precizno definirajte sljede¢e pojmove: limes funkcije f u tocki xy, neprekidnost

funkeije f u tocki zo, diferencijabilnost funkcije f u tocki z, te parcijalne derivacije funkcija
fis 7 €4{1,2,...,m} u tocki z.

b) (13 bodova) Neka je (ay), niz u R. Dokazite da je (a,), konvergentan ako i samo ako je Cauchyev.

¢) (4 boda) Neka je f : R — R neprekidna fukcija i P C R povezan skup u R. Mora li nuzno f~!(P)
biti povezan skup u R? Ako je tvrdnja tocna, dokazZite je, a ako je neto¢na navedite kontraprimjer.

Rjesenge.
a) i b) Vidjeti predavanja.

c¢) Stavimo npr. f: R — R, f(z) = 2? za sve x € R. Tada je f neprekidna funkcija, P = {1} povezan
skup, a njegova praslika f~1(P) = {—1,1} je nepovezan skup.



OSNOVE MATEMATICKE ANALIZE

Prvi ispitni rok — 17. lipnja 2024.

Zadatak 1. (35 bodova)

a) (20 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

n’m —2n?+m — 2 e N
= Sm,n )
3mn? +mn +n + 3n? ’
Odgovor detaljno obrazlozite.
b) (15 bodova) Zadan je niz realnih brojeva
b2 +5
bl = 3, bn+1 = an ,n & N

Dokazite da je taj niz konvergentan i odredite mu limes.

Zadatak 2. (15 bodova)

a) (5 bodova) Zadana je funkcija g : R — R?, takva da je g([0,1] U [2,3]) = {(z,y) € R? : 2y > 1}. Je
li g neprekidna na R? Obrazlozite odgovor.

b) (5 bodova) Neka je f : [1,2] x [-2,5] = R, f(z,y) = xy”. Je li f uniformno neprekidna funkcija?
Obrazlozite odgovor.

c¢) (5 bodova) Za funkciju f: R? — R3 zadanu s f(z,y) = (z,y? o — y) odredite f'(1,1)(1,0).

Zadatak 3. (25 bodova) Zadana je funkcija g : R*\ {(0,0)} - R s

1
_ .3
g(x,y) = x°y cos e

Moze li se funkcija g dodefinirati u (0,0) tako da bude neprekidna na R?*? Ako je odgovor potvrdan, je li
tako dobivena funkcija diferencijabilna na R?? Je li klase C'*?

Zadatak 4. (25 bodova)

a) (8 bodova) Neka je zp € R", f : R — R™ funkcija, f = (fi,fo,...,fm), [; : R" = R, j €
{1,2,...,m}. Precizno definirajte sljede¢e pojmove: limes funkcije f u tocki xy, neprekidnost
funkcije f u tocki zy, diferencijabilnost funkcije f u tocki zy te parcijalne derivacije funkcija
fi. 7 €41,2,...,m} u tocki z.

b) (13 bodova) Neka su (ay,), 1 (b,), konvergentni nizovi u R. Dokazite da je i niz (a,, -b,), konvergentan
niz.

c) (4 boda) Neka je f : R — R neprekidna fukcija i K C R kompaktan skup u R. Mora li nuzno
f7YHK) biti kompaktan skup u R? Ako je tvrdnja to¢na, dokaZite je, a ako je neto¢na navedite
kontraprimjer.



