Osnove matematicke analize

1. kolokvij — 22. travnja 2024.

1. (13 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

{ mn®+n®-m-1 }
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Rjesenje: Uocimo da je

mn*+n*-m-1 _m+1 n*-1
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pavidimo daje S = S; - Sy, gdje su

Vidimo da su S1, Sz < [0, +00), pa je
infS =infS; -infS,, supS=supS;-supS,.

Odredimo supremum i infimum od S;. Kako je

m+2 - m+2

m+1 1
1

aniz (7). je padaju¢, niz (Z£) _ je rastu¢. Dakle, inﬁrrllum skupa S jednak je
m+

prvom ¢lanu tog niza koji je jednak % Takoder, uoc¢imo da je (m)meN ogranicen odozgo
s 1, pa imamo rastuci odozgo ogranicen niz. 1z toga slijedi da je on konvergentan, a limes
mu je upravo supremum od S;. Kako je limes tog niza jednak 1, vidimo da je to supremum

od Sl.
n?-1

Jos preostaje odrediti supremum i infimum od S,. Oznacimo a, = 5 >—-. Provjerimo
monotonost tog niza, tj. kada je a, < a,+1. RaCunom se dobije da je taj uvjet ekvivalentan

n*-3n-1<0.
Za funkciju f(x) = x*> —3x — 1 vrijedi f(x) < 0 ako i samo ako je

3-v13 3++13

=X=

2 2




Kako je 3 < v/13 < 4, donja ograda je < 0, a gornja izmedu 3 i 4, pa vidimo da za x € N
ovo vrijedi samo za x € {1,2,3}. Odnosno zaklju¢ujemo da je a, < a,+; ako i samo ako je
nei{l,2,3},paje

A= =0a3=0a4> 05> 0g > ...

Sada vidimo da je najveci Clan tog niza i supremum skupa S, jednak a; = %. S druge
strane, oCito a, =0 = a;, zasve n €N, paje infS, = 0. Sada moZemo zakljuciti da je
15 15

2
infS=—-:-0=0, supS=1-—=—.
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2. (12 bodova)

a) (6 bodova) Dokazitedajezaa >0 lim

n
ra) — oo,
n—+oo

b) (6 bodova) Odredite sve parametre a € R za koje je niz

~ (-1)"+acos &))"

an =
n
konvergentan.
Rjesenje:
a) Vrijedi
1+a)" _Yi (Ha* _ B _(n-pe?
n n T n 2
Iz Arhimedovog aksioma slijedi da za svaki M > 0 postoji ny € N takav da je M >
M, a onda zbog a® > 0 vrijedi i W > M, za sve n = ny. 1z ovoga slijedi traZzena
tvrdnja.
b) Uocimo da je
; -1 (1-a)tk=2 (1+a)tk
= =, Qg = —.
T ok—1 TP T a2 Y™

Kako je limy_.o, azr—1 = 0, vidimo da je 0 svakako gomiliste niza (a,). Sada trazimo
a € R tako da to bude jedino gomiliste. Iz a) dijela zakljuCujemo da ne moZe biti
a > 0 (jer inaCe limy_oo agx = +00). Dakle a < 0. Ponovno iz a) dijela vidimo da za
a <0, limy_o agx—2 = +00, pa je jedina mogucnost a = 0.



3. (12 bodova)

a) (6 bodova) Izracunajte nlirp Vn+sinn+9”.
—+00

b) (6 bodova) Dokazite da niz (a,) definiran rekurzivno s

a =1

an+1:ai+an, neN

ima limes u R ako i samo ako je ¢ € [-1,0].

Rjesenje:

a)

b)

Uocimo da je
n+sinn+9"=n-1+9">9"

zasve ne N paje

Vn+sinn+9%= /9" =9,

Dokazimo indukcijom da je n < 9" za sve n € N. Za n = 1, tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Sada je

n+1<9"+1<9"+9"=2.9"<9.9" =g+l

Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N. Kako jesinn <1
in<9"zasvakin €N, vrijedi

n+sinn+9"<n+1+9"<9"+9"4+9"=3.9"

paje

Vn+sinn+9" < ¥/3.97=9/3.

Dokazali smo

9< Vn+sinn+9"< V3-97=9V/3.
Kakoje lim /3 =1,toje lim (9+/3) =9. Po teoremu o sendvi¢u slijedi da je
n—+oo n—+oo

lim Vn+sinn+97=9.
n—+oo

Uocimo da iz a2 = 0 slijedi a,+1 = a + a, = 0+ a, = a, za sve n € N pa je niz
rastuéi za sve t € R.

= Pretpostavimo da je zadani niz konvergentan i oznac¢imo s L njegov limes.
Dokazimo da je tada nuzno ¢ € [-1,0].



Iz rekurzivne relacije a, 4+, = a,zl + a, dobivamo daje L = L? + L, odakle slijedi da
je L=0. Dakle, (ay), je rastuéi niz koji konvergira u 0 pa je 0 supremum skupa
{a, : n € N}. Stoga mora vrijediti a, <0zasve neN,aondajeit=a; <0.
Nadalje, kako mora vrijediti i a, < 0, to znaci da je > + t < 0. Kako je ¢ < 0, onda
iz togaslijedidaje t+1=0,tj. £= -1, odnosno t € [-1,0].

<= Pretpostavimo da je t € [-1,0]. DokaZimo da je tada zadani niz konvergen-
tan. Ve¢ smo dokazali da je niz rastuci pa je dovoljno dokazati da je ogranicCen.
DokaZimo matematickom indukcijom da je a, € [-1,0] za sve n € N.

Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi jer je ¢ € [-1,0]. Pretpostavimo da je a, € [—1,0]
zaneki neN. Tadaje a, <0ia,+1=0 pajenjihovumnozak a,.; = a,% +a, =
ay(a,+1)<0.

S druge strane, iz a,+1 = a, = —1 slijedi da je a,+; = —1.

Po principu matematicke indukcije vrijedi a, € [-1,0] za sve n € N.

Niz je ograni¢en i monotono rastuci pa je konvergentan.



4. (13 bodova)

a) (8 bodova) Definirajte supremum i infimum ogranienog skupa S c R. Definirajte
limes niza realnih brojeva i gomiliSte niza realnih brojeva. DokaZite da ako je (a,),

rastuci, ograniCen nizu R da je

nl_1>r+noo ap =supia,:neNj.

b) (3 boda) DokaZzite ili opovrgnite kontraprimjerom sljede¢u tvrdnju: Ako je a gomili-
Ste niza (a,), i b gomiliste niza (b,),, onda je a- b gomiliste niza (a, - by,) .

¢) (2boda) Navedite primjere konvergentnih nizova realnih brojeva (ay), i (b,,), takvih

daje b, #0zasve neNidaniz (%) divergira.
n/ln

Rjesenje:
a) Vidjeti predavanja.

b) Tvrdnja nije istinita. Uzmimo npr.

0, nparan, 1,
al’l = ) bn =
1, nneparan,

n paran,

n neparan.

Uocimo da je 1 gomiliste nizova (a,), i (b,),, dok 1-1 = 1 nije gomiliSte niza (a, - by,), jer

je an-b,=0zasve neN.

¢) Uzmimonpr. a, =1,zasveneN, b, = %, n eN. Tadasu (ay), i (by) , konvergentni nizovi.

Vrijedi
o _,
bn ’

a to je niz koji divergira.



