JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, te sluzbene formule koje ¢e student dobiti
zajedno s kolokvijem.

Zadatak 1. (10 bodova) Izracunajte:

lim &%( 31 + 31 + .+ - L ).
n=>+oo (n+1)(¥n+1+/n)  (n+2)(Vn+2+/n) 2n(V2n + /n)

Rjesenje. NamjeStamo izraz da bude jednak integralnoj sumi funkcije f(x) = m na intervalu
[0, 1]:
1< 1
I= lim —>" . .
1
dx 3
— lim — log(16) — 3log <1+\/§>
n—too Jo (14 2z)(V/14+2+1) (16)



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

Zadatak 2. Promatramo funkciju f : [0, +00) — R definiranu s
zlnz
T oong) > 07
fo) =4 Varap ©
1, x = 0.

a) (4 boda) Dokazite da je funkcija f integrabilna na svakom ograni¢enom intervalu [a, b, za 0 < a < b.

b) (6 bodova) Izracunajte [; f(x)dx.

¢) (5 bodova) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala f;roo f(z)dx.

Rjesengje.

a) Ako je a,b > 0, tada je na intervalu [a,b] funkcija neprekidna pa je i integrabilna. Promotrimo
jos slu¢aj a = 0, odnosno, promotrimo primjerice interval [0, 1]. Uoc¢imo da je lim, .o % =
€T
pa je funkcija ograni¢ena na intervalu [0, 1] i ima prekid prve vrste u samo jednoj tocki: =z = 0 (u
ostalim to¢kama je neprekidna). Prema korolaru s predavanja znamo da je takva funkcija Riemann
integrabilna na tom segmentu, tj. na intervalu [0, 1].

b) Parcijalna integracija.

c) Usporedba s integralom funkcije i% koji je konvergentan.
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Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

Zadatak 3. (12 bodova) Ispitajte konvergenciju reda

S (1 D).

Rjesenje. Oznacimo a,, = % Vrijedi 0 < a, <1, te

. Api1 . 3n+1 3
1 =1 =-<1
171;11 an 17?14714—1 4

pa red
+oo

>

n=1

konvergira i lim, a,, = 0. Sada, zbog lim, o *>* = 1 imamo

. sina
lim |

n an

pa dani red konvergira.
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Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

Zadatak 4. (13 bodova) Razvij funkciju u red potencija oko 0 i odredi radijus konvergencije

f(z) = In(1 + 22 — 327).

Rjesenje. Oko 0
f(x) =In(1+22 —32*) =In(1 — 2)(1 + 32) = In(1 — ) + In(1 + 32)
=) (=~ =2, Z(—l)"*%

n

_ Z Shisl(Cl by

Kako je 23" < (—1)" + 3" < 3"™ lim,(5)"/" = 1 i lim, n'/" = 1 imamo

(=)™ (=D 39"

n n

lim
n

Slijedi R = 1.
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MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, te sluzbene formule koje ¢e student dobiti
zajedno s kolokvijem.

Zadatak 1. (10 bodova) Izracunajte:

)—l— )—l—

lim \?’/ﬁ( ! ! + L )
n=>+oo (n+D)(Vn+1+¢n) m+2)(Vn+2+n 2n(V/2n + /n)

Rjesenje. Namjestamo izraz da bude jednak integralnoj sumi funkcije f(x) = m na intervalu
[0, 1], s obzirom na ekvidistantnu subdiviziju z; = %, oy =2 (h= %, a f je neprekidna funkcija pa je
integrabilna na ograni¢enom intervalu [0, 1]):
1< 1
I = lim — : -
RS (14 1) (3 1+g+1>
=l b D f)
1
dx
~ lim — log(16) — 3log (1+ V2)



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

Zadatak 2. Promatramo funkciju f : [—1, +00) — R definiranu s

(z+1) In(z+1) r>—1
flz) = (I+(z+1)2)2 ’

—1, r=—1.
a) (4 boda) Dokazite da je funkcija f integrabilna na svakom ograni¢enom intervalu [a, b], za —1 < a < b.
b) (6 bodova) Izracunajte foe_l f(z)dzx.

c) (5 bodova) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala f;roo f(x)dx.

Rjesenge.

a) Ako je a,b > —1, tada je na intervalu [a, b] funkcija neprekidna pa je i integrabilna. Promotrimo jos
slu¢aj a = —1, odnosno, promotrimo primjerice interval [—1,0]. Uoc¢imo da je lim,_, % =
0 pa je funkcija ograni¢ena na intervalu [—1, 0] i ima prekid prve vrste u samo jednoj tocki: = —1 (u
ostalim tockama je neprekidna). Prema korolaru s predavanja znamo da je takva funkcija Riemann

integrabilna na tom segmentu, tj. na intervalu [—1, 0].

(z+1)

b) Parcijalna integracija: v = In(zx + 1), dv = NP

1
3
(z+1)2

c) Usporedba s integralom funkcije koji je konvergentan.
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Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

Zadatak 3. (12 bodova) Ispitajte konvergenciju reda

X [1-6-...-(5n—4)
;tg(1.7-...~(6n—5)

Rjesenje. Oznacimo a,, = 1'6""'(5"_4;. Vrijedi 0 < a, <1, te

17-..-(6n—5

. Qn41 . on+1
lim = lim —
noa, n 6n—+1

pa red
+oo
> an
n=1
konvergira i lim,, a,, = 0. Sada, zbog lim,_, thm = 1 imamo
tg a
lim 22" =
n an

pa dani red konvergira.
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Drugi kolokvij — 26. lipnja 2024.

Zadatak 4. (13 bodova) Razvij funkciju u red potencija oko 0 i odredi radijus konvergencije

g(x) = In(1 + 4z — 52?).

Rjesenje. Oko 0
g(x) = In(1 + 4z — 52*) = In(1 — 2)(1 + 5z) = In(1 — z) + In(1 + 5z)

= Z(—l)”‘l—(_s)n + Z(—m—l%

_ Z Rhal(Cl, b5

Kako je 15" < (—1)" + 5" < 5" lim,(3)"/" = 1 i lim, n'/" = 1 imamo

(=)™ (=D 45 [

n n

lim
n

Slijedi R = 1.
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