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Uvod

Neki od vas nisu sluSali Numericku matematiku u 4. semestru, neki od vas slusaju sada, neki od vas je veé jesu
slugali. Neovisno o emocijama koje gajite prema tom kolegiju, postoje zadatci na natjecanjima koji, uz ne jako
siroko znanje teorije numeriCke matematike, olakSavaju rjeSavanje zadataka. Ti zadatci ¢esto su na natjecanjima
okarakterizirani teSkima. Vjerojatno zato §to nag fakultet ima natprosjecan pristup numerickoj matematici, pa
su nase "osnove" drugima "za one koji Zele znati vise".

1 Interpolacijski polinom

Znamo da je skup svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog n (uz standardne operacije zbrajanja i mnozenja
skalarom) vektorski prostor P,, dimenzije n + 1. Stoga je za oekivati da moZemo naéi polinom upravo takvog
stupnja koji zadovoljava p(z;) = y;, i = 0,...,n, za neke razli¢ite realne x,...,z, i realne yq,...,y, jer smo
zadali to¢no n + 1 uvjeta na taj polinom p. Taj problem zovemo problem interpolacije. Takav polinom uistinu
postoji.

Jedan nacin za dokazati da postoji takav (jedinstveni) polinom je koristenjem ¢injenice da je skup {1, z,22,..., 2"}
baza za P,. Koeficijente ag,...,a, u polinomu

p(a:) = ao+a1x+a2x2+...+anxn

nalazimo rjeSavanjem sustava

1 i) e .’L’g aon Yo
1z ... 2¥) |as Y1
1 =z, ... 2] |an Un

Sustav ima rjeSenje jer je matrica sustava regularna za razliCite x;-jeve, njena determinanta je tzv. Vandermon-
deova determinanta.

Drugi nacin da vidimo da postoji interpolacijski je da odaberemo bolju bazu. Za vektorski prostor P postoji

mnogo odabira baza, pa mozemo odabrati onu bazu polinoma {ly,l1,...,l,} za koju vrijedi l;(z;) = §; ;. Ta
baza dana je s
T —x,;
li(x) = 1
(@) H T — Tj
J#i

Baza nema lijep zapis, no nepoznati skalari koji mnoze elemente baze u problemu interpolacije su trivijalni:
naime polinom

p(x) = Li(x)y,
=0

zaista zadovoljava p(x;) = y; za sve i € {0,1,...,n}. Zadnja formula formula je za Lagrangeov interpolacijski
polinom.

Napomena 1. Iako ime sugerira drugacije, Lagrangeov (pa kasnije i Newtonov) interpolacijski polinom nisu
polinom koji se razlikuje od interpolacijskog polinoma danog u standardnoj bazi. To je uvijek jedan jedinstveni
interpolacijski polinom, dan w drugacijoj bazi. Zato bi ispravnije bilo reéi Lagrangeov zapis interpolacijskog
polinoma.



Dakle, sad smo obradili dva slucéaja: rjeSenje interpolacijskog problema mozemo traziti u kanonskoj bazi ili
Lagrangeovoj bazi. S jedne strane imamo vrlo jednostavnu bazu, ali kompliciran naéin trazenja skalara, dok
s druge strane imamo kompliciranu bazu, polinome s kojima je tesko baratati u zadatcima, ali s druge strane
koeficijenti su vrlo lijepi. Zato ¢emo ponuditi i tre¢u moguénost, koji bi trebao biti kompromis ove dvije baze.

Ponovno fiksirajmo razli¢ite xg, ..., z,. Biramo bazu
{1, (z —xzg), (x —zo)(x — 1), ..., (. —20) ... (T — XTp—1)},
te je formula za interpolacijski polinom dana s
p(x) = [yol + [yo, yal(x — o) + [yo, y1, y2l(x — o) (x — x1) + -+ [yo, y1, - -, Yul (@ — @0) ... (z — @p1).
Izrazi oblika [y;, Yit1,-..,Yj—1,Y;] zovu se podijeljene razlike, te se nalaze rekurzivno po broju ¢lanova:

Yit1s - Yi) — [Yis -5 Yj—1
[yl} = yi7 [yi,...,yj] = [ ? ]} [ 7 gl ].
Tj — T4

Ovakav polinom nazivamo Newtonovim interpolacijskim polinomom. Primjer izgradnje podijeljenih razlika vidjet
¢emo u primjeru.

Primjer 1.1 . Nadimo Newtonov interpolacijski polinom koji prolazi tockama (1,2), (3,4), (8,—1), (10,0).
Baza polinoma je {1, (z — 1), (x — 1)(z — 3), (x — 1)(x — 3)(z — 8)}. Koeficijente nalazimo iz tablice i algoritmu
nalik na punjenju Pascalovog trokuta. Popunjevamo razinu po razinu prema formuli, samo Sto je konvencija da
se trokut postavlja s bazom poloZenom vertikalno, te popunjavamo slijeva nadesno. Prvo pisemo x;-jeve, desno
u odgovarajuéim retcima njihove vrijednosti (y;-jeve), a onda radimo trokut.

[0, y1] = % =1

ro=3 y=4 o, y1,92) = T = 2
3 _ -2

1.ye] = 5+ = -1 L (1) Yo, y1,y2. 93] = o1 = 15
T2=8 yp=-1 Wi, y2, 93] = 255~ = o

[y, ys] = o = 1
z3=10 y3=0

Rjesenje ¢itamo iz najgornjeg reda:
2 1
plz)=2+1(z—1) — ?(x —1)(z—3) - Ts(x —1)(z — 3)(z — 8).

Dakle, prednost Newtonovog algoritma je §to nudi neki kompromis izmedu komplicirane formule za bazu poli-
noma i formula za koeficijente. S druge strane, postoji jo§ jedna prednost: pomocu tog algoritma lako mozemo
zadati vrijednosti polinoma u tockama x;, ali i vrijednosti nekih derivacija proizvoljnog reda. Opcenito vrijedi
sljedeéi teorem:

Teorem 1 (Hermite). Neka su xq, ...,z razliciti realni brojevi, ro,...,r, neki nenegativni cijeli brojevi, te
ygj) wkupno n :=rqg+ -+ + rx + k + 1 realnih brojeva, gdje indeksi idu 0 < j < r;, 0 < i < n. Tada postoji

jedinstveni polinom p stupnja manjeg ili jednakog n — 1 takav da je p\9)(x;) = y§j), za sve 0 < j<r;, 0<i<n.

Algoritam za pronalaZzenje takvog polinoma analogan je onom za trazenje Newtonovog interpolacijskog polinoma,
uz napomenu da svaku tocku x; u tablicu stavljamo r;+1 puta, te podijeljena razlika u kojoj se m puta pojavljuje

f(m_l)(xi)

(m—1)! "~
Primjer 1.2 . Nadimo polinom najnizeg stupnja za koji vrijedi f(0) =0, f'(0) =1, f’(0) = -2, f(1) = 2.
Baza u kojoj trazimo rjesenje je {1, (z — 0), (z — 0)%, (z — 0)3}, a podijeljene razlike trazimo rekurzivno

isti broj [y, ..., y;] mijenja se s

0 [yo] =0
[yo,v1] = f'(0) =1 )
0 [yo] =0 Yo, y1, 2] = L 2(0) =-1
[y1,92] = f(0) =1 [Yo, Y1, Y2, Y3] = %}1) =2
0 [yo]=0 [y1,y2,93) = 3=5 =1
[y2,ys] = 2=% =2
1 [yl] =2



Rjesenje ponovno citamo iz prvog reda:

f(@)=0+az+ (—1)2? + 223

Zadatak 1.
Dokazi da za sve normirane polinome f(x) stupnja n — 1 i razli¢ite realne brojeve ay,- - ,a, vrijedi
n

Z f(ai) —1

= 10 — ay)
Rjesenje.
Izraz u zadatku neodoljivo podsjeca na Lagrangeov interpolacijski polinom, i on se sam poziva da rijesi zadatak. Sjetimo
se, interpolacijski polinom p stupnja manjeg ili jednakog n — 1 za funkciju f u to¢kama aq,...,an, je

= (e —ai)
p(z) =Y =2 f(a).

= 10 —aj)

U naem slucaju, funkcija f koju Zelimo interpolirati veé¢ jest polinom stupnja najvise n — 1, pa je jednaka svom
interpolacijskom polinomu. Jedina informacija koju jo§ nismo iskoristili je da je normiran, a to rjeSava zadatak. Naime,
lako se vidi da ako Zelimo u Lagrangeovom polinomu naéi vodeéi koeficijent, treba primijetiti da brojnik svake bazne
funkcije ima vodeci koeficijent 1 i to uvrstiti u sumu.

Takoder, Lagrangeov interpolacijski polinom ponekad je korisno pisati i u formi

n

=D Ty w, e (@@

k=1

gdje je w(z) = (x —a1) -+ (x — a,). Upravo to ¢emo iskoristiti u sljede¢em zadatku:

Zadatak 2.
Neka su 1, . .., z, razlifiti realni brojevi i koji nisu jednaki niti 0 niti —1. Ako je w(x) = (z —z1)--- (z — xn),
dokazi .
ka 1/$k) n—1
= (1)1 — 21 - ).
Zl w 1 + xk) ( ) ( Ty )
Rjesenje.

Ovaj zadatak je manje direktan od proglog. Za pocetak, nije nam dan niti jedan polinom koji bismo trebali interpolirati.
Omno §to nam hintira kako odrediti taj polinom su brojnici u pribrojnicima sume na lijevoj strani. Dakle, naivni pokusaj
je da stavimo p(z) = z"w(1/z). No, to je polinom stupnja n, za koji interpolacijska formula nije egzaktna:

w(l/z) =1 —zx1) - (1 — z2p).

Popraviti ideju moZemo na dva nacina: ili poveéati broj interpolacijskih toc¢aka (recimo ubaciti 0 ili —1), ili smanjiti
stupanj gore napisanom polinomu tako da mu oduzmemo neki polinom stupnja n s istim vodeé¢im koeficijentom. Napravit
¢emo ovo drugo: definiramo

p(@) = 2"w(1/z) + (~1)"(1 = 21 -+ wa)r(2),
gdje je r(x) neki normirani polinom stupnja n koji ¢emo kasnije definirati.
Uvrstavanjem toga u Lagrangeov interpolacijski polinom, i evaluacijom u tocki —1 (3to je logi¢no gledajuéi nazivnik),
dobivamo jednakost

2 p(—1) " zPw(l/z) (=) ey ()
o ZW’(;k)(l-FIk) > k)L +ak)

k=1 (
Ovo vrijedi za svaki normirani polinom r(z) stupnja n. Da bismo dobili formulu iz zadatka, treba odabrati najpovoljniji.
To mozemo ili tako da namjestimo da je p(—1) = 0, ili bolje, tako da stavimo da su svi r(xx) = 0. Dakle, stavimo
r(z) = w(z). Sada je cijela druga suma na desnoj strani jednaka nuli, a uvritavajuéi u definiciju polinoma p(z) vrijednost
—1 dobivamo traZzenu jednakost.



2 Cebisevljevi polinomi

Sljedeca tema predavanja su najpoznatije familije rekurzivno zadanih polinoma.
Definicija 1. C’ebi§evljevi polinomi prve vrste zadani su rekurzivnom relacijom

To(z) =1, Th(x) =2, Thyi(x) = 22T, (z) — Tho1(z),n € N,
dok su C’ebi§evljevi polinomi druge vrste zadani sa

Up(z) =1, Ui(z) =2z, Upy1(z) = 22U, (2) — Up—1(x),n € N.

Popis nekoliko prvih Cebiéevljevih polinoma:

TQ(SL’) =1 Uo(l’) =1
Ty(z) =z Ui(z) =2z
To(z) =222 -1 Us(z) = 42 — 1
Ts(x) = 423 — 3z Us(z) = 82 — 4z
Ty(x) = 8z* — 822 + 1 Us(z) = 162* — 1222 + 1
Najbitnija njihova svojstva proizlaze iz sljedece leme.
Lema 1. Za sve ¢ € R vrijedi
_ __sinngp
T, (cos p) = cosnp, Up_1(cosyp) = g

Dokaz. Uvedimo pokratu y := cos ¢. Dokaz se temelji na indukciji i jednostavnim trigonometrijskim identite-
tima. Primjerice, za T,, imamo (za U, (z) ide sli¢no)

cos(n + 1)p 4 cos(n — 1) = 2 cosny - cos p,

odakle je
cos(n + 1)p = 2cosngcos p — cos(n — 1) = 2yT,(y) — Tm1(y) = Trt1(y).

Iz te leme dobivamo zatvorene formule za nultocke:

2k —1 k
i (Ty) = cos( 5 7r) , x(Up) = cos (n+ 17r) k=1,...,n.

n

Takoder, vrlo lako se vidi i da su tocke u kojima jedni Cebiéevljevi polinomi postizu lokalne ekstreme upravo
nultocke onog drugog polinoma (s odgovaraju¢im pomakom na indeksima).

Dodatno, za Cebiéevljeve polinome prve vrste vrijedi i sljedece:

o m (L)) =L ).

Drugo svojstvo koje se takoder koristi na natjecanjima:

Teorem 2. Za sve normirane polinome stupnja najvise n vrijedi nejednakost

1
> —,
Jnax (@) 2 5

gdje se jednakost postize samo za T, (z)/2" L.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, postoji polinom w(z) stupnja najvise n za koji vrijedi suprotna nejednakost.
Definirajmo f(x) = T,,(x)/2" !t —w(x). Kako je |w(x)| < 1/2"~1, u svim totkama u kojima polinom T}, (z)/2" !
poprima apsolutnu vrijednost vrijednost, funkcija f,(x) ima jasno definiran predznak u ekstremima od T, (x).
Konkretno: ok ok 1 1
_|_
f(x)>0zaz= cos—ﬁ7 flx) <0za z= COSQ.
n

Tako smo za polinom f koji je stupnja najvise n — 1 nasli n + 1 tocku u kojoj on promijeni predznak, pa po
neprekidnosti ima barem n nultocaka. Kontradikcija.



Generalizacija gornje tvrdnje:

Teorem 3 (Markov brother’s inequality). Neka je p(x) polinom s realnim koeficijentima stupnja n. Tada je

2(2 2 2 2
B <« P2 =)0 —4)--- (0 — (k- 1)%)
_max [p(z)] < 135 (@k—1) _max [p(z)].

Jednakost se postiZe za polinom T, (x).

3 SVD dekompozicija

Na predmetima iz linearne algebre naucili smo da se neke matrice daju dijagonalizirati. Dijagonalu joj ¢ine
svojstvene vrijednosti. To svojstvo je istinito za dosta malu skupinu matrica: matrica mora biti kvadratna, i to
ne bilo kakva, a tek ako je normalna znamo da joj svojstveni vektori mogu biti izabrani tako ¢ine ortonormiranu
bazu.

Teorem 4. Dana je matrica A € R™*™. Tada postoje unitarne matrice U € R™*™ 'V € R"*"™ te "dijagonalna”
3 € R™*" 5. jednaka nuli osim na vrijednostima X;; gdje ima vrijednosti o1 > 02 > -+ 2 Opmin{m,n} takva da

j€e
A =UxVvT.

Gorngi rastav zovemo singularna dekompozicija matrice (eng. singular value decomposition), ili krace SVD.
Vrijednosti o1, ..., Omin{m,n} nazivamo singularne vrijednosti matrice A, a stupce matrica U i 'V zovemo lijevi
1 desni singularni vektori pridruZeni tim vrijednostima.

Napomena 2. Pogledajmo neka svojstva na prou:

e Dakle, ova dekompozicija postoji za sve matrice A. Dapace, isto se moZe napraviti i za matrice iz C™*",
Tada se u jednakosti transponiranje mijenja s hermitskim adjungiranjem, no matrica X i dalje ima realne
(i nerastuce) vrijednosti. Matrica ne mora biti kvadratna, ne mora imati spektralnu dekompoziciju i slicéno.

o Kako svaka A dopusta singularnu dekompoziciju, moZemo pisati primjerice
AAT =Uuzvi(uzvhHT =uExh)u’.

Matrica X7 je dijagonalna, elementi su joj kvadrati singularnih vrijednosti. Primijetimo da smo time
dokazali da su singularne vrijednosti kvadrati svojstvenih vrijednosti matrice AAT. Posebno, singularne
vrijednosti normalne matrice su apsolutne vrijednosti njenih svojstvenih vrijednosti.

Pogledajmo jo§ neka svojstva SVD-a.

Propozicija 1. Neka je A = UXVT singularna dekompozicija matrice A. Tada je rang matrice A jednak
broju ne-nul singularnih vrijednosti. Slika od A razapeta je stupcima matice U koji ne pripadaju singularnim
vrijednostima nula, a jezgra stupcima matice U koji pripadaju singularnim vrijednostima nula.

Prisjetimo se matri¢nih normi. Za broj 1 < p < 0o i vektor x € R” definiramo normu reda p kao
n 1/17
1l := <Z |$i|”> ;
i=1

Ix]|oo :== max |a].
i=1,..

ERRRE)

azap=o0

Opcéenitu matricu A € R™*™ isto moZemo promatrati kao vektor i na jednak nacin definirati normu. Tako
time dobivamo matri¢ne norme (i sve norme na kona¢nodimenzionalnom prostoru su ekvivalentne), to se rijetko
radi u praksi. Jedina iznimka je za p = 2, koju zovemo Frobeniusova norma. Ona se veze i uz odgovarajuci
Frobeniusov skalarni produkt

(A,B) = tr(ATB).

Umjesto toga, kada pri¢amo o matri¢noj normi reda p, mislimo na sljedec¢u definiciju:

A
1A ], = max I2XLe _ s Ax, = ma (1 4x),.
x#A0 |Ix|[p,  Ixll=1 i<



Ovakve norme zovemo operatorskima, i opéenito za njih vrijedi
IAB|| < [|A]l- B
za sve pravokutne matrice za koje je dobro definiran umnozak AB.

Sto se tice operatorskih normi, najc¢escée se koriste za p = 1,2, 00. I dok za p = 1, co postoje jednostavne formule
za rac¢un odgovarajuée norme (maksimalna suma apsolutnih vrijednosti u nekom stupcu/retku), za p = 2 nije
tako jednostavno za racunati. Zato je korisno da postoji sljedeéi rezultat.

Propozicija 2. Neka je A = USV7T singularna dekompozicija matrice A. Tada je Frobenisova norma matrice
A jednaka korijenu sume kvadrata singularnih vrijednosti matrice A. Matricna norma reda 2 (||A||2) jednaka
je singularnoj vrijednosti o1 .

Primijetimo jo§ jednu posljedicu SVD-a, koja se da nevjerojatno lako dokazati.

Primjer 3.3 . DokaZimo da se svaka matrica ranka v da zapisati kao zbroj r matrica ranga 1.
Ako oznacdimo suy,...,u, i vy,..., Vv, prvih v stupaca matrica U i 'V iz SVD-a od A, te uocimo da je matrica
xy T matrica ranga 1, tada je lako za vidjeti da vrijedi

-

T

A= E oW vy .
i=1

Postoje jos mnoga zanimljiva svojstva ove dekompozicije. Jedno od njih korisno je i u "stvarnom" zivotu.

Teorem 5 (Ekhard, Young, Mirsky). Dana je matrica A € M™*™ ranga r te prirodan broj k < r. Tada za
svaku matricu K € M™*™ ranga k vrijedi

A - K2 > g1,

gdje je o; i-ta po velicina singularna vrijednost matrice A. Jednakost se postize za matricu K = UX, VT, gdje
su U, 3 i V matrice iz SVD za matricu A, a X dobivena brisanjem svih osim prvih k singularnih vrijednosti
12 3.

Zamislimo da se umjesto o matrici radi o nekoj slici pospremljenoj na ra¢unalu. Ona je ogromna matrica (reda
N) u kojima su upisane primjerice RGB vrijednosti u odgovarajuéem pikselu. Jedan nain komprimiranja njene
slike je da umjesto te slike (= matrice A) pamtimo neku njenu aproksimaciju Ay, uz k << N, tj trebamo samo
zapamtiti prvih k£ singularnih vrijednosti i prvih & singularnih vektora, §to je mnogo manje podataka. S druge
strane, kvaliteta slike ¢e biti ne§to manja, no ovakav algoritam daje zacudujuce dobre rezultate. Analogan
algoritam moZe se napraviti i za probleme predikcije.

Sva ova pri¢a o SVD-u dana je zato §to je na izbornom natjecanju za Vojtech Jarnik jednom dan zadatak koji
se s SVD-om da lako rijesiti.

Zadatak 3.
Dana je fiksna realna kvadratna matrica A reda n. Pretpostavimo da ortogonalna matrica Q reda n maksimizira
tr(QA). Dokazite da je tada matrica QA simetri¢na.

Rjesenje.

Neka je A = USXVT SVD dekompozicija matrice A. Ako je A nul-matrica, tvrdnja je trivijalna pa pretpostavimo da je
E > 1 najveéi indeks takav da je o, > 0. Iz poznatog svojstva traga tr(MN) = tr(NM) i uz supstituciju R = VI QU
imamo

tr(QA) = tr(QUEV’) = tr(VI' QUX) = tr(RX).

Primijetimo da je R = [r; ;] zapravo ortogonalna matrica reda n koja maksimizira

n k
tr(RX) = me,, = th.;n
=1 =1

Bududi da je r;; < 1, gornji izraz je najviSe Z;‘;l o; 1 jednakost se postize samo u slucajevima kada je r;; = 1 za
1 =1,2,...,k, Sto ima za posljedicu da je prvih k£ stupaca od R upravo prvih k vektora kanonske baze od R"™. Odavde
se odmah vidi R¥ = 3 te je zato

QA = QUEV' = VREZV" = vV’

$to je ofito simetri¢na matrica.

SVD je opéenito moéna dekompozicija, no nije svemoguca, i daleko od toga da je jedina. Jo§ neke dekompozicije
(pored SVD i spektralne) koje ¢ete ¢uti tijekom studija su: dekompozicija Choleskog, Schurova dekompozicija,
polarna dekomporzicija, LU faktorizacija, QR faktorizacija, Jordanova dekomporzicija, ...



4 Spektri matrica AB i BA, argument neprekidnosti

Dokazimo sljede¢u zanimljivu tvrdnju:

Teorem 6. Dane su matrice A € M™*" B € M"*™. Tada matrice AB i BA dijele nenul svojstvene
vrijednosti racunajuéi kratnost.

Pokazat ¢emo dva dokaza, s time da ¢e nam drugi biti zanimljiviji.

Dokaz. Mozemo se uvjeriti da vrijedi sljede¢a matri¢na jednakost:
I, A] '[AB 0][L, A] [0 o
0o I, B o0/|0 I,/] |B BA

Odavde zalju¢ujemo da su matrice {%B g} i []g BOA] slicne, pa dijele spektar. Njihovi spektri su spektri

matrica AB i BA, i jo§ neke nule.
Dokaz. Za tren simulirajmo gornji dokaz u jednostavnijem formatu. Opet ¢emo dokazati koriste¢i sli¢nost da
matrice dijele spektar.

Pretpostavimo da je m = n, i da je A regularna. Onda mozemo pisati
AB = A(BA)A™ 1,

odakle zaklju¢ujemo sli¢nost.

Pokusajmo ovo iskoristiti u dokazu i za singularnu A. Ideja je da ako je A singularna, da je za sve dovoljno
male € > 0 matrica A, := A + €I regularna. To je posljedica toga §to A. nije regularna samo u svojstvenim
vrijednostima od A, kojih je kona¢no mnogo. Gornji rezultat mozemo iskoristiti tako da zakljucimo da za sve
male € > 0 matrice A.B i BA_. dijele spektar (dapace, sli¢ne su). Zelimo nekako pustiti € — 0. Najlakse je to
koriste¢i karakteristi¢ne polinome: za sve male € > 0

det(AI, — A.B) = det(A\,, — BA,).

Za fiksan A, gornje funkcije po e su neprekidne (jer se radi o polinomima), pa moZemo obje strane pustiti u
nulu, i zakljuditi
det(A\I,, — AB) = det(\L,, — BA),

¢ime je dokaz za kvadratne matrice gotov. Ako je BSO m < n, onda nadodamo odgovarajuée nule, tj. iskoristimo

dokazano za A; = {13], B, =[B 0].

Ovaj nacin dokazivanja moZemo koristiti i inace. Za opcéenitu tvrdnju

e prvo dokazemo za regularne matrice;
e zamijenimo singulanu A s A, := A +¢<I;

e nadi nacin kako zakljuciti tvrdnju pustanjem ¢ — 0.
Pogledajmo to na jo§ jednom primjeru:

Zadatak 4.
Dokazite da za adjunkte kvadratnih matrica A i B vrijedi adj(AB) = adj(B) adj(A).

Rjesenje.
Mozda ovo ima i direktan dokaz, koriste¢i definiciju adjunkte, ali vjerojatno je odvratan. Koristimo formulu za inverz
(regularne) matrice X vrijedi formula X = (1/det X) - adj(X).



Ako Zelimo iskoristiti gornju formulu, prvo trebamo pretpostaviti da su obje matrice A i B regularne. U tom slu¢aju im
je i umnozak regularan te imamo
1

(AB) '=B'AT" = ——__adj(AB) =

det(AB) adj(B) adj(A).

1 1
det(B) det(A)
Tvrdnja slijedi direktno iz Binet-Cauchyjevog teorema.

Neka su sada A i B singularne. Tada su A, i B regularne za sve dovoljno male e.

Iz definicije adj(X) (na mjestu (i,7) se nalazi (—1)"*7 pomnoZeno s determinantom (n — 1) x (n — 1) matrice X iz koje
smo prekrizili i-ti stupac i j-ti redak) vidimo da je ona polinom svojih matri¢nih elemenata. Posljedi¢no, ¢ — adj(A.)
je neprekidna funkcija svojih matri¢nih elemenata. Zato u jednakosti

adj(A:B.) = adj(B:) adj(A.)

isto vrijedi da se na svakom mjestu (7, ) nalazi neprekidna funkcija po £, pa ju smijemo pustiti u 0, ¢ime dobivamo
tvrdnju.
Domaca zadaca

Da bi se zadaca smatrala rijeSenom, treba rijesiti barem cetiri od navedenih sedam zadataka. Predajete ju
putem maila (slikanu ili skeniranu), rok je 2 tjedna od predavanja.

DZ 1. Za fiksan n > 2 i realan parametar a odrediti sve razlicite kompleksne brojeve x1,...,x, takve da
vrijednost izraza
w(a)
M(a) = ma , S S
(a) k:l,..).(,n ‘pk(a)l pk(a') w’(a)(m — xk)
bude najmanja moguca.
DZ 2. Neka su ag,ay,...,a, realni brojevi takve da je za sve x € [—1,1] |ag + a1z + - - - a,z™| < 1. DokaZi da
je tada i za sve x € [—1,1] |ay + ap—17 + - - apx™| < 2771,
DZ 3. Neka su 1,...,%n, n = 2 razliciti realni brojevi iz intervala [—1,1]. DokaZi da je
1
= > 2n—2
i + L )

gdje je t; = Hj;éi |z — @il.

DZ 4. Dane pravokutne matrice A,B € M™*" za koje vrijedi ATA = BTB. DokaZi da postoji ortogonalna
Q € M™*™ takva da je A = QB.

DZ 5. Dane su simetricne matrice A i B. DokaZite da vrijedi tr(AB)? < tr(A2B?). Kada vrijedi jednakost?

DZ 6. U ovisnosti o parametrima x1,...,Tn,Y1,.-.,Yn i2racunajte vrijednost determinante
I+ziyn wiy2 .. T1Yn
Zay1 L+zoy2 ... ZL2Yn
Tny1 Tpy2 .. L+ anyn

DZ 7. Dokazite Ekhard—Young—Mirskyjev teorem.

DZ 8. Za proizvoljnu kvadratnu matricu A reda n kojoj su svojstvene vrijednosti A1, g, ..., A, odredite (uz
dokaz) svojstvene vrijednosti matrice adj(A).
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