MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi ispitni rok - 1. srpnja 2024.

|ZADATAK 1]

(20 bodova) Za a,b € R? definiramo linearan operator T, ; € L(R?) s
Top(a) = (2. b)a.
(a) U ovisnosti o a i b odredite rang i defekt danog operatora.

(b) Ako je a =b=(1,1,1), odredite T9*".

Rjesenje:

(a) Ukoliko je jedan od vektora a, b jednak 0, tada je T, = 0, pa je r(T,p) = 01d(Ty,) = 3.
Inace, kako je ocito ImT,;, < [{a}], vidimo da je za a,b # 0 slika to¢no jednaka [{a}],
paje r(Typ) =1 te d(Ty) = 2.

(b) Oznacimo s (e) kanonsku bazu za R3. Tada je

Tmb(e) =

—_ = =

11
1 1|,
11

pa nakon dijagonalizacije ove matrice u obliku T, ,(¢) = SDS~! dobivamo

1 -1 1 00020241 -1 2 -1 111
T2e)= |1 0 1| [0 0 0] S|-1 —1 2[=398{1 1 1| =3%%7,,(),
o 1 1lloosl 3|1 1 1 111

pa vidimo da je T 9" = 320%T, ;.
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|ZADATAK 2|

8 ﬂ | a,b,c € R}, sa skalarnim produktom

(A, B) = tr(AB").
Neka je & € L(V) odreden djelovanjem

oo )=l = () =6 o (loa)=b o)

(a) (10 bodova) Odredite ®* ({8 ’j)

Neka je dan vektorski prostor V' = { [

(b) (10 bodova) Odredite &~ ([g ﬁD

RjeSenje: Odredimo @ gdje je (e) = {61 = Ll) 8} €2 = {8 (1)} €3 = {8 (1)} }

Neka je )
0 4 -1 2 11
Sada je
1 0 1 [0 —1 1 -1 1 -3
Q=10 -1 =1|, Iep=14 2 1|, teizracunamo (I(e,f))_l =11 =1 4
0 1 0 1 1 0 2 -1 4
Slijedi
1 0 1
(I)(e) = @(qf)[(ﬁe) = cI>(evf)(I(67f))—1 = | -3 2 -8
1 -1 4
Oznacimo z = | b .
0 c
a) Baza (e) je ONB pa vrijedi (®*)) = (®(e))*, odnosno (®*) ) = (P))* 2 (). Dakle
1 -3 1 a a—3b+c
@) =10 2 —1||b| =] 2-c | = o ({3 bD - [a_?(’)b” R }
1 =8 4] |c a—8b+ 4c ¢ a c
b) Vrijedi (q)—l)(e) = (q)(e))_l, odnosno ((I)_ll‘)(e) = (<I>(e))_1x(e). Dakle
0 —1 -2 a —b—2c
@)= [4 3 5| |0] =|dat30+5c] = o ([g ’;D - [_ba% 4312?2‘26} |
1 1 2 c a+b+ 2c
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|ZADATAK 3|

Neka je M = {(y1,92,ys,91) € R*: y1 — 9o = y3 — ya = 0} <R™.
a) (8 bodova) Odredite ortonormirane baze za M i M*.
b) (8 bodova) Odredite skup
N ={y e R": d(y, M) = d(y, M)},
gdje je d(y, M) udaljenost vektora y od potprostora M.
¢) (4 boda) Vrijedi li N < R*?

RjesSenje: Ortonormirana baza za M je dana sa:

(e, e0) = {%(1, 1,0,0), i?(o,o, 1, 1)}.

Vrijedi:
M*={yeR": (y,e1) =0, (y,e2) =0} =[{(1,-1,0,0),(0,0,1,—1)}].
Ortonormirana baza za M~ je dana sa:

1 1
{63, 64} = {ﬁ(L —1, 0, 0), E(O, O, 1, —1)}

Proizvoljni vektor y = (y1, ¥, y3, y4) € R? moZe se prikazati kao y = a + b, gdje je

1

a=(y,e1)er + (y,ex)es = 5(311 + Y2, 1 + Y2, Y3 + Ya, Yz + Y1) € M,
1

b= (y,es)es + (y,es)eq = i(yl — Y2, Y2 — Y1, Y3 — Ya, Ya — Y3) € M+

Sada imamo

v €N e dy,M)=dy,M") < |b]|* = ||al”
1 1 1 1
A §(y1 - y2)2 + §(y3 - y4)2 = 5(?/1 + y2)2 + 5(93 + y4)2
< y1y2 + yzys = 0.

Dobivamo da je N = {(y1,y2,¥3,vy1) € R*: 190 + y3y4 = 0}. Skup N nije zatvoren obzirom
na zbrajanje (npr. (1,0,0,0),(0,1,0,0) € N, ali (1,1,0,0) ¢ N). Dakle, N nije potprostor
od R%.
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|ZADATAK 4]

(20 bodova) Svedite formu
q(x,y,2) = 2% + 2y + 22% + 2wy — 212

na kanonski oblik, odredite joj definitnost te zapisSite nove koordinate pomocu starih.

Rjesenje.
1 1 -1 T

ZaA=1|1 2 0 |iv= |y| vrijedi q(z,y,z2) = (Av,v).
-1 0 2 z

Izra¢unamo ks(A) = —A3 + 5\ — 6 = —A(A — 2)(A — 3). Dakle o0(A) = {0,2,3}. Forma je
pozitivno semidefinitna. Odredimo svojstvene potprostore.

2 2 1
A—0Nv=0 = v e -1 vy = | —1 U1 1= ——1
( b ) 9
1 1 ||U1||
([0 [0 1
(A=2l)v=0 = v € 1 , vy = |1, Oy := ——uy,
1 1 |[va]|
(-1 [—1 ]
(A-—3Iw=0 = ve - Cowgi= |1, 0y = s,
1 1 [vsl]

Vektori vq,v9 1 vy su ortogonalni, pa ih je dovoljno normirati da matrica prijelaza, koju
¢emo oznaciti sa (), iz kanonske baze u bazu sastavljenu od nekih svojstvenih vektora bude
ortogonalna.

Definirajmo matrice

2 -1
%5 0% 000
Q = [01, 02, 03] = 7% B Ao D=0 2 0
11 1 0 0 3
Ve V2 VB
%x+\7—éy+\/igz r
Vrijedi A = QDQ?. Uvodenjem supstitucije w = Q%v = Oliv—f-\/iily—l—\%%z = |s| imamo
Aer s

q(z,y,2) = (Av,v) = (QDQ"v,v) = (DQ"v,Q"v) = (Dw, w)
= 0r? + 2s% + 3k
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|ZADATAK 5]

(a) Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, A € L(V') takav da postoji baza (b)
za V u kojoj se A dijagonalizira, te T' € L(V') izomorfizam. Dokazite da se tada i opera-
tor B = TAT~! moZe dijagonalizirati. Kako dobijemo bazu u kojoj se B dijagonalizira?

(b) Postoji li normalan linearni operator A € L(R?) kojemu su 1 i —2 svojstvene vrijednosti
te pridruzeni svojstveni potprostori V4 (1) = [{(1,2,3,2)}] i Va(=2) = [{(1,1,-1,1)}]?
Odgovor obrazlozite.

RjeSenje. (a) Neka je Ab; = \;b; zai = 1,...,n. Kako je T izomorfizam, skup {Tby,...,Tb,}
je baza za V. Iz B = TAT ! sijedi BT = TA, pa je B(Tb;) = TAb; = T(\;b;) = \;Th; za
i=1,...,n. Prema tome, B se dijagonalizira u bazi {T0y,...,Tb,}.

(b) Ne postoji, jer su svojstveni vektori normalnog operatora pridruzeni razli¢itim svoj-
stvenim vrijednostima medusobno ortogonalni, sto ovdje nije slucaj.



