MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 1
Drugi ispitni rok - 14. veljace 2024.

|ZADATAK 1]

(23 boda) Neka je S C My(R) dan s

s {[ 7] - ren)

(a) Dokazite da S nije vektorski potprostor od My(R) te odredite jednu bazu za [S].
(b) Dokazite da je
M ={X € My(R) : AX = XA, VA € [S]}
vektorski potprostor od M;(R) te mu odredite jednu bazu.

Rjesenje:

(a) S nije potprostor od My(R) jer ne sadrzi nulmatricu. Nadalje, vidimo kako je

S cC {[‘Z 8} :a,b,ceR} < My(R).

to ol [ ol [ ol e

te se lako vidi da su navedene matrice linearno nezavisne, slijedi da je dim[S] > 3, pa
zbog prethodnog kona¢no dobivamo

[S] = [{ B, Era, B}l
(b) Neka su X,Y € M te A € [S] proizvoljni. Tada je zbog svojstava mnozenja matrica
(aX + BY)A =a(XA)+ B(YA) =a(AX) + B(AY) = A(aX + BY),

pa zakljuéujemo da je M < Ms(R). Primijetimo nadalje kako je ponovno zbog distri-
butivnosti mnozenja matrica

X € M < X komutira s EH, Elg,Egl.

NuZnost uvjeta je ocita. S druge strane, svaka A € [S] se moZe prikazati u obliku
A =aF + bE5 + cEy, pa imamo

AX = (aE11+bE12+CE21)X = CLE11X+bE12X+CE21X = CLXE11+bXE12+CXE21 = XA.

Kako je

Testiranjem uvjeta komutiranja na prve dvije matrice, Fy; i E1o veé¢ dobijemo
XeM = Xe[{l}],
pa kako skalarne matrice komutiraju s cijelim Ms(R) slijedi

M = [{I}].
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|ZADATAK 2|

(a) (15 bodova) Zadani su potprostori M i N vektorskog prostora C* nad poljem R:

M = {(z1,22,23) € c? 121+ 129 — 23 = 0},
N = [{(2d,4,-2), (1 4+4,0,1 — i), (=2, 1, 1 + i) }].

Odpredite po jednu bazuza M + N i M N N.

(b) (5 bodova) Ako je M potprostor od C™ nad poljem C dimenzije k, dokazite da je M
potprostor od C" nad poljem R dimenzije 2k.

RjesSenje:
(a) Odredimo prvo neku bazu za M. Ako oznacimo s z, = xy + iyg, k = 1,2, 3, imamo
(21722723) EM <= Z1+iz—23=0
r1 — Y2 —x3 =0,
_y1+l‘2_y3 :07

{x1:y2+x3
To =Y1 + Y3

= (21,22,23) = x3(1,0,1) + 31(¢,1,0) + y2(1,4,0) + y3(0, 1,4).
Lako se vidi da su gore navedeni vektori u M i linearno nezavisni (nad R!), pa imamo
M = [{(1,0,1), (4,1,0), (1,4,0), (0, 1,4)}].
Direktnom provjerom se sada vidi da je skup
{(1,0,1),(¢,1,0),(1,4,0),(0,1,4), (2¢,4, —2)}
linearno nezavisan, te da vrijedi

(1414,0,1—14)=(1,0,1) 4+ (¢,1,0) — (0,1,7),
(—=2i,1,1414) = (1,4,0) — (1,0,1) + (0, 1,4) — (2i,4, —2).

Stoga su baze za M + N i M N N dane s

BM+N = {(1707 1)7 (Za 150)7 (17i70)7 (07 17i)a (22727 _2)}7
Byny ={(1+14,0,1—14),(0,i+ 1, —1)}.
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|ZADATAK 3|

(a) (10 bodova) Za n > 3 izra¢unajte determinantu matrice reda n

2 1 1 1 1 1
2n n n n n n+1
2n n n n n+2 n+1
A= A A
2n n n ... n+3 n+2 n+1
2n n 2n—2 ... n+3 n+2 n+1
12n 2n—1 2n—2 ... n+3 n+2 n+1j

(b) (10 bodova) Koriste¢i elementarne transformacije nad retcima, odredite inverz matrice

Rjesenje

a) Prvi redak mnozimo s —n i dodajemo ostalima, zatim radimo Laplaceov razvoj po
prvom stupcu.

2 1 1 111 0 0 00 1

0 0 0 0 01 0 0 02 1

0 0 0O ... 021 o

det A=1: S e O

0 0 0o ... 3 21 o
0 n—-2 ... 3 21

0 0 n—2 ... 3 21 1 n—9 5 9 1

0 n—1 n—2 ... 321 neanTme

. C e C 1 2 3 ... n—1
Od determinante ostaje jedino sumand pridruzen permutaciji p = <n 1 n_9 9

kojaima I(p) =n—24...+2+1= w inverzija. Dakle

(n—2)(n—1)

det A = 2[(n — 1)1)(—1)"
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|ZADATAK 4|

(a) (12 bodova) Rijesite sustav

T +2.T3+ $4:4
21’1 + .T2+5ZL’3+31E4 =11
$1+21‘2+4l‘3+3$4 =10

.T2+ ZE3+ .2134:3

(b) (10 bodova) Koriste¢i Cramerovu metodu, odredite za koji A € R sustav

I 1
To| = 2
3

11
1 A
2 3 T3

~ O O

ima samo jedno rjeSenje, te vrijedi zo = 3.

Rjesenge
(a)
(1) o021 4 1 0 21| 4 1021 4
Ap:2153111N0@11|3N0111|3
1 24310 0 2 22 |6 000010
0 11 1] 3 0 1 113 000010

Sada je skup rjesenja

{(4—2s—t,3—s—t,s,t) | s,t € R} ={(4,3,0,0)+s(—2,—1,1,0)+t(—1,—-1,0,1) | s,t € R}.

b) Sustav ima jedinstveno rjeSenje ako je determinanta sustava razli¢ita od 0.
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|ZADATAK 5|

Neka su A, B € M, te neka je A regularna matrica.

(a) (10 bodova) Dokazite da retci matrice AB razapinju isti potprostor od M, kao i retci
matrice B.

(b) (5 bodova) Vrijedi li analogna tvrdnja za stupce, to jest, razapinju li stupci matrice AB
isti potprostor od M,,; kao stupci matrice B?

Rjesenje (a) Neka je M potprostor od Mj, razapet retcima od AB, te L potprostor od My,
razapet retcima od B. Retci matrice AB se mogu prikazati kao linearne kombinacije redaka od
B, pa je M < L. Nadalje, kako je A regularna matrice, r(AB) = r(B), pa je dim M = dim L.
Kako je M < L, slijedi M = L, sto je i trebalo dokazati.

(b) Ova tvrdnja ne vrijedi.

Na primjer, neka je A = [(1) (1)] iB= B 8] . Tada je AB = {(1) 8} , odakle je ocito da

stupci od AB ne razapinju isti potprostor od M, kao stupci od B.



