LINEARNA ALGEBRA 1
Prvi kolokvij - 22. studenog 2024.

|ZADATAK 1]

(a) (5 bodova) Pronadite sve A, u € R, takve da vektori @,b, &€ V3(0) zadani s:

—

G=1+N+2k b=2+j+4k, CT=i+]+ uk,
¢ine sustav izvodnica za V3(0).
(b) (5 bodova) Pronadite sve A, u € R takve da je [{@,}] = [{@ — & b}].
Rjesenje:

(a) Tri vektora u vektorskom prostoru dimenzije tri ¢ine sustav izvodnica ako i samo ako
su linearno nezavisni, pa je dovoljno pronaci sve parametre A, u € R takve da su dani
vektori linearno nezavisni.

Neka je ad@ + b +~& = 0.

Slijedi:
a + 28+ v = 0
Aa + B+ v = 0
20y 44+ py = 0,
tj.
a + 28+ v =0
(I=2XN)6+ (1—=XN)y =
(=2 =

Sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je p # 2, A # %, pa je za te vrijednosti
pocetni skup sustav izvodnica.

(b) Moramo provjeriti postoje li (fiksni) A\, u € R takvi da postoje rjeSenja sve Cetiri od
sljedec¢ih jednadzbi:

(i) @=a(@—2) + 6b
2= 1

A—1Da + L= A
2-pa + 48= 2,

Dakle, rjesenje postoji za =2, A # 1 te za u # 2, \ = %



(i) ¢=a(@—2a) +Bb
28 =1
A—1Da + p=1
Dakle, rjeSenje postoji za p =2, A # 1 te za u # 2, A = %
(i) @ — = ad + ¢
Vrijedi za sve A\, u € R, uzmemo av = 1,5 = —1.
(iv) b=ad+ B¢
a + p[f= 2
Aa + (=1
2 + pp= 4,
Dakle, rjeSenje postoji za p =2, A # 1 te za u # 2, A = %

Dakle, dane linearne ljuske su jednake za parametre =2, A # 1 te za u # 2, \ = %
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|ZADATAK 2]

(10 bodova) Neka je V realan vektorski prostor te {a, b, ¢} jedna njegova baza. Za svakin € Z
dan je skup
Sp={a+b,a+ (n+3)b— (n+2)c, 2a + 2b + nc}.

(a) U ovisnosti o n € Z odredite dim [S,,].

(b) Odredite jednu bazu (ako postoji) za potprostor

M = ()[Sn)-

neL

(c) Postoje li m,n € Z medusobno razli¢iti takvi da je dim ([S,] + [Si]) < 37

Rjesenje:

(a) Kako niti jedan od vektora nije 0, neovisno o n, te kako je nemoguée da istovremeno i
drugi i treéi vektor budu proporcionalni s prvim (jer ne moze istovremeno biti n = 0 i
n + 2 = 0), zapravo su nam jedine moguc¢nosti dim [S,] = 2 i dim [S,,] = 3. Stoga ¢emo
provjeriti linearnu nezavisnost skupa S,, ovisno o n. Iz jednakosti

ala+b) + pla+ (n+3)b— (n+ 2)c) +~v(2a + 2b+ nc) = 0,
izjednac¢avanjem koeficijenata uz elemente baze {a, b, c} dobijemo sustav
a + g+ 2y = 0

a + (n+3)8+ 2y =0
—(n+2)B+ ny = 0

odnosno
a + p+ 2y =

(n+2)p = 0
ny = 0

Slijedi da je S, linearno nezavisan ako i samo ako je n # 0, —2. Stoga je

2, ne{0,-2}

dim [S,] = {3, n €7\ {0, -2},

Mozemo se i eksplicitno uvjeriti da je dim [Sy] = dim [S_5] = 2 s obzirom da je

[So] = [{a+b,a+3b—2¢,2a +2b}] = [{a+b,a+3b—2c}],

gg /
[Sa] = {a+b,a+b,2a 420 —2¢}] = [{a +b,a+b—c}].

(. /
-

S_2




(b)

S obzirom da za sve n € Z\{0, —2} imamo [S,,| = V (jer je [S,] < V idim [S,] = dim V),
dobivamo da je

M = (8. = [So] N [S_a).

Kako je o¢ito a + b € [Sp] [[S-2], zaklju¢ujemo da je dim M > 1. S druge strane, lako
se vidi da a + b — ¢ ¢ [Sp|, pa zaklju¢ujemo da je dim M < 2, te je onda

M = [{a +b}].

Kako je za [S,] = V za sve n € Z\ {0,—2}, o¢ito je [S,] + [Sm] = V za sve m € Z.
Stoga je jedino preostalo provjeriti je li dim ([So] + [S_2]) < 3. Medutim, iz (b) dijela
imamo dimenziju presjeka, pa je

dim ([S()] + [S_Z]) = dim [S()] + dim [S_Q] — dim [S()] N [S_Q] =242—-1= 3,

pa zakljucujemo da takvi m,n ne postoje.
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|ZADATAK 3]

(10 bodova) Potprostori M, N <R3 zadani su s

M = {(1}1, Lo, ... ,$4n+3) S R4n+3 LTy = T4ntd—i, 1= ]_, 2, . 2n 4+ 1},

N:{(ZL‘l,ZEQ,...ZE4n+3)Z IQ,‘ZO, 221,2,27’L+1}

(a) Odredite dimenziju potprostora M i N te po jednu bazu za M i N.

(b) Odredite dimenziju potprostora M N N te jednu bazu tog potprostora

(c) Postoji li broj n € NU {0} takav da je M + N = R¥"*3?

Rjesenje:

(a) Neka je x € M proizvoljan vektor. Tada je

xr = (ZL’l, L2y T3 ...y Lo, Lon+1y L2n+2, Lo2n+1sLon,y - - - 3 L3, L2, ZEl)
= m1(e1 + eany3) + Ta(e2 + €anya) + . Tonp1(Cony1 + €an13) + Tanyoanto.
Dakle, skup
{e1 + eants, €2 + €anga, - - - €ant1 + €2n43, Conta}

je sustav izvodnica za M.
Lako se vidi da je taj skup linearno nezavisan, pa je i baza za M.
Slijedi da je dim M = 2n + 2.
Neka je sada y € N proizvoljan vektor. Tada je

Y= (y17 0>y37 07 <oy Yan1, 07y4n+3)

=161+ Y33 + ... Yan+1€an+1 + Yan+3€4n+3-

Dakle, skup
{61, €3,...Can+1, €4n+3}

je sustav izvodnica za N, a vidimo da je i linearno nezavisan, pa je to baza potprostora

N.

Dakle, dim N = 2n + 2.

Neka je opet vektor @ = (21,2, 25 .., Ton, Tont1, Lont2, L2nt1, Lony - - -, L3, T2, T1) € M
proizvoljan.

Neka je sada takoder x € N, tj.

xr = (Z’l,o,l'g,o, . ,xgn,l,(),xgnﬂ,(),xgnﬂ,(), ce ,.1'3,071'1)

= 21(e1 + eants) + T3(€3 + €ant1), - -, Ton—1(€2n—1 + €2n+5) + Tant1(€ant1 + €2n43).



Slijedi da je skup
{e1 + eants, €3+ €any1, ..., €2n—1 + €2nt5, €2nt1 + Conts}

skup izvodnica za M N N, a opet vidimo da je i linearno nezavisan, pa je to baza
potprostora M N N.

Dakle, dmM NN =n+1

Budu¢i da je M + N < R**3 dovoljno je da je dim(M + N) = 4n + 3 da bi vrijedilo
M + N = Rin+3,

Rac¢unamo:

dim(M + N) =dim M + dim N — dim(M N N)
=2n+2)+2n+2)—(n+1)
=3n+ 3.

Dakle, jedina mogué¢nost je n = 0.
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|ZADATAK 4]

(10 bodova) U vektorskom prostoru Ms(C)g kompleksnih matrica nad poljem realnih brojeva
dan je potprostor
M = {A S MQ(C)R TS Eji,i,j = 172} .

(a) Odredite jedan direktni komplement od M u My(C)g.

(b) Neka je N dobiveni direktni komplement, odredite rastav proizvoljne matrice A €
My (C)g s obzirom na rastav My(C)g = M+N.

RjesSenje:
a Odredimo prvo jednu bazu za M. Neka je A € A € My(C)g proizvoljna. Iz uvjeta

a;; = a;; zakljuCujemo da A ima sljedeci oblik

A:{ 1 To + 1Y

. T1,T2,Y2,T3 € R.
’ ) ) ;
T2 — 1Y2 ZT3 :|

Dakle, A moZzemo zapisati kao

10 0 1 0 i 0 0
A=)y o Fo2)y ol T2 |2 o TP 1|

Iz ovoga zakljucujemo da je skup

o o 0 ol 15 ol 1o o3

sustav izvodnica i ocito je linearno nezavisan, pa je jedna baza za M. Sada nam je
potrebna jedna dopuna do baze za cijeli My(C)g. Jedna dobra dopuna dana je s

s ol Lo - lo ol [ ol

pa zaklju¢ujemo da je jedan direktni komplement od M u P, dan s

=HEE TR L

Tty T2+ 1
T3+ 1Ys T4+ iy
{EH, E12 -+ E21, iElg — ’iEQl, EQQ, iEll, iEQQ, E21, iE12} Sto se svodi na rjeéavanje sustava

(b) Za trazeni rastav potrebno je odrediti zapis matrice A = { } u bazi

a:1+z'y1 :Oél—i-iﬂl
Ty +iYyp = qp + oz + B3
x3+z’y3:a2—i(13+z’ﬁ4

Ty + 1Ys = g + 1535.



Rjesenje sustava je an = x1,05 = 3,03 = Yo, 4 = T4, 1 = 41,02 = yu, f3 = T2 —
x3, B4 = y3 — yo. Dakle, zapis od A = A); + Ax s obzirom na rastav M+N dan s

A= (x1E11 + x23(E12 + Eop) + yo(iEy2 — iEay ) + $4E2g

(.

Vv
=Apm

+ (y1(iEh1) + ya(iBa2) + (22 — 23) Eor + (y3 — 92)(iE12Z~

.

g

=Ayn



a)
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|ZADATAK 5]

(5 bodova) Neka je V' vektorski prostor, te neka su a, b, ¢ i w vektori iz V' takvi da vrijedi
w=a+b+c.

Ako je to jedini nacin na koji se w moze prikazati kao linearna kombinacija vektora a, b
ic, je li onda skup {a,b, c} linearno nezavisan? Obrazlozite.

(5 bodova) Neka je V' vektorski prostor dimenzije 2n, gdje je n > 1, te neka su M i
L potprostori od V' dimenzije n za koje vrijedi M N L = {0}. Pretpostavimo da je
By = {ay,...,a,} baza za M, te B, = {by,...,b,} baza za L. Koriste¢i linearne
kombinacije elemenata skupova Bj; i By, zapiSite neki skup By, takav da je Bx baza
za potprostor od V koji je direktan komplement i od M i od L. Obrazlozite.

RjesSenje:

a)

Ako skup {a, b, ¢} nije linearno nezavisan, tada po definiciji postoje skalari «, 3,7, ne
svi 0 takvi da je
aa + Bb+ vye = 0.

Sada je u prikazu
w=w+0=1+a)a+ (14+8)b+ (1+7)c

jedan od koeficijenata na desnoj strani razli¢it od 1, pa ne vrijedi jedinstvenost prikaza
w kao linearne kombinacije vektora a, b i ¢, Sto je kontradikcija.

Tvrdimo da je Bx = {a; + b1,...,a, + b,} baza jednog potprostora koji je direktan
komplement i za M i za L. Pokazimo prvo da je Bk linearno nezavisan.

n

Ako je Zai(ai +b;) =0, tada je Zaiai = Z(—ai)bi e MnL={0}.
i—1 i=1 i=1
Dakle >~ aza; =01 >."  (—a;)b; = 0. Slijedi oy = 0,..., @, = 0. Linearna nezavis-
nost skupa By je pokazana.

Oznac¢imo K = [Bg]. Dakle By je baza za K i dim K = n. Pokazimo sada KNM = {0}.
Neka je x € K N M. Postoje skalari oy, ..., te of, ..., ol takvi da vrijedi

r = i a;(a; +b;) = ia;ai
i—1 i=1

Imamo . .
> (i —af)a; =) (—a;)bi € MN L ={0}
=1 i=1
Slijedi oy = ... = a, = a},... = al, =0, pajexz =0. Dakle K "M = {0}. Sada je

dim(K + M) = dim(K) + dim(L) = n +n = 2n = dim(V). Slijedi V' = K + M. Sli¢no
se pokaze V = K + L.



