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Poglavlje 1

Prostor radijvektora 1 sustavi linearnih
jednadzbi

1.1 Sustavi 2 x 2

Opceniti 2 x 2 sustav izgleda kao
mT +biy=c

(1.1)

asT + boy = co,

gdje su a;, b;,¢c; e R =1,2.
Analiticko-geometrijska interpretacija: rjeSenje sustava je skup svih tocaka koje se nalaze u presjeku
pravaca a1x + biy = ¢1 1 asx + bey = co. Medusobni polozaji dva pravca u ravnini su

(a) pravci se sijeku u jednoj tocki < postoji jedinstveno rjesenje sustava.
(b) pravci su paralelni (ne sijeku se) < sustav nema rjesenja.

(c) pravci se podudaraju < sustava ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Ty =2
r—y=20

PRIMJER 1.1. 1)

Rjesenje: x =y =1

2)

Nema rjesenja.

3)

Ima beskona¢no mnogo rjesenja.
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1.2 Sustavi 3 x 3

Nema se puno vise za reéi o sustavima 2 X 2 pa prelazimo na 3 x 3 sustave. To su sustavi oblika

x4+ by +crz =d;
s + boy + coz = ds, (1.2)
aszr + b3y + c3z = d3

gdje su a;, b;,¢;,d; e R, 1 =1,2,3.

Analiticko-geometrijska interpretacija: Svaku jednadzbu mozemo shvatiti kao jednadzbu ravnine u

prostoru. Za slike moguéih polozaja tri ravnine u prostoru vidjeti npr. ovaj link.
Mogudi slucajevi:

(a) ravnine se ne sijeku < sustav nema rjesenja.
(b) ravnine se sijeku u jednoj tocki < postoji jedinstveno rjeSenje sustava.

(c) ravnine se sijeku u pravcu < sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, regulirano jednim parame-
trom.

(d) ravnine se podudaraju < sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, regulirano s dva parametra.

Propozicija 1.2. Neka su o, 8 € R, a # 0. Tada sustavi linearnih jednadzbi (1.2) i

alarz + by + c12) + Blasx + bay + c22) = ady + Bdy
s + boy + oz = dy (1.3)
asr + b3y + c3z = d3

mmagu st skup rjesenja. Isti rezultat vrijedi ako zamijenimo poredak jednadzbi u sustavu.
Prethodna propozicija nam daje strategiju rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi.

1. Zamjenom redoslijeda jednadzbi sustava zapisat ¢emo sustav (1.2) kao sustav

(~11.’13 + l~)1y + 612 = ch
Go® + oy + Goz = db, (1.4)
CNLgJZ + [N)gy + 632,’ = Ci3

pri ¢emu je a; # 0.
2. Uzastopnom primjenom propozicije konstruiramo sustav
dlx—i—gly—i— 512 = Jl
Bgy—l- 522 = CZQ (15)
53y+ 532 = CZg

koji ima isti skup rjeSenja kao i polazni sustav (1.2).


https://www.sangakoo.com/en/unit/relative-position-of-three-planes

1.2. SUSTAVI3 x 3 3

3. Ponavljamo korake 1. i 2. s elementima 132 1 53 da bismo konacno dobili sustav

R

&11'—1—1;13/—1— 612 = aq
byy+ oz =dy (1.6)
332’ = dg

koji ima isti skup rjeSenja kao i polazni sustav (1.2).

Za sustav linearnih jednadzbi (1.6) kazemo da ima trokutastu formu i njegovo rjeSenje je moguce
direktno ocitati uvrstavanjem trece jednadzbe u drugu i onda rjesenje druge u prvu. Takav postupak
se zove povratna supstitucija. Svodenje na trokutastu formu daje siguran put k rjeSenju i u
slucajevima kada sustav nema jedinstveno rjesenje. Naglasimo da je jednadzba rjesena samo onda
kada smo odredili cijeli skup rjesenjal

PRIMJER 1.3.
2x1 + 4x9 + 623 = 18
41+ dx9 + 623 = 24
3r1+ 19 —223=4
Rjesenje: 1 =4, x9 = =2, v3 = 3.

NAPOMENA 1.4. RjeSenja sustava se mogu provjeriti na www.wolframalpha.com

ZADATAK 1.1. a)
211 +4x9 + 63 =18

4x1 + dx9 + 63 =24
2I1 + 7.752 + 12I3 =40

(nema rjesenja)
b)
33}1 + 6LE2 — 6133 =9
2.171 — 51’2 + 4.1‘3 =3
-1 + ].61'2 - 14!173 =3
Rjesenje: x1 =1, xo =4t — 9, 3 = %t — %, teR.
c)
T+ X9 — T3 = 0
21‘1 + 21’2 — 25(]3 =0
—T1 — X9 + T3 = 0
Rjesenje: x1 = —t+ s, 20 =t, x3 =35, s,t € R.
ZADATAK 1.2. Odredite h, k € R tako da sustav
r4+2y==~k
dr + hy =5
ima

1. jedinstveno rjesenje,


www.wolframalpha.com
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2. beskonacno mnogo rjesenja,
3. nema rjeSenja.

Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.
RJESENJE RjeSavamo sustav
c+2y=k [-(-4)+1I
dr + hy =5

r+2y==~Fk
(h—8)y=5—4k

Ako je h =8, ondazab—4k =0, tj. k = Z, sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja oblika z 42y = %
odakle slijedi da je x = % —2t,y=t, teR.
Za h =815 — 4k # 0 sustav nema rjeSenja.
Za h # 8 sustav ima jedinstveno rjeSenje dano sa
5 —4k 5 — 4k

ST k-2 .
y=7h =g * h—8

ZADATAK 1.3. Odredite g,y € R tako da sustav

20x+ By-+ Bz=1+~
2x+ y+ fz=1
4o+ (2-PBy+ (BP+28)z=2+7

ima

1. jedinstveno rjesenje,

2. beskonacno mnogo rjesenja,
3. nema rjesSenja.

Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.

RJESENJE
2Bx+ By+ fz=1+7~

2x+ Y+ bz=1
dz+ (2—PBy+ (BP+28)z=2+7

Zamjena prve i druge jednadzbe.

2x+ Y+ Bz=1
2Px+ By+ Bz=1+~
dz+ (2-B)y+ (BP+28)z=2+~
Mnozimo prvu jednadzbu s —f i dodajemo drugoj. Zatim mnozimo prvu jednadzbu s —2 i dodajemo
trecoj.
2x+ Y+ Bz=1
(B=pBz=1+7-8
—By+ Bz =~



1.2. SUSTAVI 3 x 3 )

Zamjena druge i tre¢e jednadzbe.

2z+ y+ Bz=1
—By+ Bz =1
(B=P%2=1+7y-5

Sveli smo sustav na gornjetrokutasti. Sada gledamo slucajeve.

1) B #0,1. Tada moZemo zadnju jednadzbu podijeliti s 3 — 32 pa je

Z_1+7—ﬁ
B —p?
odakle povratnom supstitucijom slijedi i da je
_14+9-8 v $:1(1_1+7—5+1_ 1+7—ﬁ)
1-p B’ 2 1-p g 1-p

2) a) f = 0. Tada zbog trece jednadzbe mora vrijediti 0 = 1 4+ 7. Dakle, ako je v # —1, nema
rjeSenja. Ako je v = —1, onda treca jednadzba glasi 0 = 0. No, druga jednadzba je 0 = —1 pa
ni u ovom slucaju nema rjesenja.

b) 5 = 1. Tada mora biti 0 = v pa ako je v # 0, nema rjeSenja. Ako je v = 0, onda dobivamo

sustav
22+ y+ z2=1
—y+ z=0
0=0
koji ima beskona¢no mnogo rjesenja
1
xzﬁ—t, y=t, z=1t, teR.

Dakle, za § ¢ {0, 1} sustav ima jedinstveno rjesenje. Za 8 = 0ili § = 1, v # 0 sustav nema rjeSenja.
Za 8 =1, v = 0 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja. O
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1.3 Radijvektori u ravnini

Osnovni pregled teorije radijvektora (za vise detalja vidjeti skripte predavanja).

Dana je ravnina E? koju shvac¢amo kao skup toc¢aka, u E? je dan pravokutni koordinatni sustav s
ishodistem u tocki O. Svakoj tocki A € E? pridruzujemo radijvektor (721, tj. strelicu s pocetkom
u O i zavrsetkom u tocki A.

Skup svih radijvektora u ravnini ozna¢avamo s V2(0). Radijvektor O? zovemo nulvektor i ozna-

i definiramo kao duljinu duzine OA. Radijvektor

¢avamo s 0. Modul od 0—121 oznacavamo s ‘0_121

0 je jedini vektor ¢iji modul je 0. Smjer od OA definira se kao pravac OA (smjer nulvektora se ne

definira). Kazemo da su OA i @ kolinearni ako O, A i B leze na istom pravcu. Nulvektor je
kolinearan sa svakim radijvektorom.

Neka su 0—121 i OB kolinearni i razli¢iti od nulvektora. Kazemo da su jednako orijentirani ako Ai B
leze s iste strane tocke O na pravcu OAB. Inace kazemo da su suprotno orijentirani. Orijentacija
je relativan pojam, nijedan radijvektor sam za sebe nema orijentaciju.

Svaki netrivijalni radijvektor je jednoznac¢no odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom. Za
radijvektor @ # 0 definiramo suprotan radijvektor —a kao radijvektor koji ima jednak modul i
smjer kao a, ali suprotnu oruentacuu Dodatno, za nulvektor definiramo —0 = 0.

Zbrajanje radijvektora. Neka su OA i O? nekolinearni. Tada OA—l—O? definiramo kao radijvektor

OC, pri cemu je C jedinstvena tocka ravnine sa svojstvom da je Cetverokut OAC B paralelogram.
Akosud@ib kolinearni, onda ¢emo a + b definirati na sljedeci nacin:

i+0=0+a=a, VaieV?*O0), (1.7)
_|_

(—d@) =—d+a=0, Vva#o. (1.8)

Ako su @i b kolinearni, netrivijalni i nisu jedan drugome suprotni, zbroj @ + b definiramo kao
radijvektor koji ima isti smjer kao @ i b. Ako suali b jednako orijentirani, @ -+ b definiramo tako da
ima modul |d| + ]b| i orijentaciju istu kao @i b. Akosu@ib suprotne orijentacije te ako je |a| > \b[
onda @ 4 b definiramo kao radijvektor &ji modul iznosi |@| — |b|, kolinearan je s @ i b, i ima istu
orijentaciju kao a. Ako je |d| < |g|, definicija je analogna, samo je orijentacija zbroja ista kao b.
Svakoj tocki A € E? moZemo pridruziti par koordinata u odabranom pravokutnom koordinatnom
sustavu.

Propozicija 1.5. A= (x1,11), B = (22,142) = OA+ O? O? gdje je C = (x1 + 22,1 + Yo).
Propozicija 1.6. Zbrajanje radijvektora ima sljedeca svojstva:

(a) Ya,b e V2(O) @+be VO0).

(b) (@+b)+c=d+ (b+@), Va,b,c

(¢) vrijedi @+ 0=0+d = a, Va € V*(O).

(d) za svaki @ € V*(O) vrijedi @+ (—d) = —d + d = 0.

(¢) @+b="b+ad,Vabe V(0).

Definiramo jos jednu operaciju nad radijvektorima koju zovemo mnoZenje radijvektora skalarom.
DEFINICIJA 1.7. Neka je « € R i ¢ € VZ(O). Radijvektor at’ definiramo kao radijvektor ¢iji je
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e modul |at] = |af - |V],
e smjer isti kao i smjer od v,
e Uit su iste (suprotne) orijentacije ako je @ > 0 (v < 0).

Ako je a« = 0 ili 7= 0, tada je a¥ = 0 pa u tom slu€aju ne govorimo o smjeru i orijentaciji.

Vrijedi da je

V*(0), (1.9)
VZ(0). (1.10)

Propozicija 1.8. « € R, T' = (z,y) = «- 07 = OT', gdje je T" = (ax, o).

Propozicija 1.9. Neka je @ € V2(0), @ # 0. Za svaki b € V(O) kolinearan s @ postoji jedinstveni
A € R takav da je b = \a.

Vrijedi i obrat (direktno iz definicija): svaki vektor b oblika b = Ad, za neki A € R, je kolinearan s d.

NAPOMENA 1.10. Vrijedi i sljedece: vektori @ i b su kolinearni ako i samo ako postoji netrivijalan
izbor koeficijenata o, 5 € R takvih da vrijedi a@+ 65 = 0. Za ovo posljednje kazemo jos da su vektori
a, b linearno zavisni.

Ti: vektori @ i b su nekolinearni ako i samo ako je jednakost ad + ﬁg ispunjena samo na trivijalan
nacin, tj. za « = f = 0. Za ovo kazemo da su vektori a, b linearno nezavisni.

Ili: vektori @, b su nekolinearni ako i samo ako ( ad+ b = a==0).

Propozicija 1.11. Neka sud,b € V2(0) nekolinearni vektori. Za svaki @ € V2(O) postoje jedinstveni
a, B € R takvi da je ¢ = ad + Pb.

Drugim rije¢ima: svaki vektor ¢ € V?(0O) mogucée je na jedinstven nacin prikazati kao linearnu
kombinaciju nekolinearnih vektora @ i b. KaZemo da je {@, b} baza za V*(O).
Bilo koja dva nekolinearna vektora ¢ine bazu za V?(O).

—S
ZADATAK 1.4. @ = OA, b = OB, &= OC, pri ¢emu je A = (1,2), B = (1,4), C = (=1, —3). Pokazite
da vektori @, b nisu kolinearni te prikazite ¢ kao njihovu linearnu kombinaciju.

RJIESENJE Zadatak ¢emo rijesiti na nekoliko nacina:

1) rac¢unamo koeficijente smjera pravaca OA i OB:

2—-0 4—-0
koa=1—5=2 hkos =1,

Kako koeficijenti smjera nisu jednaki, slijedi da a, b nisu kolinearni.
2) pokuSajmo vektor l;zapisati kao b = Ad@. Prema propoziciji 1.8 slijedi da je (1,4) = (A, 2X).
Dobivamo sustav jednadzbi

A=1
2 =14

koji nema rjeSenja. Dakle, ne postoji A € R takav da je b= \d.
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3) Vektori a, b su kolinearni akko postoji netrivijalan izbor koeficijenata «, f € R takvih da vrijedi
ad + Bb = 0. Slijedi da je (o + 8,20+ 43) = (0,0). Dobivamo 2x2 sustav

a+ =0
204+ 48 =0
koji ima jedinstveno rjeSenje a = § = 0. Dakle, a, b su nekolinearni.

Izrazimo sada vektor ¢ kao njihovu linearnu kombinaciju. Propozicija 1.11 nam garantira da postoje
jedinstveni a, 8 € R takvi da je ¢ = ad + fb. Izjednacavanjem krajnjih tocaka dobivamo

(v + B,2a+4p) = (—1,-3)

Sto daje sustav

a+f=—
200 + 48 = —
koji ima jedinstveno rjesenje o = —%, b= —%. Dakle, ¢ = —% %E
Oznadimo s 7 = 07, I=(1,0),ij = (7}, J = (0,1). Tada je o¢ito za svaki T' = (z,y) € E?
O = i +y]. (1.11)

Nekolinearne vektore 7, j nazivamo standardnom ili kanonskom bazom za V2(O).
DZ 1.1.G = OA, b = OB, @= OC, d = OD, pri ¢emu je A = (1,2), B = (1,4), C = (~1,-3),
D = (0,1). Pokazite radijvektor d kao linearnu kombinaciju vektora @, b, ¢.

DZ 1.2. Isti vektori kao u prethodnom zadatku, samo se ovdje trazi da se prikaZze vektor d kao
d-aa—i—ﬁb—i-fyc pri ¢emu «, 3,7 € R zadovoljavaju a4+ g + v = 0.

ZADATAK 1.5. Neka su @,b nekolinearni (linearno nezavisni) vektori u V2(0). Odredite za koje su
a, f € R vektori B .
a—+ pb, pa—+ ab
takoder nekolinearni (linearno nezavisni).
RJESENJE Pogledajmo linearnu kombinaciju
A(@+ 8b) + B(Bd + ab) = 0.
Zelimo da je jednakost zadovoljena samo za A = B = 0. Prethodni izraz mozemo zapisati u obliku
(A+ BB)d+ (BA+aB)b=0.
Kako su d, b nekolinearni vektori po pretpostavci, tada mora biti
A+pBB=0
BA+aB =0
Ovo shvatimo kao sustav linearnih jednadzbi s nepoznanicama A, B. To je homogeni sustav jer
su slobodni ¢lanovi na desnoj strani jednaki nuli. Homogeni sustav uvijek ima rjeSenje A = B =0, i

to rjeSenje zovemo trivijalnim. No, u ovom zadatku mi Zelimo pokazati da mu je to jedino rjesenje.
Pomnozimo li prvu jednadzbu s —f i dodamo drugoj, dobivamo

A+pB=0
(a = 5B =
Vrijedi da je B = 0 jedino rjeSenje ako i samo ako je o — 32 # 0. Ako je B = 0, onda uvrtavanjem

u prvu jednadzbu dobivamo da je i A = 0, tj. traZenu jedinstvenost rjeSenja.
Dakle, navedeni vektori su linearno nezavisni ako i samo ako je a — 3% # 0.
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1.4 Radijvektori u prostoru

Definicije su analogne onima za radijvektore u ravnini pa uglavnom izostavljamo detalje.

E? je trodimenzionalni prostor sa to¢kovnom strukturom. U njemu zadajemo pravokutni koordinatni
sustav s ishodigtem u O i skup svih radijvektora u prostoru oznac¢avamo s V3(0). Sljedece su definicije
iste kao i za V2(0):

e modul

e smjer

e orijentacija

e suprotni vektor

e zbrajanje vektora

e mnozenje vektora skalarom

Prve tri tocke jedinstveno odreduju vektor iz V3(0). Nadalje, zbrajanje vektora i mnoZenje vektora
skalarom imaju ista svojstva kao i u V2(O). N

Oznadimo s i = 07, I=(1,0,0),j = Cﬁ, J = (O,l,O),E: OK,K = (0,0,1). Tada je o¢ito za svaki
T =(z,y,2) € B°

OT = ai + yj + k. (1.12)
Vektore 7, j, k nazivamo standardnom ili kanonskom bazom za V3(0).
Ovdje imamo jedan novi pojam koji nismo imali u V?(O).

DEFINICIJA 1.12. Neka je {ti,...,0,}, n > 2, konacan skup radijvektora u V3(O), v; = O?i, i =
1,...,n. Kazemo da su vektori ,..., v, komplanarni ako postoji ravnina kroz ishodiste koja
sadrzi sve zavrsne tocke T;, i = 1,...,n. U protivhom kazemo da su ti vektori nekomplanarni.

Dva su vektora uvijek komplanarna. (Ako su nekolinearni, onda postoji jedinstvena ravnina kroz
tocke O7 Tl, Tg)
Tri vektora mogu i ne moraju biti komplanarni. Na primjer, {i, /, E} nisu komplanarni, dok {7, 7, i+ }
jesu. Skicirajte.

Propozicija 1.13. Neka su d, be V3(0) proizvoljni nekolinearni vektori. Za svaki vektor v € V3(O)
komplanaran s d, b postoje jedinstveni skalari ., f € R takvi da vrijedi

7= ad + Bb.

Propozicija 1.14. Neka su d, l;, ¢ € V3(0) proizvoljni nekomplanarni vektori. Za svaki radijuektor
7 € V3(O) postoje jedinstveni skalari o, B,y € R takvi da vrijedi

7 = ad+ b+ ¢

NAPOMENA 1.15. U V3(O) tri nekomplanarna vektora ¢ine bazu (u smislu da se svaki radijvektor
moZe na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija tih vektora).

NAPOMENA 1.16. Tri vektora @, b, & su nekomplanarni (dakle, ¢ine bazu) ako i samo ako vrijedi

0464—55—1—75:6 — a=pf=~v=0.
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—
ZADATAK 1.6. Provjerite ¢ine li vektori @ = OA, b = @, = O?, gdje je
a) A= (170’ _1)’ B = (17273>7 C= (O, L, 1)7
(0,1,1),

b) A=(1,1,1), B=(1,2,2), C = (0,1,
(0,0,1)

c) A=(1,0,0), B=(0,1,0), C
bazu za V3(0).
RJESENJE Svugdje kre¢emo od jednakosti
ad@ + fb+ & = 0.
a) Po svojstvima zbrajanja vektora i mmnozenja vektora skalarom za zavrsne tocke dobivamo da
vrijedi
(&+ﬁ>2ﬂ+77_05+35+7) = <O7070>
Uredene trojke su jednake ako i samo ako je
a + B =0
26+ v =0
—a + 38+ v =0

Rjesavamo sustav elementarnim transformacijama. Dodajemo najprije prvu jednadzbu trecoj.

a + B =0
26+ v =0
464+ ~v =0

Zatim mnozimo drugu jednadzbu s —2 i dodajemo trecoj.
a + f =0
28+ v =0
—~ =0

Povratnom supstitucijom dobivamo jedinstveno rjeSenje o = 3 =~ = 0.

Dakle, dani vektori ¢ine bazu.

(a+B,a+28+v,a+28+7)=(0,0,0),

tj.

a + B =0

a + 28+ v =0

a + 264 v =0
Ovdje imamo dvije jednake jednadzbe pa se sustav reducira na sustav od 2 jednadzbe s 3 nepoz-
nanice koji ne moze imati jedinstveno rjesenje.

a + B =0

a + 264+ v =0
Rjesenje ovog sustava je a =t, = —t, y=t, t € R.

Na primjer za t = 1 dobivamo o =1, § = —1, 7y =1 pa je i—b+c= 0, tj. g:d’+5pavektori
d,b, ¢ ne ¢ine bazu za V3(0) (komplanarni su).
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c)
(Oz, B, 7) = (07 0, O)

Sto povlaci da je « = f = v = 0 pa navedeni vektori ¢ine bazu. To su vektori ‘,j’, k!

OJ
ZADATAK 1.7. Prikazite vektor d = O?, D = (1,—1,—4) kao linearnu kombinaciju vektora iz pret-
hodnog zadatka.
RJESENJE
a) d=ad+ Bg + ¢ vodi na jednakost zavrsnih tocaka
(a+ 8,28+, —a+38+7) =(1,-1,-4)
Sto je ekvivalentno sustavu
@ + B = 1
2+ v = -1
—a + 30+ v = —4
Zbrojimo prvu i trec¢u jednadzbu
a + B = 1
2+ v = -1
4+ v = =3
Pomnozimo drugu jednadzbu s —2 i dodamo trecoj
a + f = 1
28+ v = -1
—y = -1
Povratnom supstitucijom dobivamo jedinstveno rjeSenje v =1, § = —1, a = 2. Dakle,
d=2i—b+¢
b)
(@t B, a+28+7,a+28+7)=(1,-1,-4),
tj.
a + B = 1
a + 28+ v = -1
a + 28+ v = —4
Izjednacavanjem dvije zadnje jednadzbe dobivamo —1 = —4 §to je kontradikcija. Dakle, sustav

nema rjesenja.

Vektori @, b, ¢ ne ¢ine bazu za V3(0), nego razapinju jednu ravninu kroz ishodiste. Vektor d nije
komplanaran s tom ravninom.

Ako uzmemo d = (1,—1,—1), tada bismo d mogli prikazati kao linearnu kombinaciju vektora
a,b, ¢, ali ne na jedinstven nacin

a + p = 1
a + 28+ v = -1
a + 28+ v = -1
Rjesenja ovog sustavasua =t, § =1—t, v = —3+1t,t € R. Jedno rjesSenje je, na primjer, o = 0,

=1 v=-3.
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(QJ 677) = (17 _17 _4)
Sto ima jedinstveno rjesenje o = 1, f = —1, v = —4.

—

ZADATAK 1.8. Neka su @, b, ¢ nekomplanarni vektori u V3(0). Odredite za koje «, 3 € R vektori
@+ ab,b+ 8C,a+ b+ af

takoder nekomplanarni.
RJESENJE Pogledajmo linearnu kombinaciju

A (d+a5> +B <5+58) +C(d+55+a5> —0
Zelimo dobiti A = B = C' = 0. Napisimo prethodni izraz u obliku
(A+C)a+ (Aa+ B+ CBA)b+ (BB + aC)é = 0.

Kako su @, b, ¢ nekomplanarni, vrijedi

A+ c =0
aA + B+ pC = 0
BB+ aC = 0

Prethodne jednadzbe shvatimo kao sustav za A, B, C. Zelimo da taj sustav ima jedinstveno rjesenje
dano s A = B = C = 0. RjeSavamo sustav. Pomnozimo prvu jednadzbu s —a i dodajmo drugoj.

A + C = 0
B+ (B—a)C = 0
BB+ aC =0

Sada pomnozimo drugu jednadzbu s —f i dodajmo trecéoj.

A + ¢ =0
B+ (B—a)C = 0
(a—F+aB)C = 0

Vidimo da je A = B = C' = 0 jedino rjesenje ako i samo ako je o — % + a3 # 0.
ZADATAK 1.9. (a) Za koje vrijednosti parametra A € R su vektori @ = P4+ Nk, b= 20 + A i

C=—1—2j+ k komplanarni?

(b) Postoji li vektor d € V3(0) (koji ne ovisi o A) takav da vektori @, b, d nisu komplanarni niti za
jedan A € R.
RJESENJE

l

(a) Zelimo da ad@ + 55+ ~é = 0 ima netrivijalna rjesenja. Uvrstimo vektore @, b, €.

Ol

a<;+)\l¥>+ﬁ(25+)\j> ( —2j+k‘>
(a+28 =i+ A8—27)]+ Aa+7)k= 6
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Kako su vektori 7, j, k linearno nezavisni (nekomplanarni), slijedi da je

a + 28— v =0
AM— 2y = 0
pYe! + v =

Mnozimo prvu jednadzbu s —A\ i dodajemo trecoj.

a + 28— voo=
AB— 2v = 0
=2M\6+ (A+1)y =0

Mnozimo drugu jednadzbu s 2 i dodajemo trecoj.

a + 28— v =0
AB— 2v = 0
(A=3)y =10
Gledamo slucajeve
1) Imamo sustav
a + 26— v =0
36— 2y = 0
0 0

koji ima rjeSenje o = —%t, 8= %t, vy=t,teR.

Za A = 3 vektori su komplanarni.

2) U ovom slucaju tre¢u jednadzbu mozemo podijeliti s A — 3 i dobivamo

a + 28— v =0
AM— 2y = 0
v =0
Ako pomnozimo tre¢u jednadzbu s 2 i dodamo drugoj te dodamo treéu jednadzbu prvoj,
dobivamo
a + 20 =
AB =
0 0
Sada opet imamo dva slucaja
2a) Imamo sustav
a + 28 0
0 =0
v =20

¢ije rjesenje je a« = —=2t, f =1t, v =0, t € R. Dakle, i za A = 0 vektori su komplanarni.
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2b) Imamo sustav

a + 206 =0
p =0
v = 0

koji ima jedinstveno rjesenje a = =y = 0.

Kona¢no, za A # 0, 3 vektori su nekomplanarni, a za A = 01 A = 3 su komplanarni.

(b) Pitamo se postoje li z,y, z € R takvi da za d=zi+ yj+ 2k vektorska jednadzba ad+ Bb+ vcf: 0
ima samo trivijalno rjesenje za svaki A € R. Uvrstavanjem vektora dobivamo

0,

o <Z+ AE) +8 (2Z+ Aj’) + (x§+ yj + 2k
(a+28+a7)i+ (A8 +y7)] + (M\a+ 27)k = 0.
Slijedi da je
a + 284+ xy =
AB+ yy =
A + 2y =0
Pomnozimo prvu jednadzbu s —A i dodajmo je trecoj.
a + 264+ xvy =0
B+ yy = 0
=200+ (z—zA)y =

Pomnozimo drugu jednadzbu s 2 i dodajmo trecoj

a + 204+ xy =
AB+ Yy =
(z—axX+2y)y = 0

Vidimo da u slu¢aju A # 0 mozemo izabrati z,y,z € R takve da ovaj sustav ima jedinstveno
rjesenje. Jedan (ali ne i jedini moguéi) izbor je x = 1,y = 1,z = A, i tada imamo sustav:

a + 26+ v =0
A+ v =0
2y = 0

Sto ako je A =07 Tada imamo sustav

a + 2604 zvy =0
Yy =0
(z+2y)y = 0

odakle ne mozemo dobiti jedinstveno rjesenje.

Zasto je A = 0 problemati¢no? Jer za A = 0 imamo vektore @ = Z, b=2i koji su kolinearni pa ¢e
svaki trec¢i vektor d lezati u istoj ravnini s njima.
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1.5 Radijvektorska interpretacija sustava

1.5.1 Sustavi 2x2

@ +by=c
1 1Y 1 (1.13)
asx + byy = ¢y
—
Uvodenjem vektora @ = OA, A = (a1, as), O? B = (by,by), ¢ = (ﬁ, C' = (¢, ¢2), prethodni
sustav mozemo zapisati kao
(c1,¢2) = (@1 + bry, asw + boy) (1.14)
Sto se moze zapisati i preko vektora kao
¢=xd+yb (1.15)

i obratno, jednadzbu (1.15) raspisivanjem svodimo na sustav (1.13). Analiticko-geometrijska inter-
pretacija tretirala je sustav “po retcima’”, dok na ovaj nacin sustav tretiramo “po stupcima’.
Vrijedi sljedece:

1. Ako su vektori @, b nekolinearni, onda sustav (1.13) ima jedinstveno rjesenje.
2. Ako su d, b kolinearni i

(i) ¢ kolinearan s njima, onda sustav (1.13) ima beskona¢no mnogo rjeSenja.

(ii) ¢ nije s njima kolinearan, onda sustav (1.13) nema rjeSenja.

rT+y=2
r—y=0

r+y=2
20+ 2y =4

rT+y=2
20+ 2y =2

(a) Sustav ima jedinstveno rjeSenje x =y = 1 jer su vektori @ =i Job=

PRIMJER 1.17. (a)

-

— 7 ocito nekolinearni.

(b) Sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja oblika x = t, y = 2 —t, t € R. Vektori @ = i+ 2],
b =17+ 2j su odito kolinearni, a za vektor ¢ vrijedi é = 27 + 4] = 2@ + 2b.

(c) Sustav nema rjeSenje jer je d = i+ 2] = b, dok &= 2i + 2] = 2(;—1— ]) nije s njima kolinearan.

DEFINICIJA 1.18. Definirajmo determinantu sustava (1.13) kao
det ay b — det aq bl _ aq b1
(05} bg Q9 b2

= CleQ — agbl.
ag by
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Rjesavanjem sustava (1.13) mozemo pokazati da sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je

det Zl Zl # 0. Tada je rjesenje dano u obliku
2 02
. Clbg — Cgbl
N albg — a2b17
Q102 — a2
N albg — agbl ’

Time smo dobili i kriterij kada su vektori a, b nekolinearni. Dakle, vektori @ = aﬁ—l— (Igj, b= b1§+ bgj
su nekolinearni ako i samo ako je

ap by
az by

@%@@: £ 0.

Geometrijska interpretacija determinante: ‘det (c?, g)’ je povrsina paralelograma razapetog s @ i b.
Pokusajmo rijesiti zadatak 1.2 preko determinanti.
ZADATAK 1.10. Odredite h, k € R tako da sustav

x+2y==~Fk
dr + hy =5
ima
1. jedinstveno rjeSenje,
2. beskona¢no mnogo rjesenja,
3. nema rjesSenja.

Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.

RJESENJE
a) Sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je 2 0 ako i samo ako je h — 8 # 0. Tada
4 h
je (kao i prije) rjeSenje dano s
~ kh—10 5 —4k
T YT h—w

(b) Sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja ako i samo ako je = h—8+# 01 cje kolinearan s @

2
0
i b. Kolinearnost mozemo opet provijeriti preko determinante. Zadnji uvjet je ekvivalentan tome
da je
1 k
4 5

Dakle, sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja ako i samo ako je h =81k =

0:®uaa:’ =5 — 4k.

5
1

To smo mogli vidjeti i rjeSavajuci sustav.
2 1 k
4 h 4 5

Naravno, zadnji uvjet smo mogli dobiti i iz prva dva sluc¢aja kao preostale vrijednosti za h i k.

(c) Sustav nema rjeSenja ako i samo ako je

~0i)

#Oakoisamoakojeh:&k;é%
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1.5.2 Sustavi 3x3
ar + by + 1z =dy
aox + boy + oz = dy (1.16)
aszr + b3y + c3z = ds

Uvodenjem vektora d = O—1>4, A = (a1, az,a3), b= O?, B = (by,by,b3), ¢ = O?, C = (c1,¢9,03),
U= OAﬁ, D = (dy,ds,d3), kao i prije dobivamo

T = xd + yb + =€ (1.17)

Svako rjeSenje (x,y, z) sustava (1.16) ujedno je i rjesenje vektorske jednadzbe (1.17), i obratno.
Analizirajmo sustav (1.16) razmatrajuéi geometrijski polozaj vektora d, b, ¢, U

(A) Ako su vektori @, l;, ¢ nekomplanarni, onda rjeSenje sustava postoji i jedinstveno je.
(B) Ako su vektori @, l;, ¢ komplanarni i nekolinearni, imamo sljedece slucajeve

(B1) Ako ¥ nije komplanaran s d, l;, ¢, onda rjeSenje sustava ne postoji.

(B2) Ako je ¢ komplanaran s @, b, ¢, onda rjeSenje postoji i skup rjesenja je beskonacan te ovisi
o jednom slobodnom parametru.

(C) Ako su vektori @, b, ¢ kolinearni, onda imamo sljedece slucajeve

(C1) Ako ¥ nije kolinearan s @, l;, ¢, onda rjeSenje sustava ne postoji.

(C2) Ako je ¥ kolinearan s a, g, ¢, onda rjeSenje sustava postoji. Skup rjeSenja je beskonacan i
ovisi o dva slobodna parametra.

ZADATAK 1.11. Rijesite sljedece sustave i kod svakog vektorskom interpretacijom ustanovite razloge
(ne)postojanja rjeSenja. Ako rjeSenje postoji, opravdajte strukturu skupa rjeSenja geometrijskim
(vektorskim) argumentima.

(a)
2.171 + 4$2+ 6.233 = 18

41’1 + 5I2+ 6£L'3 = 24

3r1 + To— 223 = 4
(b)

21‘1 + 4ZE2+ 61‘3 = 18

4ZL’1 + 5$2+ 6LL’3 = 24

2.1'1 -+ 7{E2+ 121}3 = 40

31‘1 + 61’2— 61173 = 9
21’1 — 5.T2+ 433'3
—x1 + 16$2— 14ZE3 = -3

I
o
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T + Xo— I3 =0

I
o

4ZE1 — To+ 5[L’3
6371 + Zot 3.1'3 =0

RJESENJE

(a)

Primijetimo da je ovo isti sustav kao u primjeru 1.3, gdje smo metodom svodenja na trokutasti
sustav dobili jedinstveno rjeSenje x1 = 4, x93 = —2, x3 = 3. Promatramo tocke A = (2,4,3),
B=(4,5,1), C =(6,6,—2), D = (18,24,4). Razlog tome §to smo dobili jedinstveno rjesenje je
Sto su vektori @, I;, ¢ nekomplanarni, $to se moze utvrditi direktnom provjerom. Jednadzba

ad+ fb+é=0
daje isti sustav, samo homogen
2 + 4B+ 6y = 0
da + BB+ 67 =
Ja + pB— 2v =

Rjesavajuéi ga na isti nacin, dobivamo v = = vy = 0.

Primijetimo da je ovo isti sustav kao u zadatku 1.1 pod a), gdje smo pokazali da nema rjeSenja.
Vektorska interpretacija: A = (2,4,2), B = (4,5,7), C = (6,6,12), D = (18,24,40). Vektori
a, b, ¢ su komplanarni, ali ¢ nije s njima komplanaran. Kako to vidjeti? Na primjer, ¢ = ad + £b
daje sustav

20+ 45 =6
da+ 56 =6
20+ 75 =12
koji ima rjesenje « = —1, = 2. Dakle, a, 5, ¢ su komplanarni. Da ¢ nije s njima komplanaran,

dobijemo upravo rjesavajuéi pocetni sustav.

Sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja. Na primjer, x; = 3 + %t, Ty = %t, x3=1t,t € R. Mogli
smo i drugacije izabrati slobodni parametar. Na primjer, x1 = 3 — Z—it, To =1, r3 = %t, teR.
Vektorska interpretacija: uzmemo tocke A = (3,2,—1), B = (6,—5,16), C = (—6,4,—14), D =

(9,6,—3). Vektori a, l;, ¢ su komplanarni jer je
2 + 8b + 9¢ = 0.
Nadalje, ¥ = 3d pa je ¥ komplanaran s a, 5, c. I odavde mozemo doé¢i do skupa rjeSenja. Na
primjer,
8-

2 2 -
v=30=3d+z2C—z2(=3d—z|——=d—=b|+z2c=d|3+=z|+b §z + z ¢ z€eR
9 9 9 9 ~~

1 2

3

Uoc¢imo da se radi o homogenom sustavu pa on sigurno ima rjesenje. RjeSavanjem sustava
dobivamo x; = —%t, Ty = %t, x3 =t, t € R. Interpretacija je ista kao i u prethodnom zadatku.
Uzmemo tocke A = (1,4,6), B = (1,—1,1),C = (—1,5,3), D = (0,0,0).
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Tada vrijedi
4 9-

—

43— 9b =56 = C=-d— -b
a & C 5CL 5

pa su oni komplanarni. Nikoja dva nisu kolinearna (provjerite!). Ocito je tada

=1

U=

4 9-

DZ 1.3. Odredite za koje su ¢ € R vektori @ = i+ 2j + BE b=i+ tj + l; c= Z+5+E nekomplanarni.
(Rjesenje: t # 1)

DZ 1.4. Odredite za koje su p € R vektori @ = (p — 1)i + 27, b= (p +4)i + (p — 2)] kolinearni.
(Rjesenje: p = —1,6)

-

DZ 1.5. Jesu li vektori ;+f+g j— E i+ E i — Jj— Ekomplanarni? (Rjesenje: Ne)
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Poglavlje 2

Vektorski prostori

DEFINICIJA 2.1. Ako su na skupu V' # ) definirane operacije + : V. xV =V, - : FxV — V sa
svojstvima

(a+b)+c=a+(b+c¢),Va,b,ceV,
H0eVitd a+0=0+a=a,VacV,
VaeV 3(—a) eV td a+(—a)=—a+a=0,

a+b=0b+a,Va,beV,

l-a=a,Va eV,

kazemo da je (V,+,-) realni (F = R), odnosno kompleksni (F = C) vektorski prostor. Ovo obi¢no
kratimo u: V' je vektorski prostor nad [F. Elemente od V' zovemo vektori, a elemente od [F skalari.

Uocimo sljedece:

e Cinjenicu da je kodomena preslikavanja + jednaka V' mozemo iskazati na ekvivalentan nacin:
ako su a,b € V tada je a+ b € V. Ovo svojstvo nazivamo zatvorenost skupa V' na zbrajanje

e Cinjenicu da je kodomena preslikavanja - jednaka V' mozemo iskazati na ekvivalentan nacin: ako
sua € FiaeV tada je aa € V. Ovo svojstvo nazivamo zatvorenost skupa V' na mnozenje
skalarima.

NAPOMENA 2.2. U svakom vektorskom prostoru jos vrijedi

ar=0&a=01iliz=0

)
b) (—a)r = a(—z) = —(az)
)
d)

a

¢) (a — B)xr = ax — px
a(r —y) =azr— oy

PRIMJER 2.3 (Standardni primjeri).

21
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a) V2(0) i V3(0) su vektorski prostori nad R s obzirom na zbrajanje radijvektora i mnoZenje radij-
vektora skalarom kako smo prethodno definirali.

b) Sami skupovi R i C uz uobicajeno zbrajanje brojeva i mnozenje skalarom po koordinatama.

c) R", C" uz koordinatno zbrajanje i mnozenje skalarima (to jest, standardne operacije zbrajanja i
mnozenje skalarima)

d) M., (F) uz zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarima po elementima (standardne operacije
zbrajanja i mnozenje skalarima)

e) P, prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog od n uz standardne operacije zbrajanja
polinoma i mnoZzenja polinoma skalarima

f) P = U,en Pn prostor svih polinoma uz standardne operacije zbrajanja polinoma i mnoZenja
polinoma skalarima

Y

g) Neka je S skup i F polje. Skup funkcija F$ = {f : S — F}, uz operacije “po tockama’:

(f +9)(x) = f(x) + 9(), (2.1)
(af)(@) = - f(z). (2.2)

je vektorski prostor nad F. Provjerimo svojstva (1) — (8) vektorskih prostora. Neka su f, g, h € F*
proizvoljne i «, § € F proizvoljni.

(1) ((f +9) + 1)) = (f +9)(x) + h(z) = (f(2) + g(x)) + h(z) = f(z) + (9(z) + h(z)) =
f(@) + (g +h)(x) = (f + (g + ) (x).
(2) Neka je fo(x) =0zasvez € S.
(f + fo)(x) = f(2) + fo(z) = f(2) + 0 = f(z) = 0+ f(2) = folz) + f(z) = (fo + f)(2).
(3) Neka je (—f)(z) =—1- f(z) zasve z € S.
(=) + Nx) = (=N)@) + f(x) = =1 f(@) + f(z) = 0 = folr) = f(z) + (=1 f(x)) =
(=) = (f + (=1)(x).

fx) +
4) (f +9)(x) = f(x) +9(z) = g(2) + () = (¢ + [)(2)-
() (a(Bf)(z) = a(Bf)(x) = a(Bf(x)) = (aB)f(z) = ((af)f)(z).
(6) ((a+B)f)(x) = (a+B)f(x) = af(x) + Bf(x) = (af)(x) + (Bf) (=) = ((af) + (B]))(=).
(7) (a(f +9))(z) = alf + g)(x) = af (x) + ag(z) = (af)(x) + (ag)(z) = ((af) + (ag))(z).
®) (1-f)(z) =1 f(x) = f(z).

h) Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad C. Tada je V uz operaciju mnoZenja restringiranu na
R x V, preciznije (V,+, -|rxyv) vektorski prostor. Oznaka je Vg.

Pokazimo da smo dobili vektorski prostor. Jednakosti u (5) —(7) kod V' vrijede za sve kompleksne
skalare, pa onda i za sve realne skalare. Dakle vrijede za (V, +, - |rxy ). Svojstva (1) — (4) vrijede
za VR jer su skup vektora i operacija zbrajanja nepromijenjeni, a vrijede za V. Svojstvo (8) vrijedi
jer za svaki a € Vg imamo (1,a) € R x V C C x V, pa je po definiciji restrikcije

1-|lgxva=1-a=a.

ZADATAK 2.1. Provjerite da je C™ vektorski prostor nad R uz standardno definirane operacije. Oz-
naka: Cg.
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RJESENJE Ovo je poseban slu¢aj standardnog primjera h) za V = C".

ZADATAK 2.2. Za svaki od sljedec¢ih skupova navedite po tri njegova elementa, a zatim provjerite je
li on realni vektorski prostor uz koordinatno zbrajanje i mnoZenje skalarima.

a) M =Q?

)
b) M = {(z,y) € R* : x <0,y > 0} (skicirati skup u ravnini)
c) M ={(z,y) € R*: x+y > 0} (skicirati skup u ravnini)

)

d) skup M svih toc¢aka ravnine na pravcu y = 2z (skicirati skup u ravnini, zapisati kao podskup od
R?)

e) skup M svih tocaka ravnine na praveu y = 2z + 1 (skicirati skup u ravnini)

RJESENJE

a) Imamo (1,0),(2,0),(3,0) € M. Zav/2 € R\ Qi (1,0) € M vrijedi v2- (1,0) = (v/2,0) ¢ M, pa
M nije vektorski prostor nad R.

b) Imamo (—1,0),(—2,0),(=3,0) € M. Za —1 € Ri (—1,0) € M vrijedi —1-(—1,0) = (1,0) ¢ M,
pa M nije vektorski prostor nad R.

¢) Imamo (1,0),(2,0),(3,0) € M. Za —1 € Ri (1,0) € M vrijedi —1-(1,0) = (—1,0) ¢ M, pa M
nije vektorski prostor nad R.

d) Uotimo M = {(z,2z) : € R}. Neka su (z,2z),(y,2y),(z,22) € M proizvoljni, te o, € R
proizvoljni. Vrijedi

(z,22) + (y,2y) = (z +y, 22+ 2y) = (x+y,2(z +y)) € M,
alz,2z) = (ax,a2x) = (ax,2(ax)) € M.

Dakle, definirane su operacije +: M x M — M i-: R x M — M. Provjerimo svojstva (1) — (8)
vektorskih prostora:

(1) ((z,22) + (y,2y)) + (2,22) = (v +y,2(x +y)) + (2,22)

2 (5t 2), 2t (y 4 2))) = (2, 20) + (g + 2,20y + 2)) = (@
a (0,0) € M vrijedi (z,2x) + (0,0) = (z+0,2(x+0)) =

( (
( 7
za (

(0,0) + (x,2x).

(—

(

(z+y)+z2((x+y) +2) =
2z) + ((y,2y) + (2,22))
(2) (x,2z) = (0+x,2(0+x)) =
3
4

(3) (=,2(=x)) + (z,2r) = (0,0) = (2, 22) + (==, 2(—x)).
(4)
(5)
(6)

z,22) + (y,2y) = ( +y,2(x +y) = (y + 2,2(y + 2)) = (y,2y) + (z, 22).

(B(z,27)) = a(Bz,28z) = (a(Br), 2a(Bz)) = ((aB)z, 2(af)x) = () (7, 22).

(a+ B)(z,22) = ((a + B)x,2(a + B)z) = (ax + Sz, 2(ax + fx)) = (ax + Sz, 2ax + 20x) =
(ax,2ax) + (B, 207) = a(x, 22) + [(z, 2x).

(7) alz+y,2(x+y)) = (ar + ay, 2(ax + ay)) = (ax, 2ax) + (ay, 2ay) = oz, 22) + a(y, 2y).
8) 1-(z,2z)=(1-2,1-2x) = (z,2z).

Q

6

e) Uoc¢imo da je (0,1) € M, ali 2-(0,1) ¢ M.
Ili: pretpostavimo da postoji neutralan element (x¢,yo) € M. Dakle (zg, ) + (z,y) = (x,y) za
sve (x,y) € M. Posebno za (z,y) = (0,1) € M, imamo (xo,y0 + 1) = (0,1). Slijedi o = yo = 0,
pa je (:L’g yo) = (0,0). Medutim, ovdje dolazimo do kontradikcije jer (0,0) ¢ M.
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ZADATAK 2.3. Za svaki od sljede¢ih skupova navedite po tri njegova elementa, a zatim provjerite je
li on realni vektorski prostor uz standarno definirane operacije zbrajanja i mnozenja skalarima.

a) skup svih polinoma s realnim koeficijentima stupnja barem 5 zajedno s nulpolinomom
b) skup svih polinoma s realnim koeficijentima neparnog stupnja zajedno s nulpolinomom
RJESENJE Neka je S opisani skup. Imamo:

a) 0,t°, —t>+1€S. Vrijedi t° + (—t> +1) =1 ¢ S, pa S nije vektorski prostor.

b) 0,83 +1,—t> € S. Vrijedi t3 + 1 + (—¢3) ¢ S, pa S nije vektorski prostor.

ZADATAK 2.4. DokaZite da svaki (realni ili kompleksni) vektorski prostor V' # {0} sadrzi beskona¢no
mnogo vektora.

RJESENJE Uzmimo x # 0. Sada «a # 3 povladi da je ax # Pfz. Zaista,
ar=pr = ar—pr=0 = (a—F)z=0 = a—F=0
Sto je kontradikcija.
ZADATAK 2.5. Neka je V' skup svih (beskonac¢nih) nizova realnih brojeva. Definirajmo
(a1,a9,as3,...)+ (by,ba, b3, ...) = (a1 + by, as + by, ag + bs, .. .), (2.3)
alay,ag, as, . ..) = (aay, aas, aag, . ..), «o€R. (2.4
(a) Provjerite je li V realan vektorski prostor uz ovako definirane operacije.
(b) Neka je A C V skup svih aritmetickih nizova. Je li A realan vektorski prostor uz iste operacije?
(c) Neka je G C V skup svih geometrijskih nizova. Je li G realan vektorski prostor uz iste operacije?
RJESENJE

(a) Uotimo V = RN, pa je V realan vektorski prostor po jednom od standardnih primjera, no
mozemo to i raspisati. Skratimo oznake: neka su (ai,...) i (by,...) nizovi i @ € R. Imamo
(al,...)—i—(bl,...) = (a1+b1,...) € V,
a(al, .. ) = (Oé(ll, .. ) eV.

Provjerimo svojstva (1) — (8), vektorskih prostora. Neka su (ay,...), (by,...) i (¢1,...) proizvoljni
elementi od V, te a, 5 € R proizvoljni. Imamo

(1) [(ay,...)+ (b,.. )]+ (c1,...) = (a1 +by,...) + (c1,...) = ((a1 +b1) +c1,...) = (a1 + (b1 +
c1y...)=(ay,...)+ (b1 +eci,...) = (ar,...)+[(b1,...)+ (c1,...)]

(2) ?a (O,.)..)EVVrijedi (a,...)+(0,...)=(a1 +0,...) = (ar,...) = (0+ay,...) =(0,...) +

(3) za (—aq,...) € V vrijedi (—aq,...) + (a1,...) = (0,...) = (a,...) + (—aq,...).

(4) (a1,...)+ (by,...)=(a1 +by,...) = (b1 +ay,...) = (by,...) + (a1,...)

(5) a(f(ai,...)) = alBay,...) = (a(Bar),...) = ((af)a,...) = (af)(ai,...)



(6) (Bc(z—i—ﬁ)()al,...) = ((a+ Bay,...) = (aay + Bay,...) = (aay,...) + (Bay,...) = alay,...) +

(7) aEZl —l—b)l,...) = (afay + by),...) = (vay + aby,...) = (aay,...) + (aby,...) = a(ag,...) +

8) 1-(ar,...)=(1-ay,...) = (a,...).

Aritmeticki niz (a,)qen je niz za koji postoji d € R takav da vrijedi a,, = a; + (n — 1)d, za sve
n € N. Neka su dani aritmeticki nizovi a, = a1 + (n — 1)d, b, = by + (n — Dk i a € R.

an+bn:al+b1+(n_1)<d+k) g (an)nEN_'_(bn)neNEA
aa, =aa; + (n—1ad = a-(ay)neny € A
Dakle, definirane su operacije + : Ax A —>Ai-:Rx A — A.
Uo¢imo (0,...) =0- (a1,a1 +d,...) i
(—ay,...,—ar + (n—1)(=d),...) =(-1)- (a1,...,a1 + (n—1)d,...)

jesu aritmeticki nizovi. Prvi je neutralan za zbrajanje svih, pa i aritmetickih nizova, a drugi je
inverz od (a,)nen. | ostala svojstva vektorskih prostora vrijede, jer po (a) vrijede za sve nizove,
pa onda i za aritmeticke nizove.

Geometrijski niz je niz oblika (ay,a1q,a1¢?, ...). Nizovi (1,2,4,...) 1 (1,3,9,...) jesu geometrij-
ski, ali njihov zbroj (2,5,13,...) nije geometrijski jer 5/2 # 13/5. Geometrijski nizovi ne ¢ine
vektorski prostor.

ZADATAK 2.6. U R? ostavimo standardno zbrajanje i uvedemo novo mnozenje skalarom formulom
az,y) = (ax,y). Je li to vektorski prostor?

RJESENJE Ne. Prvi od aksioma koji ovdje nije zadovoljen je distributivnost u odnosu na skalarni
faktor. Moralo bi biti (o + f)v = av + v, Ya, 5, v, odnosno

((a+ B)x,y) = (ax,y) + (Bz,y) = (ax + Bx,2y), Va,B,z,y.

Cim je y # 0 gornja jednakost ne vrijedi.

DZ 2.1. Provjerite da je M,,,(C)g realan vektorski prostor.

D7 2.2. Za svaki od sljede¢ih skupova navedite po tri njegova elementa, a zatim provjerite je li on
realni vektorski prostor.

a) {(z,y,2) €R%: 2 <0,y >0},

b) {(z,y,2) € R?: 2z =0},

o {[e o] aer),
Q) {ﬁ ?]:a,b,cE]R}.

DZ 2.3. U R? ostavimo standardno zbrajanje i uvedemo novo mnoZenje skalarom formulom «(z,y) =
(e, 0). Je li to vektorski prostor?

O
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2.1 Linearna nezavisnost

DEFINICIJA 2.4. Skup S = {1, ..., 2} u vektorskom prostoru V' je linearno nezavisan ako vrijedi
k
ai,...,ap €T, Z%‘%’ZO = ar=...=a,=0. (2.5)

=1

U protivnom se kaze da je skup linearno zavisan.

Takoder, ako vektori x1,...,zx € V zadovoljavaju (2.5), re¢i ¢emo da su medusobno linearno neza-
visni. Ako ne zadovoljavaju (2.5), reé¢i ¢emo da su medusobno linearno zavisni.

CINJENICE 2.5. (a) Skup S = {z1,...,x,} je linearno zavisan ako postoje a; € I, ne svi jednaki 0,
takvi da je Zle a;z; = 0.

(b) Jednoé¢lan skup {z} je linearno nezavisan ako i samo ako je x # 0.
(c¢) Podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan.
(Ovo sluzi kao temelj definicije nezavisnosti za beskona¢ne skupove: kaze se da je beskonacan

skup linearno nezavisan ako je svaki njb egov kona¢an podskup linearno nezavisan.)

(d) Nadskup linearno zavisnog skupa je linearno zavisan. Posebno, svaki skup koji sadrzi 0 je linearno
zavisan.

(e) Linearna nezavisnost/zavisnost ne ovisi o poretku vektora.

f) Niti jedan vektor osim 0 sam po sebi ne uzrokuje linearnu nezavisnost ili zavisnost skupa ¢iji je
J J J1)
¢lan. Primjer: {i,7}, {7,2¢}.

(g) Skup S = {x1,...,2,} je linearno zavisan ako i samo ako postoji bar jedan element iz S koji
je linearna kombinacija preostalih. Ako je S linearno zavisan i x; # 0 (i pritom S smatramo
uredenim), onda postoji bar jedan element iz S koji je linearna kombinacija svojih prethodnika

us.

(h) Neka su a,b # 0 proizvoljni vektori iz vektorskog prostora V. Tada je {a,b} zavisan ako i samo
ako je b = aa za neki o € F.

Na predavanjima smo dokazali sljedece:

(1) Dva nekolinearna vektora {@,b} bilo u V2(0), bilo u V3(0), ¢ne linearno nezavisan skup. Isto
vrijedi za tri nekomplanarna vektora u V3(O).

(2) Skup {ey,...,e,} je linearno nezavisan i u R", i u C".
(3) Skup {1,t,t%,...,t"} je linearno nezavisan u P,.

(4) Skup {E;;:i=1,...,m,j=1,...,n} je linearno nezavisan u M.

ZADATAK 2.7. Ispitajte linearnu nezavisnost skupa {ai, as, a3z} u R?* (R® uz standardne operacije)
ako je a; = (1,0,1), as = (1,2,1), a3 = (1,—2,1).
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RJESENJE 1. nacin: koristeci kriterij linearne zavisnosti (g) u Cinjenice 2.5.

ar # (0,0,0),
as = ajay = (1,2,1) = (ay,0,1) = 2 =0, ne vrijedi,
as = a1a1 + agas = (1,-2,1) = a;(1,0,1) + (1,2, 1).
Zadnja jednadzba daje sustav
ap + ay =1
209 = — 2
a1+ ap =1
Odakle slijedi a; = 2, 9 = 1, pa je skup linearno zavisan.
2. nacin: po definiciji. Trazimo rjeSenje jednadzbe aja; + asas + azas = 0. Raspisivanjem imamo

sustav
a1+ Qg + Qa3 =0

2&2 — 2&3 =0
oy + ay + az =0
Imamo ay = a3 =t € R, oy = —2¢t. Dakle, rjeSenje pocetne jednadzbe nije jedinstveno, pa je skup
linearno zavisan. 0J
ZADATAK 2.8. Je li skup {(1,0,0), (7,0,0)} linearno nezavisan u C*? A u C3?

RJESENJE Pitanje je je li skup {(1,0,0), (4,0,0)} linearno zavisan u nekom od C? ili C3? Koristimo
kriterij linearne zavisnosti.

(1,0,0) #(0,0,0)
(7,0,0) =«(1,0,0) = (,0,0) = a=ie€ C\R.

Vektori su linearno zavisni u C3; ali ne i u C3. O

ZADATAK 2.9. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na kompleksne brojeve x i y tako da je skup {(1, x), (2,9)}
linearno zavisan u C2.

RJESENJE Koristimo kriterij linearne zavisnosti
(1,2) #(0,0)
(2,y) =a(l,z) = (,az) = a =2,y = 2.
Nuzno je i dovoljno y = 2x. 0

ZADATAK 2.10. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na kompleksne brojeve z,y,z tako da je skup
{(1,z,2%), (1,y,y%), (1, 2, 2?)} linearno zavisan u C3.

RJESENJE Koristimo definiciju linearne nezavisnosti. Skup {(1, z,2?), (1,y,%?), (1, z, %)} je linearno
nezavisan ako jednadzba

a(17 x? xz) + /6(]‘7 y7 y2) + 7(17 Z? 22) = (07 07 0)7
u «, [ 1 ima jedinstveno rjeSenje. Imamo sustav

a+p+v=0
ra+yB + zy =0
2?a+y*B + 2%y =0
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Prvu jednadzbu pomnozenu sa —z dodajemo drugoj, te pomnozenu sa —z2 dodajemo tre¢oj. Imamo
a+p+v=0
(y —z)B+ (2 —x)y =0
(y* = 2%)B + (y* — 2%)y =0
Drugu jednadzbu pomnozenu sa —(y + x) dodajemo tre¢oj i nakon sredivanja imamo
a+pB+v=0
(y—x)B+ (z —x)y =0
(z —z)(z —y)y =0
Ovaj sustav ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako su z, y i z medusobno razli¢iti. To je trazeni
uvjet.

ZADATAK 2.11. Za sljedeée podskupove od R® provijerite njihovu linearnu (ne)zavisnost.
() {f.9.h}. edie je f(z) = sinz, g(x) = cosz i h(z) = cos(z + %),
(b) {f,g,h}, gdje je f(x) =sinz, g( ) =cosx i h(z) = sin 2z,

(z) =

(d) {f,g.h}, gdje je f(z
RJESENJE

,g(x) = ¥, h(x) = €**, a a € R je konstanta,

a) h(r) = cos§cosx —sinfsinx = ‘gg( ) —

V2

o= f(x). Skup je linearno zavisan.

b) Pretpostavimo da postoje «, 5 i~y takvi da za svaki = vrijedi
asinx + [fcosz + vsin 2z = 0.

Sada uvrstavamo: * = 0= =0,z =7/2= =0, 2 = /4 = v = 0. Skup je linearno
nezavisan.

¢) Pretpostavimo da postoje «, 817 takvi da za svaki x vrijedi
alr — 1)+ Bz +2)* +y(z — 1)(z +2) =0.

Sada uvrstavamo: z = 1= =0,z = -2 = a =0, x =3 = ~v = 0. Skup je linearno
nezavisan.

Alternativno, imamo
(a+ B+ + (—2a+28+ )z +a+48—2y=0.

Sada sustav a+ [+~ = —2a+20+v = a+45—2v = 0 ima jedinstveno rjeSenje « = = v = 0,
pa je skup linearno nezavisan.

d) Ako je a = 0, skup je linearno zavisan. Neka je a # 0. Pretpostavimo dan postoje a, 1 7
takvi da za svaki ¢ vrijedi aa + el + ve? = 0. Uvrstavanjem ¢t = 1,2, 3 dobijemo sustav koji

rijeSimo:
aa+B+v=0 aa+B+v=0 aa+B+v=0
aa+484+8y =0 3+T7y=0 30+ T7y=0
aa+ 965 +27y =0 88+ 26y =0 (26 —7-(8/3))y =

Slijedi « = § = v = 0. Skup je linearno nezavisan.
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ZADATAK 2.12. Neka je V' vektorski prostor i n € N, te neka je skup {z1, 9, z3,..., 2,1, 2, } linearno
nezavisan. Provjerite linearnu nezavisnost skupova

A:{$1—$27I2—$3,$3—$47---,$n—1—xmxn—m};
B ={x1 — 29,29 — T3,T3 — T4, ..., Tp_1 — Tn, Tp}.

RJESENJE Uoc¢imo — Z?;ll (x; — wir1) = x, — z1. Skup A je linearno zavisan. Pretpostavimo

E O% [ szrl +Oénxn—0

Imamo ayx; + *xx9 + ... +*xx, =0, pa je a; = 0. Sli¢no as, = ... = a,,_1 = 0. Ostaje a,,x, =0, pa
jeia, =0. Skup B je linearno nezavisan.

D7 2.4. Provjerite jesu li sljede¢i skupovi linearno nezavisni:
(@) {Eij +Ej;i:i=1,....m,j=1,...,n} u My,.

(b) {(1,9,7),(2,1,1),(~1,8,6)} u R3.

(c) {(1,2,1,1),(1,0,1,1)} u C%

(d) {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} u R*.
(e) {1,t—=1,(t—=1)%(t—1)3} u Ps.

(

f) {flaf27f3} u RRv f1($) = :BQ —2r+ 27 fQ(x) = $2 + 2z — 77 f3(l’) =3z — 9.
DZ 2.5. Odredite nuZan i dovoljan uvjet na vektore v € R* tako da skup {ey, 2, e3,v} bude linearno
nezavisan.

DZ 2.6. Neka je {z,y} linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru V. Neka su «, 3,7, € F.
Odredite nuzan i dovoljan uvjet da skup {ax + By, vx + dy} bude nezavisan.

DZ 2.7. Neka je skup {z,y, z} linearno nezavisan u V. Kakav je {z +y,y + 2,2 + 2}7

2.2 Linearna ljuska i sustav (skup) izvodnica

DEFINICIJA 2.6. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F, te ) # S C V. Linearna ljuska od S,
u oznaci [S] se definira kao

k
:{Zaixi:aiGF,xiGS,kGN}.

=1

Za S = () definiramo [S] = {0}.
Skup S C V je sustav ili skup izvodnica (generatora) za V' ako vrijedi [S] = V. Ovo znaédi da
se svaki vektor iz V' moze zapisati kao linearna kombinacija vektora iz S.

CINJENICE 2.7. (a) Ako je S ={z1,...,x;} konacan, tada je

k
= {ZOQLUZ oy € F}
=1
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(b) Ako su Si, Sy C V takvi da je S; C Sy, tada je [S1] C [Ss).
(c¢) Nadskup sustava izvodnica je takoder sustav izvodnica.
(d) Trivijalno je [V] = V; umijece je naéi ¢im manji skup izvodnica.
(e) Primjer: dva nekolinearna vektora u V2(O), tri nekomplanarna vektora u V?3(O).
(f) Primjer: {e1,...,e,} za R" (isto za C").

)

(g) Ako je S sustav izvodnica za V' i ako se neki vektor iz S moze prikazati kao linearna kombinacija
ostalih ¢lanova iz S, onda je i S\ {z} sustav izvodnica za V.

(h) Biti sustav izvodnica za V nije ni u kakvoj uzrotno posljedi¢noj vezi s linearnom nezavis-
noséu /zavisnoséu.

Primjer: tri vektora u V?(0), dva nekolinearna vektora u V3(0).
(i) Po definiciji kazemo da je V kona¢nodimenzionalan ako postoji bar jedan konaan sustav

izvodnica za V. Nasi standardni primjer su takvi, uo¢imo da P nije (nije niti RY, niti R®). Jog
uoc¢imo da je i {0} kona¢nodimenzionalan na trivijalan naéin.

ZADATAK 2.13. U vektorskom prostoru My(R) odredite, ako postoji, kona¢an skup S takav da je

(a) [S]= My(R),

(b) [S]:{-g ﬂ :a,b,cER},
() [S]:{_‘f ﬂ :a,b,ceR},

(d) [S]—{:aib aﬁb} :a,beR}.

RJESENJE Koristimo svojstvo (a) iz Cinjenice 2.7.

(a) Mozemo uzeti S = {Ella Elg, Egl, EQQ} jer Vrijedi
a b 10 01 0 0 00
MQ(R):{L d}.a,b,c,dGR}:{a{o O}—l—b{o O}—i—c[l 0]+d{0 J.a,b,cER}

= ol o [l Lo W

= [{Ella El?a E217 EQQ}] .

(b) Mozemo uzeti S = {Ey1, Ea1, Faa} jer vrijedi

(R T B AR I e

(c) Primijetimo kako opéenito za svaki vektorski prostor V'i() # .S C V imamo 0 € [S]. Kako zadani
skup ne sadrzi nulvektor, slijedi da ne postoji trazeni S.
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(d) Mozemo uzeti S = {Ell —+ E21 -+ EQQ, E12 -+ E21 — EQQ} jer Vrijedi

b 10 0 1
{|:aj_b a—bl:a’bER}:{a{l 1:|+b|:1 _1}:a,bER}:[{E11+E21+E22,E12+E21—EQQ}].

ZADATAK 2.14. Neka je S podskup vektorskog prostora V. Dokazite da je [[S]] = [S].

RJIESENJE Ocito je [S] C [[S]]. Pokazimo da je [[S]] C [S]. Elementi iz [[S]] su linearne kombinacije
elemenata iz [S], dakle linearne kombinacije linearnih kombinacija elemenata iz S. Trebamo pokazati
da smo na taj nac¢in dobili linearne kombinacije elemenata iz S. Zbog jednostavnijeg zapisa pokazimo
da se linearna kombinacija dva elemenata iz [S] moze prikazati kao linearna kombinacija elemenata
iz S.

Neka su z,y € [S]. Tada je z = Zle oy iy = Zé.:l B,y; za neke skalare o, 3; i te xq,...,xy,
Y1, ...,y elemente iz S. Tada je

k l
ar + By = Z oo + Z BB;y; = (lin komb elemenata iz S) ,
i=1 =1

dakle element iz [S]. O

ZADATAK 2.15. Pokazite da skup S = {(a,b,c,b) : a,b,c € R} nije sustav izvodnica za R?. Nadite,
ako postoji, element v € R* takav da je skup SU{v} sustav izvodnica za R*. Je li takav v jedinstven?

RJIESENJE Imamo
S ={(a,b,c,b) :a,b,c € R} = {aes +b(es + es) + ces : a,b,c € R} = [{eq, (e2 + €4), e3}].

Po Zadatku 2.14 je
[S] = [[{61, (6’2 + 64)7 63}]] = [{61, (62 + 64), 63}] =S.

Dakle [S] = S. Sada (0,0,0,1) ¢ S = [S], pa S nije sustav izvodnica za R*.
Ako uzmemo v = ey, tada je eo = (ex + e4) — €4 € [S U {v}]| pa imamo

{er,ea,e3,ea) C[SU{vY] /]
R* = [{e1, €2, €3,e4}] C [[SU{v}]] = [SU{v}] SR

Slijedi [S U {v}] = R%, pa je S U {v} sustav izvodnica za R*.
Odabir v = e4 nije jedinstven, mogli smo uzeti v = e, i provesti slican postupak. 0

ZADATAK 2.16. Neka su S; i So podskupovi vektorskog prostora V. Dokazite da je [S;] = [Ss] ako i
samo ako je S; C [Sy] i Sy C [5].

RJESENJE
Pretpostavimo [S;] = [Ss]. Tada iz S; C [S)] slijedi S; C [Sy], a iz Sy C [S,] slijedi Sy C [S4].

Obratno, po Zadatku 2.14, iz Sy C [Sy] slijedi [S1] C [Sa], a iz Sy C [S;] imamo [Sp] € [Sy]. Dakle

[51] = [53]- O

ZADATAK 2.17. Dokazite da je [S;] = [Ss], ako su S; i Sy podskupovi od R? zadani kao

S1=4(1,1,0),(0,1,1),(2,4,2)}, S2={(1,2,1),(1,0,—1)}.
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RJESENJE Koristimo prethodni zadatak. Vrijedi

1 1
(1,1,0) = 5(1, 2,1)+ 5(1, 0,—1)

(0,1,1) = (1,2,1) — (1,0, —1)
(2,4,2) = 2(1,2,1),

pa vidimo da je S; C [Sy]. S druge strane, imamo

(1,2,1) = (1,1,0) + (0,1,1)
(1,0,—1) = (1,1,0) — (0,1,1),

pa jei Sy C [S1]. Stoga zakljuéujemo kako je [S;] = [Se] prema prethodnom zadatku.

ZADATAK 2.18. Neka je S = {(z,y,2) € R* : v + y — z = 1}. Odredite [5].

RJESENJE Uo¢imo da je S; = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, —1)} podskup skupa S. Lako vidimo da je
[S1] = R? pa slijedi R? = [S]] C [S] C R3, pa zakljuc¢ujemo [S] = R3.

ZADATAK 2.19. Neka je S = {(z,y,2) € R* : x +y — 2 = 0}. Odredite [S].
RJESENJE Imamo

S={(zr,y,2) eR’:a+y—2=0} ={(v,y,2+y) : v,y € R}
={z(e1 +e3) +ylez +e3) : 2,y € R} = [{er +e3,e0 + e}l

Po Zadatku 2.14 imamo [S] = [[{e1 + e3,e2 + e3}]] = [{e1 +e3,e2 +e3}] = S.

Domaca zadaca

DZ 2.8. Neka je V' vektorski prostor te a,b,c € V takvi da vrijedi a + b + ¢ = 0. Dokazite da je

{a, b} = [{b, ¢}] = [{a, c}] = {a, b, ¢}].

DZ 2.9. Je li skup {(1,1,0),(1,0,0)} nezavisan/sustav izvodnica za R3?
Isto pitanje za skup {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0),(1,—1,1)}.
DZ 2.10. Odredite konac¢an skup S takav da je

a+b 2b — ¢

a) [5]=A a—2b+c 3a+ 5c

ta,b,c € R} C My(R),

b) [S]={(a+2b+c,a—b):abcecR}CR
c) [S]={(a+a+0b,b):a,beC} CC: (uputa: a =x+iy,b=u+iv;z,y,u,v € R),
d) {p € Po(R) : p(1) = 0} C Po(R).
DZ 2.11. Pokazi:
a) (1,0,3) € [{(1,0,0),(0,1,2),(0,2,1)}] C R?
b) 1+t¢ [{t?+1t+2,6*+ 2t} C Pa(R),
¢) B+, 1+1) € [{(1+4,2),(1—1,)}] CC?
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d) B+i1+i) ¢ [{(1+4,2),(1—4,9}] € Cg.
DZ 2.12. Vrijede li jednakosti:

a) [{(1,3),(2,5)}] = {(5,13),(1,2)}] u R?,

b) [{i+ ]+ k20— j} = [{3i+ k37 + 2k} u V3(0),

o) [{1+t,22+t+3} =[{*+ 1,2+t +1}] u Po(R).
DZ 2.13. Je li

a) {1+414,1 — i} sustav izvodnica za Cg,

b) {1,1+¢,1+ ¢+ t*} sustav izvodnica za Pa(R),

c) {(1,2,3),(1,0,1),(1,1,0)} sustav izvodnica za R3?

2.3 Baza i dimenzija

DEFINICIJA 2.8. (Konacan) linearno nezavisan sustav izvodnica naziva se baza.
CINJENICE 2.9.

(h) Svaki kona¢nodimenzionalan prostor osim {0} ima (kona¢nu) bazu.

i) Baza nije jedinstvena; primjer: svaka dva nekolinearna vektora u V?(O) ¢ine bazu.

—~ o~

)
j) Sve baze za V su jednakobrojne. Taj broj nazivamo dimenzija prostora V, oznaka: dim V.
)

(k) Ako je B = {by,...,b,} bilo koja baza za V', onda svaki vektor v € V ima jedinstven prikaz u

obliku v = > | A\ib;.
(1) Svaki konacan sustav izvodnica za V moze se reducirati do baze.

(m) Svaki linearno nezavisan skup u V' moze se nadopuniti do baze (Primjer: dva nekolinearna

vektora u V?3(0)).
(n) Neka je n =dimV.

Linearno nezavisni skupovi u V' imaju < n elemenata. Linearno nezavisan skup od n elemenata
je nuzno baza.

Sustavi izvodnica za V' imaju > n elemenata. Sustav izvodnica od n elemenata je nuzno baza.
Na predavanjima:
(a) {ei1,...,en} je baza za R", takoder i za C", dimR" = dim C" = n.
(b) {1,t,...,t"} je baza za P,, dimP,, = n + 1.

(c) {Eij:i=1,...,m,j=1,...,n} je baza za M,,,, pri ¢emu je E;; matrica koja na mjestu (4, j)
ima 1, a sve ostalo su 0. Zato je dim M,,,, = mn.

ZADATAK 2.20. Provjerite da je skup S = {(1,1,1),(1,1,0), (1, —1,0)} baza za R?, te u njoj prikazite
proizvoljni v € R3.
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RJESENJE Da bismo pokazali da je dani skup baza, trebamo pokazati da je linearno nezavisan te
da je skup izvodnica.

Medutim, s obzirom da skup S sadrzi to¢no 3 elementa, a dim R3 = 3, dovoljno je pokazati da je to
sustav izvodnica.

Neka je v = (1, 22, ¥3) € R3 proizvoljan vektor.

Trazimo skalare «, 5,7 € R takve da je v = «(1,1,1) + 5(1,1,0) + (1, —1,0), tj.

a+f+y=m
a+f—v =21
a = I3.

Slijedi da je a = x3, § = %xl + %xz — X3, Y= %xl — %xQ, tj.

1 1 1 1
v = ZL‘3(1, 1, 1) + (51'1 + 5!)32 - CL’3> (1, 1, 0) + <§I1 - 51’2) (1, —1, 0)7

pa je skup S sustav izvodnica za R3.
Slijedi da je S baza za R3.
ZADATAK 2.21. Neka je {@,b, @} jedna baza vektorskog prostora V3(O).
(a) Za koje A € R ¢e i skup
B={a@+b+X A i+b+2 N =Ni+\—1b+ (N —1)&
biti baza za V3(0)?

(b) Postoji li n € R takav da su vektori @+ b+ Aé, A\G+ b+ 1 @+ nc komplanarni za sve vrijednosti
parametra A € R? Ako postoji, dovoljno je pronaci jedan takav 7.
Sve tvrdnje detaljno obrazlozite.
RJESENJE
(a) S obzirom da skup B sadrzi tri elementa, a dim V3(0) = 3, dovoljno je pronaéi A € R za koje
¢e B biti linearno nezavisan skup.
Neka je:

a(@+ b+ A0 + BT+ b+ ) + (N = Nd+ (A= 1)b+ (A\* — 1)8) = 0.
Dobivamo sustav
a+ A8+ (N =XN)y=0
at+B+A=-1)y=0
A+ B+ (A —1)y =0,
tj.
a+ A+ (A =Ny =

(1= N8+ (A= 1)1 - Ay =0
(A—=1DIy=0.
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Sada razlikujemo slucajeve A = 0 i A = 1 u kojima sustav ima beskona¢no mnogo rjesSenja te
slucaj A # 0,1, u kojem sustav ima samo trivijalno rjeSenje a« = § = v = 0. Dakle, skup B je
baza za V3(0) za svaki A € R\ {0, 1}.

(b) Trazimo n € R takav da su dani vektori linearno zavisni za svaki A € R u V3(O)(jer su 3
linearno zavisna vektora nuzno komplanarni u V3(0)).

Neka je a(@—+ b+ Ae) + B(AG + b+ &) +~(a@ + né) = 0.

Dobivamo sustav

a+pA+v=0
a+p=0
aX+ B +yn =0,
tj.
a+pA+v=0
fA—=XA)—y=0
y(n+1)=0.
Dakle, npr. za n = —1 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, pa su dani vektori komplanarni.

ZADATAK 2.22. Nadopunite skup S = {(é (2)) , (é (1))} do baze od Ms. Je li to nadopunjenje

jedinstveno?

RJESENJE Lako vidimo da su dvije matrice iz skupa S linearno nezavisne.

Dakle, nedostaju nam jos dvije matrice do baze za My, jer je dim My = 4.

Dovoljno je pronadi jo$ tocno dvije matrice koji ¢e s postojeéim matricama skupa S biti linearno
nezavisne.

U tu svrhu, mozemo uzeti matrice Ei1, E19, E91 1 Foy iz kanonske baze za M, te dopuniti skup S
nekima od njih pazeéi na linearnu nezavisnost.

Konkretno, krenemo od matrice Ej; te provjerimo je li linearno nezavisna s matricama iz S:

“(00)+7(0 0)= 0 o)

Dobijemo o« = —1, § = 2, pa su matrice linearno zavisne.
Sli¢no se dobije i za E15 koja je takoder s njima linearno zavisna.

Za E5 dobijemo’
12 11 00
a(o 0)*5(0 o>_(1 o)’

tj. sustav
a+ =0
20+ =0
04+0=1
04+0=0,

'Uoéimo, zapravo ne moramo ni provjeravati dalje za Fs; i Fas jer bi u sluaju da je npr. E»; linearno zavisna s
matricama u S slijedilo da je [S] D {E11, E12, F21} te dim S > 3, no znamo da je dim S = 2.

O
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koji nema rjeSenja, pa je Fo; linearno nezavisna s matricama iz S. Nadopunimo S novom matricom

{666

Na kraju, za Fsy dobijemo sustav:

(0 8) 7o) ()= (%)

tj. sustav
a+B+0=0
20+ +0=0
0+0+~v=0
0+0+0=1,

koji nema rjesenja.
Slijedi da je

{656 )60 6 )

ZADATAK 2.23. Neka je n € N. U vektorskom prostoru P,(R) svih polinoma stupnja najvise n
definiramo polinome

baza za M.

p(t) = (2t +5)% k=0,...,n.
Provjerite je li skup {po,...,pn} baza za P,.

RJIESENJE Dokazujemo linearnu nezavisnost. To je dovoljno jer se radi o skupu koji ima n + 1 =
dim P,, elemenata. Uocimo da je py polinom stupnja k za sve k = 0,...,n. Promatramo uredeni
skup {po, ..., pn}. Pretpostavimo suprotno, tj. da taj skup nije linearno nezavisan. Slijedi da se neki
od njegovih elemenata moze zapisati kao linearna kombinacija svojih prethodnika, npr.

Pr = Qopo + a1p1 + - - + Qp_1Dk—1-

Medutim, polinomi agpg, a1p1, - - - a_1Pr—1 Su stupnja strogo manjeg od k, pa je i njihova suma takav
polinom, sto je kontradikcija s pretpostavkom.

ZADATAK 2.24. Neka je n € N. U vektorskom prostoru Ps,(R) svih polinoma stupnja najvise 2n
definiramo polinome
o) =+t +5)% Ek=1,...,n

Dokazite da je skup {pi,...,p,} linearno nezavisan, te ga nadopunite do baze za Pa,.

RJESENJE Uoc¢imo,
pi(t) = " + qi(t),
gdje je g, polinom stupnja strogo manjeg od 2k.

Dakle, py je polinom stupnja 2k, pa se linearna nezavisnost skupa {pi,ps,...,p,} dokaze sasvim
analogno dokazu prethodnog zadatka.



2.3. BAZA I DIMENZIJA 37

Vektorski prostor Ps, je dimenzije 2n + 1, pa nam nedostaje jos n + 1 polinom za bazu.
Kanonska baza za Pa, je 1t,t2,...t2", pa tvrdimo da je skup

B = {17t7p17 t37p27 s 7t2n717pn}
takoder baza za P,,.

Uistinu, promotrimo opet skup B kao uredeni skup te uoc¢imo da se opet nijedan element ne moze
zapisati preko svojih prethodnika jer su oni strogo manjeg stupnja.
Dakle, B je linearno nezavisan skup te je i baza.

ZADATAK 2.25. Skup S = {(1,2), (2,1)} nadopunite do baze za Ci.

RJESENJE Uoc¢imo, skup S je linearno nezavisan i sadrzi dva elementa, pa nam nedostaju jo§ dva
elementa do baze.

Kanonska baza za C3 je
{(1,0),(0,1),(2,0),(0,4)},

pa opet mozemo ubacivati njezine elemente u skup S pazeéi na linearnu nezavisnost.
Vidimo da je (1,0) = —5(1,2) + 2(2,1), pa je taj vektor linearno zavisan s vektorima iz S.
Takoder, (0,1) = 2(1,2) — 3(2,1), pa je i taj vektor linearno zavisan s vektorima iz S.
Odmah mozemo zakljuéiti da je nova baza {(1,2), (2,1), (,0), (0,4)}
ZADATAK 2.26. Moze li se skup

S = {1,t,#*, %2 + 3t + 4¢* + 5¢t°}

reducirati do baze za P37 Ako da, nadite sve moguénosti.

RJESENJE Bududi da je kanonska baza {1,t,t% ¢*} cijela sadrzana u S, slijedi da je S (konacan)
sustav izvodnica, pa se moze reducirati do baze za Ps.

Dimenzija prostora P3 je 4, a skup S sadrzi 5 polinoma, pa jedan treba izbaciti.

Zanima nas za koji od polinoma iz skupa S vrijedi da ga mozemo dobiti kao linearnu kombinaciju
preostala Cetiri polinoma iz S. Lako se vidi da taj zahtjev vrijedi za svaki element iz S, pa su
mogucnosti za bazu:

Sy = {t, 1%, 1*,2 + 3t + 42 + 513},

Sy = {1,812, #%,2 4+ 3t + 4t* + 5t°},

Sy = {1,t,t,2 4+ 3t + 4t* + 5t°},

Sy ={1,t,t%,2 4+ 3t + 4t* + 5t°},
S5 = {1,t,t*t°}.

Domaca zadaca

DZ 2.14. Provjerite da je {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} baza za R* i prikaZite u njoj
proizvoljan vektor v € R%.
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DZ 2.15. Nadite jednu bazu i dimenziju za Cg.

DZ 2.16. Nadite bazu i dimenziju za A, prostor aritmetickih nizova.

DZ 2.17. Neka je {a,b} baza za V (dakle, dim V' = 2). Uz koji uvjet na ¢ € V' ¢e i skup {a, c} biti
baza za V7

DZ 2.18. Isto pitanje kao prethodno za bazu {by,...,b,} i skup {by,...,b,_1,c}.

DZ 2.19. Neka je B = {by,...,b,} baza za V i definirajmo b, ; = —b; — by — ... — b,. Dokazite da
se svaki vektor v € V moze, i to na jedinstven nacin, prikazati u obliku v = Z?:ll A:b;, pri cemu je
SN =0.

DZ 2.20. Skup {(1,1,0)} nadopuniti do baze prostora R?.

RJESENJE Gledamo {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (dodali smo kanonsku bazu po¢etnom skupu).
Jedna nadopuna je {a, ey, es}. Uofimo nejedinstvenost: drugo moguce rjesenje je {a, eq, e3}.

DZ 2.21. Nadopunite {(1,1,1,1),(1,—1,—1,—1)} do baze za R*.
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2.4 Potprostori

DEFINICIJA 2.10. Neka je M CV, M # (. M je potprostor od V, oznaka M <V, ako je M i sam
vektorski prostor s naslijedenim operacijama.

CINJENICE 2.11. (a) Trivijalni potprostori su {0} i V. Uvijek je za M <V, dim M < dim V.
(b) M <V,dmM=dmV & M =1V.

(¢) Za M C V vrijedi M <V ako i samo ako je ax + Sy € M, Vo, € F, Vx,y € M, ako i samo
akox+ye M, Ve,ye M iax e M,Va eF.

(d) Uvijek je 0 € M.
e) Ml,MQ <V = MlmMg < V.
)

f) Presjek bilo koje mnozine potprostora od V je opet potprostor od V.

(
(
(2) Zasvaki S CV vrijedi [S] <V, te jednakost [S] = (Ngcpr< M.

ZADATAK 2.27. Provjerite da je M = {(xy, 22, 23) € R® : 1 — x5 + 23 = 0} potprostor od R?, te mu
nadite bazu i dimenziju.

RJESENJE PokaZimo prvo da je M < R3 koristedi karakterizaciju iz 2.11 (c). O¢ito je M C R3. Neka
su sada z = (x1, T2, 23),y = (y1,Y2,y3) € M te a, f € R proizvoljni. Tada za linearnu kombinaciju

ax + fy = (axy + Byr, axs + Bya, axs + Pys)
vrijedi
(a1 + Byr) — (axsy + By) + (axs + Bys) = a(xy — 22 +x3) + B(yr — y2 +y3) =0,

pa zakljuc¢ujemo da je ax + Sy € M. Kako su x,y € M te o, € R bili proizvoljni, slijedi da je
M < R3. Odredimo sada jednu bazu i dimenziju. Imamo

reEM — x= ({L‘l,ZL'Q,CL’?,) (1]1,I1+!E3,C(]3) (%1,1‘1,0)4‘(0,1‘3,%3) :$1(1,1,0)+ZE3(0,171).
Vektori (1,1,0),(0,1,1) ocito pripadaju M, razapinju ga i nezavisni su. Dakle, dim M = 2. O

ZADATAK 2.28. Koji od navedenih skupova su potprostori od R"? Za one koji jesu nadite po jednu
bazu i dimenziju.

{(xl, ) x; € 7,Yi}

{(z1,...,2n) : 11 = 225}

(x1,...,x E z; =20

>
I
/—’H/—/H/—’HA
5
H
I
(@]
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RJESENJE Skupovi A i E nisu potprostori od R”. Naime, A nije zatvoren na mnozenje skalarom
(imamo e; € A, ali %el ¢ A), dok E ne sadrzi nulvektor. Pokazimo da su preostali skupovi potprostori
od R™. O¢ito je svaki od njih podskup od R"™. Imamo redom:
B: Ukoliko su x = (21,...,2,),y = (Y1,---,yn) € B te a, € R proizvoljni, tada imamo
axy + Py = 2(azs + BY2),

pa vidimo da i linearna kombinacija ax+ By pripada B. Stoga je ponovno prema karakterizaciji
2.11 (¢) B < R". Jedna baza je onda dana s

BB = {261 —|—€2,63,...,€n},
tejedimB =n — 1.

C: Ukoliko su z = (x1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € C te o, 5 € R proizvoljni, tada imamo

Z(awi + By;) = &in—Fﬂzyz’ =0,
=1 =1

i=1

pa vidimo da je ax + Sy € C, te je stoga C' < R". Jedna baza je onda dana s
Be={e;—e, :i=1,...;ep1},

te jedimC =n — 1.

D: Primijetimo kako je zapravo

n
x=(r1,...,0,) €D <= fozo <~ 1, =0, zasvakii=1,...,n < x=0.
i=1

Stoga je D = {0} < R"™. Po definiciji, nulprostor nema bazu, te je dim D = 0.

F: Ukoliko su x = (x1,...,2,),y = (y1,...,yn) € F te o, € R proizvoljni, tada za svaki parni
broj 2¢ imamo na odgovarajuc¢oj koordinati

T + By = 0,

pa vidimo da je ax + By € F, te je stoga ' < R". Neka je k = [5]. Tada je za svaki v € F

k
r = (x1,0,23,0,...) = g T2j-1€25-1,
j=1

odakle vidimo da je jedna baza za F' dana s
BF:{ej : jzl,...,k},

te je dim F' = k.
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G: Ukoliko su z = (z1,...,2,),y = (Y1, -..,Yn) € G te a, B € R proizvoljni, tada imamo

aty + Pys = axy + Pys = = avy + LYo = . . .,
pa vidimo da je ax + Sy € G, te je stoga G < R". Sli¢no kao za F' dobijemo da je
n

dimG =dimF + 1= [2

I+1,

te da je jedna baza za GG dana s

l3)
BG:{€jij:1,...,/€}U Zegj

=1

ZADATAK 2.29. Je li M = {(21, z2) € C*: 21 — 223 = 0} potprostor od C*? A od C%?

RJESENJE Neka su o, € C, x = (x1,22),y = (y1,y2) € M. Sada je ax + By = (axy + By, axy +
Bys) € M ako i samo ako je

axy + Byr — 20xs + Bys = axy — 2073 + Py — 2687z = 0,

a to opcenito ne vrijedi. Konkretno, nije problem u zbrajanju, ve¢ u mnozenju skalarom. Na primjer,
r=02+2,1—di)eMalii-z=(—-2+2i,1+1i) ¢ M.
Sada primijetimo da gornji ra¢un pokazuje da sve §tima ako su a, 3 € R. Dakle, M < C%. Jos vrijedi

v=_(21,22) EM & v=(x1 4y, T2+ iy2), 2(xs — iYs) = 1 + Y1,

tj. 2z9 = 21, —2y2 = Y1, a to vrijedi ako i samo ako je
+1 L E 1 L + L
g VA — — 77— g — . —— .
v T1 + W, 23U1 2y1 r1| 1, 5 Yyl 5

ZADATAK 2.30. Dokazite da je M = {p € Py : p(1) = p(—1)} potprostor od Py, te mu odredite

(neku) bazu i dimenziju?

RJESENJE Ocito je M C P,. Neka su sada p,qg € M te o, f € R. Tada je ap + fq € Py, te imamo
(ap + Bq)(1) = ap(1) + Bq(1) = ap(—1) + Be(—1) = (ap + Bg)(-1),

pa vidimo da je i ap + Bq € M. Stoga je M < P4. Odredimo sada jednu bazu. Neka je p € M, te
ga zapisSimo u obliku

p(t) = at* + bt* + ct* + dt + e za neke a,b,c,d, e € R.

Iz p(1) = p(—1) slijedi
a+b+d+c+e=a—-b+c—d+e,

odnosno d = —b. Stoga vidimo da se proizvoljni p € M moze zapisati u obliku
p(t) = at* +b(t* —t) +ct* +e.

Dakle, skup {1,#2,t3 —¢,t*} je sadrzan u M, te je iz prethodnog sustav izvodnica za M. Kako su svi
polinomi u tom skupu razli¢itog stupnja, on je i linearno nezavisan, pa je to ujedno i jedna baza za
M. Dimenzija je tada jednaka 4. ([l



42 POGLAVLJE 2. VEKTORSKI PROSTORI

ZADATAK 2.31. Neka je V realni ili kompleksni vektorski prostor dimenzije 3. Dokazite da V' sadrzi
beskonacno mnogo potprostora dimenzije 2.

RJESENJE Neka je {by1, s, b3} jedna baza za V. Definiramo za n € N potprostore M,, s
Mn = [{bl, b2 + nbg}]

Tvrdnja zadatka ¢e biti dokazana ukoliko pokazemo da su M,, medusobno razli¢iti potprostori di-
menzije 2. Za pocetak, za svaki n € N je navedeni generator zaista i baza jer iz

bg + ’flbg = )\bl

slijedi linearna zavisnost elemenata baze, sto je kontradikcija. Dakle, zaista je dim M,, = 2 za svaki
n € N. Nadalje, da bi pokazali da je M, # M,, za m # n, dovoljno je pokazati da je u tom slucaju

bg + nb3 ¢ Mm = [{bl, bg + mbg}]
U suprotnom bi postojali o, 8 € R takvi da je
b2 + nb3 = Ozbl + ﬂ(bz + mbg),

pa bi slijedilo posebno usporedbom koeficijenata uz by i b3 i

S=1
n = pm,

odnosno m = n, $to je kontradikcija. Dakle, M, su medusobno razli¢iti potprostori dimenzije 2, pa
kako ih ima beskonacno, tvrdnja je dokazana.

DZ 2.22. Neka je V realni ili kompleksni vektorski prostor dimenzije n > 2. Dokazite da za svaki
1 <k <n—1 postoji beskona¢no potprostora od V' dimenzije k.

ZADATAK 2.32. M = {(x1,...,2p) i T1 —Xo =To — T3 = ... = Tp_1 — Ty = T, — o1} C R™. DokazZite
da je M < R"™, nadite mu neku bazu i nadopunite je do baze za R".
RJESENJE Neka je x = (21,29, ...,2,) € M proizvoljan. Oznafimo s d := x; — xo. Tada iz uvjeta
na vektore u M imamo sljedeé¢i niz jednakosti

Tr1 — T9 = d

l‘g—l’gzd

Tpol — Ty = d

T, — T = d.
Sumiranjem svih jednakosti slijedi 0 = nd, odakle pak slijedi d = 0. Stoga vidimo kako je
r=(x1,...,0,) EM <= 11 =09="--=12, < x€[{(1,1,...,1)}],

pa zakljuCujemo da je M = [{(1,1,...,1)}] < R™, te je time i dobivena jedna baza za M. Jedna
dopuna do baze za R™ je dana s {ey,...,e,_1}. Lako je provjeriti da je zaista {61, e Cne1, Z?Zl ej}
zaista linearno nezavisan skup; prvih n — 1 vektora je podskup kanonske baze, pa ¢ine linearno neza-

visan skup, dok se posljednji ne moze prikazati kao linearna kombinacija prethodnih zbog nedostatka
netrivijalnog broja na posljednjim koordinatama vektora ey, ..., e, 1.
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DEFINICUJA 2.12. Za matricu A € M,,, A = (a;;) definiramo transponiranu matricu A" = (b;;)
formulom b;; = aj;, Vi, j.

ZADATAK 2.33. Neka je S={A e M, : AT = A} i L={A € M, : AT = —A}. Provjerite da su to
potprostori od M, i nadite im po jednu bazu i dimenziju.

RJESENJE Pokazimo najprije da vrijedi (A + ﬁB)T = aAT + 3BT Vo, € F, A, B € M,,. Naime,
matrice s obje strane jednakosti su istog tipa, pa je potrebno jos samo provjeriti da se elementi na
odgovarajuc¢im mjestima podudaraju. Koristit ¢emo sljede¢u oznaku: za matricu C' € M,, neka je
[C];; element na mjestu ij matrice C'. Sada za proizvoljne 1 <4, j < n imamo

[(@aA+ BB)"];; = [@A+ BBlji = a[Alj; + BIBlji = o[A"];; + B[B"];; = [0A” + 8B,

¢ime je tvrdnja pokazana.
Pokazimo sada da je S < M,,. Neka su A, B € S te a, € R proizvoljni. Tada je

(A + BB)" = aA” + BBT = aA + 3B,

pa vidimo da je aA+ BB € S. Stoga je S < M,,. Analogno se pokaze i da je L < M,,.
Odredimo sada bazu za S. Neka je A = (a;;) € S proizvoljna. Tada iz A = AT imamo posebno i

a;j = aj zasvei # j,
pa A moZemo zapisati u sljede¢em obliku
n n
A= Z CLZ‘J'EU = ZauEu -+ Z aij(Eij -+ E]z)
ij=1 i=1 1<i<j<n

Slijedi da je skup

sustav izvodnica za S, a ponovno je lako uvjeriti se da je linearno nezavisan (sve matrice iz ovog

skupa imaju netrivijalne elemente na razli¢itim mjestima). Stoga je dim S = @

Odredimo sada bazu za L. Neka je A = (a;;) € L proizvoljna. Tada iz AT = —A imamo

a; = —ay; zasvei=1,...,n

a;j = —aj; za sve i # j,

pa vidimo dodatno i da su dijagonalni elementi jednaki 0. Stoga se A moze zapisati u obliku

A= > ay(Ey;— Ep),

1<i<j<n
pa je skup
jedna baza za L. Konac¢no je dim L = % O

ZADATAK 2.34. Neka je M < V, M # {0},V. Pokazite da postoji baza za V ¢iji niti jedan ¢lan
ne lezi u M. Uputa: pokuSajte zamisliti/konstruirati bazu za V3(O) ¢iji niti jedan ¢lan ne lezi u
Ty-ravnini.
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RJESENJE Neka je {ai,...,ax} jedna baza za M, pri ¢emu je 1 < k < n = dim V. Nadopunimo je
do baze {ai,...,ax, ars1,...,a,} za V i gledamo skup {a; + a,,...ax + an, Grs1, .- .,a,}. Lako se
vidi da je nezavisan i kako sadrzi to¢no n elemenata, on je baza za V.

Uoc¢imo da nijedan od vektora agyq,...,a, ne lezi u M (jer bi tada skup {ay,...,ax, agr1,...,a,}
bio zavisan). Takoder, nijedan od vektora a; + ay, ..., ax + a, ne lezi u M.

Pouka zadatka je da ne mozemo a prior: rac¢unati na to da ¢ée baza za V u sebi sadrzavati bazu za
M. No, to mozemo posti¢i ako krenemo od baze za M pa je nadopunimo do baze za V.

Domaca zadaca

DZ 2.23. M = {(x1, 79,23, 24) € R* 1 2y — 25 = 0,27 + 25 — 224 = 0}.

DZ 2.24. U R* su dani vektori a; = (1,1,2,2), by = (1,0,0,1), as = (2,1,2,3), by = (0,1,2,1). Neka
je Ml = [{(Il,bl}], M2 = [{ag,bg}]. Dokazite da je M1 = MQ.

RJESENJE Jasno je da zapravo imamo baze za My, M,. Zato je dim M; = dim M, = 2 pa je dovoljno
vidjeti da je My C My (ili My € M;). Dovoljno je, dalje, vidjeti as, by € M; jer M; kao vektorski
prostor tada mora sadrzavati i sve njihove linearne kombinacije. Sada se raCuna as = a; + by,
bg = a1 — bl.

DZ 2.25. Neka su aq,...,a,,8 € R. Koje uvjete moraju zadovoljavati ovi brojevi da bi skup
M ={(z1,...,2,) s >, a;x; = S} bio potprostor?

DZ 2.26. M = {(z1,79,23,74) € R* : 2y —wy + 235+ 24 = 0,07 — 229 — 24 = 0} < R*. Baza i
dimenzija?

DZ 2.27. Neka su L,U, D redom skupovi svih donjetrokutastih/gornjetrokutastih/dijagonalnih ma-

trica u M,. Dokazite da su to potprostori od M, te im nadite po jednu bazu i odredite dimenzije.
(Predavanja, knjigal)

DZ 2.28. Dokazite dasu X = {A € M, : AT = A}iY ={A e M, : AT = — A} potprostori od M,

nadite im po jednu bazu i dimenziju.
DZ 2.29. M = {p € P3:p(5) =0} < P;. Baza i dimenzija?

2.5 Suma i presjek potprostora

DEFINICIJA 2.13. Za L, M <V definira se suma potprostora L i M kao L+ M = [L U M]|. KaZemo
da je suma direktna ako je LN M = {0} i tada pisemo L + M.

CINJENICE 2.14.

(a) L+M ={a+b:ae L,be M}. Rastav x = a + b svih vektora z € L + M je jedinstven ako i
samo ako je suma direktna.

(b) dim(L+ M) = dim L + dim M — dim L N M.

(c) Ako je LN M = {0}, te ako imamo baze {ai,...,amn} 1 {b1,...,b} za M i L, onda je
{ai, ..., am,b1,..., b} baza za V. (Objasniti kratko!)

ZADATAK 2.35. Neka su U i L redom prostor svih gornjotrokutastih i prostor svih donjotrokutastih
matrica u M,,. Dokazati da je U + L = M,,, te da suma nije direktna.
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RJESENJE Neka je A = (a;j) € M, proizvoljna. Definiramo gornjotrokutastu matricu Uy € M, i
donjotrokutastu L4 € M, s

aiﬁ Z S,] ai', 'l >j
[Ualij = { ’ [Lalij = { ’

0, inace, 0, inace.

Tada je A = Ua+ L 4, pa vidimo da se svaka matrica moze prikazati kao zbroje jedne gornjotrokutaste
i jedne donjotrokutaste. Stoga je M,, = U + L. Primijetimo da suma nije direktna zbog netrivijalnog
presjeka U N L; u njemu se nalaze sve dijagonalne matrice.

ZADATAK 2.36. Neka su S i L redom prostor svih simetri¢nih i prostor svih antisimetriénih matrica
u M,. Dokazati da je S + L = M,,.

RJESENJE Odredimo prvo presjek SN L. Ako je A € SN L, tada slijedi A = AT = —A, odnosno
A = 0. Stoga je SN L = {0}, pa je suma direktna. Preostaje pokazati da je S+ L = M,. Zbog
direktnosti sume je dovoljno pokazati da je dim S + dim L = dim M,,. Naime, iz 2.14 (b) bi tada
slijedilo

dim(S + L) = dim S + dim L = dim M,,,

pa zbog 2.11 (b) bi kona¢no imali i S + L = M,,. Medutim, ove dimenzije smo veé ranije izrac¢unali:

n(n—1)

5> pa je zaista dim S + dim L = n?.

one su redom dim S = @ te dim L =

Posljedica prethodnog zadatka: svaka kvadratna matrica se na jedinstven nacin moze prikazati kao
zbroj jedne simetri¢ne i jedne antisimetri¢ne matrice. Kako?

ZADATAK 2.37. Neka je P5 prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog 3, te neka su

M={pePs;:p(1)=0}, L={pePs;:p2) =0}

njegovi potprostori. Odredite po jednu bazu za M, L, M N Li M + L.
RJIESENJE Vidimo da je p € M ako i samo ako je oblika

p(t) = (t —1)(at®> +bt +¢) zaneke a,b,c € R.

Stoga je jedna baza za M dana s

By = {t*(t — 1),t(t — 1), (t — 1)}
Analogno vidimo da je jedna baza za L dana s

Bp = {t*(t — 2),t(t — 2), (t — 2)}.
Nadalje, presjek M N L je dan s

MNL={pePs:p(l)=p(2) =0},
pa vidimo da je
peEMNL < p(t)=(t—1)(t —2)(at +b) za neke a,b € R.

Stoga je jedna baza za M N L dana s

Baor = {t(t —1)(t — 2), (t — 1)(t — 2)}.
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Kako je dim M = dim L = 3 te dim(L N M) = 2, slijedi da je dim(M + L) =3+ 3 —2 = 4 = dim P;,
pa zakljucujemo M + L = P;. O

Pretpostavimo da su nam poznate baze potprostora i da trebamo odrediti bazu za njihovu sumu i
njihov presjek.

Bazu za sumu potprostora odredujemo tako da uniju baza potprostora (Sto je skup izvodnica za
sumu) reduciramo do linearno nezavisnog skupa, te time dobijemo bazu sume.

Kako nalazimo bazu presjeka potprostora? (Ovaj postupak ¢e ujedno dati i bazu za sumu potpros-
tora.)

Neka su dani potprostori M i L od V, neka su dane baze {ai,...,a,} 1 {b1,...,b} za M i L, dakle
dim M =m, dim L = [. Skup {ai,...,am,b1,...,b} je o€ito skup izvodnica za M + L.

e Ako je linearno nezavisan, onda je i baza za M + L pa je dim(M + L) = m+1 = dim M +dim L
pa slijedi da je dimM NL =0, tj. M NL={0}.

e Ako je zavisan (uo¢imo a; # 0), nadimo vektor koji je linearna kombinacija prethodnika; to
nije nijedan od a—ova, dakle to je neki b;. Izbacimo ga van i ono §to je ostalo jo§ uvijek je skup
izvodnica za L + M. Postupak nastavimo.

Recimo da smo proveli takvih & koraka dok na kraju nismo dobili nezavisan skup, time i bazu
za L+ M. Ocito je k < I. Ako je k = [, svi b—ovi su izbaceni i slijedi da je M + L = M, tj.
L<Mizato LNM = L.

Ostaje razmotriti slucaj £ < [. Nije smanjenje opcenitosti ako pretpostavimo da su izbaceni
bi,...,bg. Dakle, {ay,...,am,brs1,...,b} je bazaza M+ L. Sad svakiod by, ..., b kao element
od L € M + L dopusta rastav u toj bazi u obliku

m l
b,« :Zai,rai—l— Z 5]'7,«19]' = €7«+f7~, r = 1,...,/{3.
=1

j=h+1

Pogledajmo vektore ey, ..., e,. Oc¢ito su u M N L, tvrdimo da zapravo ¢ine bazu za M N L. To
vrijedi jer je dim M N L =dim M +dim L —dim(M + L) =m+1— (m+1— k) = k pa vidimo
da samo treba dokazati njihovu nezavisnost.

k k
Z’YTGT =0 = Z 'Vr(br_fr) =0 = ’Ylbl—i—’j/gbg—l—. . -+’7kbk+.'bk+1+.'bk+2+~ ..+eb; = 0.
r=1 r=1

Slijedi da su svi koeficijenti 0, posebno 74 = ... =y, = 0.

ZADATAK 2.38 (ilustracija algoritma). Neka su M i L zadani svojim bazama a; = (1,0,1), as =
(1,2,1) 1 by = (1,0,0), by = (0,0,1). Odrediti baze za M + L i M N L.

RJESENJE Skup {(1,0,1),(1,2,1),(1,0,0), (0,0, 1)} je zavisan jer sadrzi 4 vektora u trodimenzional-
nom prostoru. Uo¢imo da je {ay, as, b1} lin nez, zato baza za M + L. Sad preostaje by prikazati u
toj bazi i uzeti mu M—komponentu.

(0,0,1) = a1 (1,0,1) 4 (1,2, 1) + B(1,0,0)

Dobijese a1 =1, a0 =0, 5 =—1paje1-(1,0,1)4+0-(1,2,1) = (1,0,1) baza za M N L.
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ZADATAK 2.39. Neka su M = [By| i N = [By] potprostori od R* zadani svojim bazama
By = {<17 —-1,0, 2>7 (37 —-1,-3, 1)7 (27 -1, -1, 2)}7
By ={(1,2,—-1,-2),(1,-2,-3,4),(-1,—1,3,—1)}.

Odredite po jednu bazu za M + N i M N N.
RJESENJE Formiramo skup

By UBy ={(1,-1,0,2),(3,-1,-3,1),(2,-1,-1,2), (1,2, —1,-2), (1, -2, —3,4), (-1, 1,3, —1)}

koji je tada sustav izvodnica za M + N. Kako on sadrzi Sest elemenata, ocito je linearno nezavisan,
te ga reduciramo do baze za M + N. Kre¢emo od vektora (1,2, —1, —2) te provjeravamo moze li se
prikazati kao linearna kombinacija prethodnika. RjeSavanjem vektorske jednadzbe

(1,2,—1,-2) = a(1,-1,0,2) + B(3, -1, —3,1) + v(2, -1, —1,2),

odnosno pripadnog sustava

a +36 +2v = 1
—a =B -y = 2
200 +B +2v = =2,

dobijemo av = =7, f = —2, v = 7. Stoga b; izbacujemo, ali posebno i vidimo da je ve¢ by € M N N.
Nakon toga vidimo rjeSavanjem odgovarajuceg sustava da jednadzba

(1,—-2,-3,4) = a(1,-1,0,2) + A(3, -1, -3,1) +v(2, -1, -1,2)

nema rjesenja, pa by ostavljamo. Kako smo time dobili ¢etveroc¢lan linearno nezavisan skup, slijedi
da je M + N = R*, te je za jednu bazu tada najjednostavnije uzeti kanonsku, ali mozemo svakako
iskoristiti i upravo dobivenu reduciranu bazu

Byin ={(1,-1,0,2),(3,—-1,-3,1),(2,-1,-1,2),(1,—-2,—-3,4) }.
Prikazimo jos posljednji vektor u ovoj bazi; ovdje dobijemo
(-1,-1,3,—-1) =9(1,-1,0,2) + 3(3,—1,-3,1) — 9(2,—-1,—1,2) — (1, -2, —-3,4).
Stoga je jedna baza za presjek dana s

BMON = {(07 _37 Oa 3)7 (17 27 _17 _2)}

Domaca zadaca
DZ 2.30. Zadanisu M, L < R*svojim bazama a; = (1,1,1,1), a5 = (1,1,-1,-1), a3 = (1,—-1,1, 1),
te by = (1,—1,—1,1), by = (2,—2,0,0), bs = (3, —1,1,1). Nadite baze za M + L i M N L.

DZ 2.31. Neka su M, L, K < V. Pokazite da je (M NL)+(MNK)C Mn(L+ K). Vrijedi li
jednakost?



48 POGLAVLJE 2. VEKTORSKI PROSTORI

RJESENJE Akojexz € (MNL)+ (MNK), ondaima oblik x = a+0b, gdjesua e MNL,be MNK.
Ocito je a +b € M (jer su oba iz M, a M je potprostor), takoder je a +b € L + K (jer je a € L,
be K). Daklejea+be M N(L+ K).

Jednakost opéenito ne vrijedi. Uzmimo u R* M = [(1,1)], L = [(1,0)], K = [(0,1)]. Sad je
MNL=MnNK={0},dokje MN(L+K)=MNR?*= M. O

DZ 2.32. Za svaki a € R definiran je potprostor vektorskog prostora Ps (polinoma stupnja < 3) kao
M, = {p € P3 : p(a) = 0}.

Odredite neku bazu potprostora (M; N Ms) + Ms.

DZ 2.33. Neka je V' vektorski prostor dimenzije n i neka su L i M njegovi potprostori dimenzije n —1
takvi da L nije podskup od M i M nije podskup od L. Odredite dimenziju potprostora L N M.

D7 2.34. Zadani su potprostori X, Y, Z realnog vektorskog prostora Ps svih polinoma stupnja manjeg
ili jednakog tri s realnim koeficijentima s

X = [{x3+x2+3x+2, 203 — 22 + 1, x?’—xQ—x}],

V=[{z+1’ (x+1)?}] 1 Z={pePs:pl)=—p(—z),VzecR}.
Pronadite neku bazu prostora (X +Y) N Z. Sve svoje tvrdnje detaljno obrazlozZite.

2.6 Direktni komplement

DEFINICIJA 2.15. Neka je L < V. Ako je M <V takav da je L + M =V, kaze se da je M direktni
komplement za L (i obratno).

Kako nalazimo direktni komplement netrivijalnog potprostora L od V? Uzmemo bazu {b1, ..., by}
za L, pro§irimo je do baze {b1, ..., bg, bxs1, ..., by} za cijeli prostor V' i tada je [{bxi1,-..,b,}] jedan
direktni komplement od L.

Direktni komplement nije jedinstven. Na primjer, u R® uzmimo za M zy-ravninu i tada je svaki
pravac kroz ishodiste koji ne lezi u toj ravnini njezin direktni komplement. Zbog nejedinstvenosti
direktnog komplementa nije korektna oznaka V' — M.

ZADATAK 2.40. Za M = {(z1,29,23,24) : 1 — 23 — x4 = 0,29 — x3 + 224 = 0} provjeriti da je
potprostor i na¢i mu neki direktan komplement.

RJESENJE Vrijedi da je z € M ako i samo ako je

= (21, %2, X3, Tg) = (T3 + T4, T3 — 224, T3, 4) = x3(1,1,1,0) + 24(1, —2,0, 1).

Dakle je {(1,1,1,0),(1,—2,0,1)} jedna baza za M, sad je treba dopuniti do baze za R*:

(]-7 17 170)a (]-7 _2707 1)76176%%’%
—a b

Ocito su {a,b,e1} 1{a,b, e1, ea} nezavisni i zato mozemo uzeti L = [{ey, e2}] kao direktni komplement.

ZADATAK 2.41. Neka je M prostor svih dijagonalnih matrica reda 3. Odredite po jedan direktni
komplement potprostora M u V', ako je
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(a) V= Mg.
(b) V prostor svih simetri¢nih matrica reda 3.
(c¢) V prostor svih gornjotrokutastih matrica reda 3 .

RJESENJE Jedna baza za M je dana s {E; : ¢ = 1,2,3}. U svakom od podzadataka je tada samo
potrebno pronac¢i dopunu do (neke) baze odgovarajuceg prostora. Redom imamo da su primjeri
direktnih komplemenata dani s:

(a) L=[{Ey : 1<i,5<n,i#j}]
(b) L=[{E;+E;:1<i<j<3}]

ZADATAK 2.42. Neka je M = {(x1,...,2,) € R": Y " 2, =0} <R™
(a) Dokazite da je L = {(z1,...,2,) € R": x; = ;,Vi, j} direktni komplement od M u R".
(b) Nadite jedinstveni rastav elementa (1,2,3,...,n) s obzirom na rastav R" = L 4 M.

(c) Nadite jedinstveni rastav elementa (1, 2,3, ...,,) s obzirom na rastav R* = L + M.
(d) Nadite jos neki direktni komplement od M u R".

RJESENJE

(a) Vrijedi da je x € M ako i samo ako je

r=(21,.. ., Tp1,%n) = (T1,. .., Tp_1,—T1 — ... — Tp_1)
21(1,0,...,0,—1) + 25(0,1,0,...,0,—1) + ... + 201(0,0,...,1,~1).

Baza za M je {(1,0,...,0,—1),(0,1,0,...,0,—1),...,(0,0,...,1,—-1)}, dim M =n — 1.
Vrijedi da je z € L ako i samo ako je
x= (21,22, ...,2,) = (x1,21,...,21) = 21(1,1,...,1)

paje {(1,1,...,1)} bazaza L, a dim L = 1.

Vrijedi da je L direktan komplement od M ako i samo ako je L + M = R"™ ako i samo ako je
L+M=R" LNnM={0}.

Gledamo L N M. Vrijedi da je x € L N M ako i samo ako je zy =20 = ... =2, 1) x; = 0.
Dakle, nzy = 0 pa je 1 = 29 = ... = x, = 0. Dobili smo da je LN M = {0}, a kako je
dim(L+ M)=dimL+dimM =n—1+1=n, onda je L+ M =R".

(¢) Uzmimo bazu za R™ koja se sastoji od unije baza za M i L dobivenih u (a) dijelu:

n
B=ByUB = {61—en,eg—en,...,en_l—en, g e]}.
j=1
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Tada je dovoljno pronadi rastav proizvoljnog vektora = = (x1,...,2,) € R™ u ovoj bazi, tj.
odrediti oy, . .., ay, takve da je
n—1 n
T = Zaj(ej — en)—{—anZej.
j=1 j=1
~ ~~ ——
TN L

Tada je pripadni rastav dan upravo u obliku x = x; + 1, kao gore. Izjednacavanjem koefici-
jenata uz pojedini kanonski vektor dobijemo sustav

a1 + o, =T

Q9 + Qy = To

Qp—1+ Qp = Ty
n—1
Ay — Z a5 = Tp.
j=1

Sumiranjem svih jednakosti u sustavu slijedi

1 n
7j=1
pa uvrStavanjem u svaku prethodnu jednadzbu dobijemo i

1 n
ij:l'j—ﬁz.l’k, jzl,,n—l
k=1

Dakle, kona¢no dobivamo

n—1 n n n
xM:Z <xj— xk> (ej —en), I <%Z%> Zej.
j=1 k=1

(b) Ovo je samo poseban slucaj (c) podzadatka.
(d) Lako se vidi da je K = [{e;}] jedan direktan komplement od M koji je o¢ito razli¢it od L.

ZADATAK 2.43. U vektorskom prostoru P3; polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili
jednakog tri dani su potprostori

M={peP;: (VxeR)p(l—xz)=px+1)},
N={pePs;: (Vo €R)p(-z) = —p(z)}.

Dokazite da je N direktan komplement od M, te odredite rastav proizvoljnog polinoma iz Pz s
obzirom na rastav P; = M+N.

Rjesenje: Neka je p(x) = ax® + bx® + cx +d € M. Tada je

a(l—z)* +b(1 -2 +c(l—2)+d=alx+1)* +bx+1)*+c(x+1)+d.
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Izjednacavanjem koeficijenata uz 1, x, 22, 2® dobiva se a = 0, ¢ = —2b. Dakle,
p(z) = b(z? — 27) +d.
Ako je p € N, tada
b(x? +22) +d = —b(2* — 22) — d,

iz ¢ega slijedi b = d = 0, dakle p = 0. Stoga smo dokazali da je M NN = {0}. Jos treba vidjeti
Py = M+N. Baza za M je {z* — 2x,1}, dakle dim M = 2. Raspisivanjem uvjeta kojim je N zadan,
dobiva se da je {z®, r} baza za N. Sada vidimo da je

dim(M+N) = dim M + dim N = 2+ 2 = 4 = dim P,

pa kako je M+N < Ps, mora biti M+N = Ps. Neka je p(x) = ax® + bax? + cx + d. Prikazimo taj
polinom u bazi za P koja je dobivena kao unija baza od M i N, npr. {x*—2x,1, 23, x}. Izjedna¢imo

az® + b +cx +d = a(2® — 2z) + B+ y2® + dz.
Izjednacavanjem koeficijenata dobiva se a« = b, § =d, v = a, d = ¢ + 2b, pa za polinome
() = a(x® —22) + B =b(z* — 2z) +d
po(z) = 2 + 61 = az® + (c + 2b)x

vrijedi p = p1 +p2, p1 € M, po € N.

Domaca zadaca

DZ 2.35. Za M = {(x1,z2,x3,74) : x1 + T+ x3+ 14 = 0,29 — x5+ x4 = 0} naci bazu i neki direktan
komplement u R*.

DZ 2.36. Za M = {(z1, 29,23) : 21 + 29 + 23 = 0} < C3 nadi bazu, te direktni komplement u (a) C*
(b) (C).

DZ 2.37. Zadanisu M, L < R*svojim bazama a; = (1,1,1,1),as = (1,1,-1,—1), a3 = (1,—-1,1, —1),
te by = (1,—1,—1,1), by = (2,—2,0,0), bs = (3, —1,1,1). Nadite baze za M + Li M N L.

D7 2.38. Neka je M prostor svih matrica reda 4 takvih da je a;; = 0 za ¢ > j. . Odredite po jedan
direktni komplement potprostora M u V', ako je

(a) V= M4.
(b) V prostor svih gornjotrokutastih matrica reda 4.

(c) V prostor svih matrica reda 4 koje na dijagonali imaju sve nule.

DZ 2.39. Neka su M, L, K < V. Pokazite da je (M NL)+ (MNK)C MnN(L+ K). Vrijedi li
jednakost?

RJESENJE Akojex € (MNL)+(MNK), onda ima oblik z = a+0b, gdjesua € MNL,be MNK.
Ocito je a +b € M (jer su oba iz M, a M je potprostor), takoder je a +b € L+ K (jer je a € L,
be K). Daklejea+be M N (L+ K).

Jednakost opéenito ne vrijedi. Uzmimo u R* M = [(1,1)], L = [(1,0)], K = [(0,1)]. Sad je
MNL=MNK ={0}, dok je MN(L+K)=MNR? = M.
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DZ 2.40. Isto u M,,.

D7 2.41. Neka je dimV =n, nekasu M, L <V, 1 < dim M = dim L < n. Dokazite da M i L imaju
zajednicki direktan komplement.

RJESENJE Postupimo kao kod dokaza teorema o dimenziji sume.

Neka je {ai,...,ar} baza za M N L. Nadopunimo je do baze za M i L: By = {ay,...,ax,b1,...,b.},
Brp ={ai,...,ax,c1,...,¢}. Vrijedi da je k +r = dim M = dim L.

Sad iz dokaza spomenutog teorema znamo da je {aq,...,ax,b1,...,b.,¢1,...,¢.} baza za M + L. 1
ovu bazu nadopunimo do baze cijelog prostora V: B = {a,...,ag,b1,..., b c1,. .. ¢y 01, .., U5}
Uoc¢imo da je dim M =dim L =k +r, dimV =k + r 4+ r + s pa trazeni komplement ima dimenziju
T+ S.

Tvrdimo da N = [{by + ¢1,ba + 2, ..., b, + ¢, v1, ..., 05} imasvojstvodaje M+ N =V L+N =V.
Jasno je da je M NN = {0} = LN N. Naime, ako je x € M N N, onda je

k r r s
T = Zaiai + Zﬁibz‘ = Z%’(bi +¢)+ 25#&'-
i=1 i=1 i=1 i=1

Zbog nezavisnosti elemenata baze B slijedi a; = 0, 8; =0, v; = 0, §; = 0, Vi. Dakle, z = 0. Analogno
se dobije LN N = {0}.

Sli¢no se zakljuci da je {ay,...,ag,b1,...,b,,01 +c1,..., b + ¢pyv1,..., 05} baza za V (nezavisnost
dobijemo kao gore, a kardinalitet je pravi). Dakle, dobili smo direktan komplement za M. Argument
za L je isti.

2.7 Linearne mnogostrukosti

Neka je V' vektorski prostor, xg € Vi M < V. Skup
xo+ M ={xog+m:mée M}

nazivamo linearna mnogostrukost u V' u smjeru potprostora M (s predstavnikom /reprezentantom
l’o).

Vrijedi xg + M = yo + M < 29 — yg € M. Posebno zo + M = M < xy € M, odakle slijedi da je
svaki element iz linearne mnogostrukosti njezin reprezentant.

Linearne mnogostrukosti u ravnini R? su tocke (tj. jedno¢lani skupovi), pravci i R2.

Linearne mnogostrukosti u prostoru R? su tocke (tj. jedno¢lani skupovi), pravci, ravnine i R3.

ZADATAK 2.44. Je li skup A = {(z,y,2) € R* : z + y + z = 1} linearna mnogostrukost u R3? Ako
da, napisite ju u obliku (x¢, vo, 20) + M, gdje je M potprostor od R3.
RJESENJE Vidimo da se A moze zapisati kao
A={(v,y,—x—y+1) : 2,y e R} ={z(1,0—-1)+y(0,1,—1) +(0,0,1) : =,y € R}
= (0,0, 1) + [{(1,0,-1),(0,1, =1)}],
pa vidimo da je A linearna mnogostrukost u R® u smjeru potprostora [{(1,0,—1),(0,1,—1)}] s

reprezentantom (0,0, 1).
Alternativno, mozemo primijetiti da je

vVEA &= v—ese€M={(z,y,2) ER:z+y+2=0} <R’

pa zaklju¢ujemo da je A = e3 + M.
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ZADATAK 2.45. Je li skup B = {p € P3 : p(1) = 1,p(0) = 0} linearna mnogostrukost u P37 Ako da,
napisite ju u obliku pg + M, gdje je M potprostor od Ps.
RJESENJE Oznacimo s ¢ € P3 polinom ¢(t) = t. Primijetimo kako je

peEB = p—qe{pePs:p(l)=0,p(0) =0} = M <P,
pa zakljucujemo da je B = g+ M. O

ZADATAK 2.46. Je li skup C' = {(z,y, 2z) € R®: 2% + y® + 2? = 1} linearna mnogostrukost u R3?
RJESENJE Pretpostavimo da se C' moze zapisati u obliku C' = v + M za neki v € R® i M < R3.
Posebno, razlika proizvoljna dva elementa iz C' bi tada morala pripadati potprostoru M. Iz toga
slijedi

(2,0,0) = (1,0,0) — (—1,0,0,) € M

(0,2,0) = (0,1,0) — (0,—1,0) € M

(0,0,2) = (0,0,1) — (0,0,—1) € M.
Medutim, tada bi imali M = R3, pa posebno i C' = v + M = R3, §to o¢ito ne vrijedi. Dakle, C' nije
linearna mnogostrukost. U

a b
0 1

DZ 2.43. Je li skup C' = {(z,y,2) € R®: x + y + 2z = 0} linearna mnogostrukost u R3?

DZ 2.42. Je li skup C' = { ( ) ca,b e IF} linearna mnogostrukost u My (F)?
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Poglavlje 3

Matrice

DEFINICIJA 3.1. Preslikavanje A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — F zove se matrica tipa (m,n) (ili
m x n), odnosno realna (kompleksna) matrica s m redaka i n stupaca. Oznaka za skup svih takvih
matrica je M, (F).

Uvodimo sljedec¢e pojmove i oznake:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Tabli¢ni zapis A = (a;;) = [a;;].

Za skalare a;; € F kazemo da su elementi matrice A.

. Uredena n—torka (a;1, a, ..., a;,) je i—ti redak od A.

. Uredena m—torka (aij, as;, ..., an;) je j—ti stupac od A.
. Nulmatrica 0 € M,,,(F) zadana je s a;; = 0, Vi, j.

. Matricu tipa 1 X n nazivamo (jedno)retéanom.

. Matricu tipa m X 1 nazivamo (jedno)stup¢anom.

. Matricu tipa n X n nazivamo kvadratnom.

. Uredena n—torka (aq1, ass,. .., an,) je glavna dijagonala od A.

Uredena n—torka (ain, as,_1,...,a,1) je sporedna dijagonala od A.

Operacije: zbrajanje matrica iz M,,,(F) i mnozenje matrica iz M,,,(F) skalarom iz F. Tada je
M,n(F) vektorski prostor nad F dimenzije m - n.

Ulancane matrice mozemo mnoziti: Ako su A = (a;j) € M,,,(F), B = (b;j) € M,,(F), tada je
C =A-B=/(c¢j) € My,(F), gdje je

n
Cij = E a'ik:bk:ja izl,...,m,jzl,...,p.
k=1

Svojstva mnozenja:

(1) A(B+C) = AB + AC (desna distributivnost)
(2) (A4 B)C = AC + BC (lijeva distributivnost)

95
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(3) (e¢A)B = A(aB) = a(AB) (kvaziasocijativnost)
(4) (AB)C = A(BC) (asocijativnost)

14. Mnozenje nije komutativno, ¢ak ni ako su oba produkta definirana

1 i
15. Jediniéna matrica [ € M, (F) dana je s I = (d;;), gdje je 6;; = {0’ Z #j
o LFE]

16. Za mnozenje kvadratnih matrica vrijedi
(5) AT =TA= A, VA € M,(F)
pa je M,(F) asocijativna algebra s jedinicom.

.. . (2 3 (4 3 6
ZADATAK 3.1. Pomnozite matrice A = (1 _5>, B= (1 9 3>.

RJESENJE Produkt AB je definiran i iznosi

11 0 21
AB—(—1 13 —9)’

a produkt BA nije definiran.

ZADATAK 3.2 (mnoZenje nije komutativno ¢ak ni kad oba produkta postoje). Izra¢unajte AB

: . 1 2 -2 0
1BA,ngeJeA—(3 4),B—<1 _3).

RJESENJE
0 -6 -2 -4
as= (0, 7). ma= (25 )

17. U M, (F) postoje djelitelji nule, npr. ((1] 8) (8 ?) = (8 8)
18. U M,,(FF) definiramo potenciranje kao
A=1A'=A . A"=A"1A, neN.
ZADATAK 3.3. Vrijedi da je

(a) AmAM = Amin,
(b) (A™)" = Amm,

za sve m,n € Nj.

RJESENJE Dokazujemo indukcijom po n, uz m fiksan.

a8 g,

Am,An—i-lCi:efAm(An_A) asoc (AmAn)AI):lAm+”A(1:efAm+”+1

D7 3.1. Izracunajte <(1) 1) .



19.

20.

57
; . (1 1\" (1 n
RJESENJE Indukcijom dokazati (0 1) = (O 1).
D7 3.2. Dokazite da je:

(MY A pAnt
“\0 N/ \O An )
9 cosx —sinz)" _ [cosnx —sinnw
" \sinz coszx ~ \sinnz cosnz /°
ZADATAK 3.4. Dokazite da je (A + B)? = A% + 2AB + B? ako i samo ako je AB = BA.

Za A € M,(F) definiramo transponiranu matricu A" = (b;) € M, (F) s b; = aj.
Dokazite

(a) (A7)" = A, A € My (F),

(b) (aA+ BB) =aAl + B8BT, A,B € M,,,(F), o, 3 € F,

(c) (A-B)" =BT . AT, za A, B ulancane,

(d) (Ay-Ay-- A" =AT - AT ... AT za Ay, ..., A}, ulancane.
(a) ocito

(b) imali smo ve¢ prije

(c) Neka su A = (a;;) € Myn(F) i B = (by;) € M,,(F). Tada je (A- B)T € M,,,(F). Kako je
AT € M, (F), BT € M,,(F), onda je BT - AT € M,,,(F) pa se dimenzije danih matrica
slazu. Pogledajmo (i, j)-ti element od jedne i druge matrice:

((A ‘ B)T> =(A-B)ji= zn:ajk:bk:i

ij
(BT-AT) = (BT, (AT),, = D Budj =D buiay
k=1 k=1 k=1

(d) indukcijom iz (c)

ZADATAK 3.5. Neka je D € Mj dijagonalna matrica na ¢ijoj su dijagonali «, 3,~. U ovisnosti
o a, 3,7 odredite dimenziju prostora M = {A € M3 : AD = DA}.

RJESENJE ...

Za A = (a;;) € M,(F) definiramo trag kao Tr(A4) = >_" | a;.
ZADATAK 3.6. (a) Dokazite da je Tr(AB) = Tr(BA),

(b) Dokazite da je Tr(aA+ B) =aTrA+TrB, «,8€F, A Be M,(F).
RJIESENJE

(a) Neka, je AB =C = (Cij), Cij = 2:21 aikbkj, BA=D = (dm‘), dij = ZZ:l bikakj. Tada je

- Zcii - Z Z Qikbri = Z meazk = Z dir, = Tr BA
=1

i=1 k=1 k=1 i=1
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(b) Imamo

Te(aA+ BB) =Y [0A+ BBl =Y ofAl; + 8(B
i=1

i=1
= i Z i=aTrA+ pTrB.
i=1 i=1

ZADATAK 3.7. Dokazite da ne postoje matrice A, B € M,, takve da vrijedi AB — BA = 1.
RJESENJE

ZADATAK 3.8. Neka je T' € M,,. Dokazite da je M = {A € M,, : AT = T A} potprostor od M,,.
Moze li se dogoditi da je M nul-potprostor? Moze li se dogoditi da je M jednak M, ? Odgovore
obrazlozite.

RJESENJE ...

21. Za A = (A;;) € My, (C) definiramo njoj konjugiranu matricu A = (b;;) € M,,,(C) s bi; = @;;.
DZ 3.3. Dokazite da za A, B € M,,,(C), «, 5 € C vrijedi

(a) A= A ako i samo ako je A realna matrica
(b) A=A
(c) aA+ BB =aA+ BB
(@) AT=4"
(e) AB = A- B, za ulancana matrice A, B
22. Za A :T(Aij) € M, (C) definiramo njoj adjungiranu (ili hermitski konjugiranu) matricu
A=A = AT.

DZ 3.4. Pokazite da vrijedi

= AT ako i samo ako je A realna
(A)" =
(A + BB) =aA* + 3B
(AB)* = B*A*, za A, B ulancane
(AjAg - Ap)" = A3 A5 -+ A% za Ay, Ay, ..., Ay ulanCane.

(a) A
(b)
()
(d)
(e)
DEFINICIJA 3.2. Kazemo da je A € M, (F)
simetri¢na ako je AT = A,
antisimetri¢na ako je AT = —A.

Za A € M, (C) kazemo da je

hermitska ako je A* = A,
antihermitska ako je A* = —A.

ZADATAK 3.9. (a) Simetri¢ne matrice reda n ¢ine potprostor od M, (IF) dimenzije @



29

n(n—1) '

(b) Antisimetricne matrice reda n ¢ine potprostor od M, (F) dimenzije =7

(¢) M,(F) je direktna suma simetri¢nih i antisimetri¢nih matrica.

(d) Svaka se kvadratna matrica moze na jedinstven nac¢in prikazati kao suma simetri¢ne i antisime-
tricne matrice. Konkretno, vrijedi

A+ AT A AT
A= n .
2 2

(e) Produkt dvije simetri¢ne (antisimetri¢ne) matrice ne mora biti simetri¢na (antisimetri¢na) ma-
trica.

Produkt dvije simetri¢ne matrice A, B je simetri¢na matrica ako i samo ako je AB = BA.

Produkt dvije antisimetri¢ne matrice A, B je antisimetri¢na matrica ako i samo ako je AB = —BA.
(f) Za bilo koji A € M,,,(F) matrice AAT € M,,(F) i ATA € M, (F) su simetric¢ne.

(g) Ako je A € M, (F) simetri¢na (antisimetricna) matrica, tada je to i produkt TT AT, za svaki
T € M,(F).
RJESENJE

Produkt dvije simetri¢ne matrice ne mora biti simetri¢na matrica:

1 2 -1 3 5 11
A_(z 3)’B_<3 4)”43:(7 18)'

Produkt dvije simetriéne matrice A, B je simetri¢na matrica ako i samo ako vrijedi BA = AB:
Vidi se iz racuna:

(AB)" = BTA" = BA.
Produkt dvije antisimetri¢ne matrice ne mora biti antisimetri¢na matrica:

0 1 0 5 -5 0
o= (4 o) o= (5 o) er= (0 %)

Produkt dvije antisimetri¢ne matrice A, B je antisimetri¢na matrica ako i samo ako vrijedi BA =
—AB: Vidi se iz rauna:
(AB)T = BTAT = (-B)(—A) = BA.
(f) DZ

(g) DZ
O

ZADATAK 3.10. (a) Hermitske matrice reda n ne ¢ine kompleksan potprostor od M, (C), ali ¢ine
realan.

(b) Antihermitske matrice reda n ne ¢ine kompleksan potprostor od M, (C), ali ¢ine realan.
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(¢) M,(C)g je direktna suma hermitskih i antihermitskih matrica.

(d) Svaka se kvadratna matrica moze na jedinstven nac¢in prikazati kao suma hermitske i antihermit-
ske matrice.

(e) Produkt dvije hermitske (antihermitske) matrice ne mora biti hermitska (antihermitska) matrica.
Produkt dvije hermitske matrice A, B je hermitska matrica ako i samo ako je AB = BA.

Produkt dvije antihermitske matrice A, B je antihermitska matrica ako i samo ako je AB = —BA.
(f) Za bilo koji A € M,,,,(C) matrice AA* € M,,(C) i A*A € M, (C) su simetri¢ne.

(g) Ako je A € M,(C) hermitska (antihermitska) matrica, tada je to i produkt T*AT, za svaki
T e M,(C).

RJESENJE

(a) Primijetimo da je A = A* < a;; = aj;. Posebno je a; = @; pa je dijagonala realna. Dakle,
hermitske matrice ne ¢ine kompleksan potprostor.

Cine realan potprostor jer za A, B hermitske i o, 8 € R
(aA+ BB)" =aA* + BB* = aA + BB.
Dimenzija tog potprostora jen +2(n—1+n—2+...+1) =n2

(b) Primijetimo da je —A = A* & —a;; = aj. Posebno je —a; = a; pa je dijagonala ¢isto
imaginarna. Dakle, antihermitske matrice ne ¢ine kompleksan potprostor.

Cine realan potprostor jer za A, B antihermitske i o, § € R
(aA+ BB)" =aA* + BB* = a(—A) + B(—=B) = — (aA+ BB) .
Dimenzija tog potprostora je n +2(n —1+n—2+ ...+ 1) = n? (isto kao za hermitske).

(c) Svaka se kvadratna matrica moze prikazati kao suma hermitske i antihermitske matrice:

1 1
A=-(A+ A"+ -(A—- A"
2 2
a jedina matrica koja je i hermitska i antihermitska je nul-matrica. Moglo se i drukcije, npr.
usporedivanjem dimenzija.

(d) iz prethodnog
1 1 2 2 4 3
(e) npr.A:(_z. _1),32(_22. 1>,AB:(0 1).
T 21 1 3 =7 =7
npr. ¢ = (21' z) D= <3i z> ¢D = (—5 —8)'

ostatak za DZ
(f) DZ
(g) DZ
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ZADATAK 3.11. Kazemo da je matrica A € M,(F) dijagonalna ako je a;; = 0, i # j. Skup svih
dijagonalnih matrica je potprostor od M, (F) dimenzije n. Dapace, on je i algebra, i to komutativna,
asocijativna algebra s jedinicom.

RJESENJE Neka je A = diag(ayy,...,an,), B = diag(bi1,...,bn,). Tada je
aA+ BB = diag(aay; + b1, .. ., QGpy + Bbuy).

Baza tog prostora je {E;; :i=1,...,n}.
Takoder je

. . aiibii, =]
(A- B)ij = ZAikBkj = Z @ii0ikjj0k; = , j :
k=1 k=1 0, i # ]

Stoga je AB = diag(ai1bi1, - - -, Gnnbun)-
Asocijativnost mnozenja, kvaziasocijativnost i distributivnosti naslijedene su iz M,,(F). Takoder je
I =diag(1,1,...,1) i vrijedi Al = IA = A. Ocito je

BA = diag(bnan, e bnnann) = diag(anbn, ceey ambm) = AB
O]

DZ 3.5. Kazemo da je matrica A € M, (F) skalarna ako je A = al, « € F. Skup svih skalarnih
matrica je potprostor od M, (F) dimenzije 1. Dapace, on je i algebra, i to komutativna, asocijativna
s jedinicom.

DEFINICIJA 3.3. Za matricu A € M, (F) kazemo da je regularna (invertibilna) ako postoji matrica
X € M,(F) takva da je AX = XA = [. Tada je X inverzna matrica ili inverz od A. PiSemo
X = A~ Ako takva matrica X ne postoji, za A kaZzemo da je singularna.

CINJENICE 3.4. 1. Ako A~! postoji, jedinstvena je.
2. I je regularna, 0 je singularna.
3. Ako su A, B € M, (F) regularne, tada je i AB regularna i vrijedi

(AB)™' = B7tA~L.

4. (AH T = A

5. Regularne matrice s operacijom mnoZenja ¢ine grupu, oznaka GL(n,F) (opca linearna grupa
reda n nad F). Ta grupa nije komutativna.

ZADATAK 3.12. Neka je A = [i Z} takva da je det A = ad — bc # 0. Dokazite da je A € GL(n,F) i

nadite A~L.
RJESENJE Neka je X takva da je AX = I. Tada je

_ a b |z x| |1 0
AX_I@L d] |:LU3 xJ_[O 1]

axr, +brs =1
cx1 +drs =0
axo + b$4 =0

cxy+dry =1
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Rjesenje tog sustava je

B d . B —-b B a
~ad —be’ x3_ad—bc’ $2_ad—bc’ $4_ad—bc'

pgu— {d —b]

:ad—bc —Cc a

T

Lako se provjeri da vrijedii XA = I, paje X = A~%.
ZADATAK 3.13. Ako je A € GL(n,F), onda je i AT € GL(n,F) i (AT)_l =AY,

RJESENJE Ako je A regularna, onda postoji X takva da je AX = XA = I. Ako transponiramo
matrice u prethodnim jednakostima, dobivamo

XTAT = ATXT =1" =1
pa je i AT regularna. Iz gornjih jednakosti ¢itamo da je (AT)f1 =XT = (A_I)T.

a
0 1
DZ 3.7. Neka su A, B € GL(n,F). Primjerom pokazite da A + B ne mora biti regularna.
DZ 3.8. Neka je A € GL(n,F), a € F, a # 0. Dokazite da je aA € GL(n,F) i nadite (a4)™".

DZ 3.9. Neka je A € GL(n,F). Tada su A, A* € GL(n,F) i vrijedi

DZ 3.6. Dokazite da je svaka matrica oblika [ ] ,a,b € F, a+#0, regularna i nadite njen inverz.

1

@0 = (@), (A7) = (A
DZ 3.10. Za A € GL(n,F) i p € N definiramo
A = (AT,

Dokazite da vrijedi
AP AT = APTE (AP)T = APY Vp,q € Z.

ZADATAK 3.14. Za matricu A € M, (F) kaZemo da je ortogonalna ako je ATA = AAT = . Ocito je
svaka ortogonalna matrica regularna i vrijedi A~! = AT. DokaZite da skup svih ortogonalnih matrica
O(n,TF) ¢ini multiplikativnu grupu.

RJESENJE Ako su A, B € O(n,F), onda je AB € O(n,F). Doista, inverz od AB je BT AT = (AB)T.
Asocijativnost je naslijedena iz GL(n,F). Jedini¢na matrica je ortogonalna. Inverz ortogonalne
matrice je opet ortogonalna matrica jer AAT = ATA = ] povladi (AT)flAfl = A-! (AT)f1 =
It =1, tj.

T

(AN At =at(Aa ) =1t =1

cosp —sing

PRIMJER 3.5. Primjer ortogonalne matrice A € O(2,R) je A = ( )
singp  cosp

). Provjerite!
ZADATAK 3.15. Neka je A = (a;;) € O(n,F). Tada vrijedi
(a) D5 aijar; = i, i,k =1,...,n.

(b) >0 ajiaje = 0, i,k =1,...,n.
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RIESENJE Iz AAT = [ slijedi

n

O =T =Y AyATjp = aja;.

j=1 j=1

Slicno iz AT A = I slijedi

n

Oir = Lix, = Z ATijAjk = Z Aji k-

j=1 j=1
Uoci: posebno za i = k iz (a) dobivamo da je 377 a7, = 1. Zai # k je Y ', aja; = 0, tj. suma
kvadrata elemenata nekog retka je 1, a suma produkata odgovarajué¢ih elemenata dvaju razli¢itih
redaka je 0. Analogno za stupce iz (b). O

DEFINICIJA 3.6. Za matricu A kaZemo da je involutorna ako je A% = I.
Ocito je svaka involutorna matrica regularna i vrijedi A=! = A.
ZADATAK 3.16. Dokazite da ako matrica A ima bilo koje od sljedeca dva svojstva:

(1) A je simetri¢na,
(2) A je ortogonalna,
(3) A je involutorna,

onda ima i treée.
RJESENJE

= (3): Akoje A= AT i AAT = ATA =1, onda je A?> = I.
,(3)=(2): Akoje A= AT i A2 =1, onda je [ = A2 = AAT = ATA.
,(3) = (1) : Ako je AAT = ATA =11 AA = I, iz jedinstvenosti inverza dobivamo da je
L= AT = Apaje A= AT,

DZ 3.11. Za matricu A € M, (C) kazemo da je unitarna ako vrijedi
AA* = A"A = 1.

Unitarna matrica je regularna i vrijedi A~! = A*. DokaZite da skup svih unitarnih matrica U(n) ¢ini
multiplikativnu grupu.

DZ 3.12. Neka je A = (a;;) € U(n). Dokazite:
(a) Z?Zl a;jQr; = ik, 1,k =1,...,n.
(b) Z?ZI a;itr = 0k, 1,k =1,...,n.
ZADATAK 3.17. Dokazite da ako matrica A ima bilo koje od sljedeca dva svojstva:
(1) A je realna,
(2) A je ortogonalna,

(3) A je unitarna,
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onda ima 1 trece.

DZ 3.13. KaZzemo da je matrica A € M,(F) idempotentna ako je A> = A. Pokazite da je idempo-
tentna matrica regularna ako i samo ako je jedini¢na.

DZ 3.14. Neka su A, B € M, (F) takve da je 2A — B = I. Dokazite da je matrica A idempotentna
ako i samo ako je B involutorna.

RJESENJE Ako je A2 = A, onda imamo

2A=1+B/?
4A* =1 + 2B + B?
4A —2B =1 + B*
2] = + B?
B?=1.
Ako je B?> = I, onda
B=2A—-1)?
B =4A? —4A+ 1
4A% = 4A
A% = A.

DZ 3.15. Dokazite da je inverz simetri¢ne matrice (ako postoji) simetri¢na matrica.
DZ 3.16. Ako je matrica A? regularna, je li i A regularna?
RJESENJE Neka je X takva da je A2X = X A% = I. Ove jednakosti moZemo zapisati i kao

A(AX) = (XA)A=1.
Da bi pokazali da je A regularna, dovoljno nam je provjeriti da je AX = X A, sto slijedi iz

AX =1 AX = (XA)AX = XA(A’X) = XA - T = XA.

DZ 3.17. Ovisno o n € N: ako je matrica A" regularna, je li i A regularna?

DZ 3.18. Neka su A, B € M, takve da vrijedi A+ B + AB = 0. Dokazite da tada matrice Ai B

komutiraju.
DZ 3.19.



Poglavlje 4

Determinante

DEFINICIJA 4.1. Definiramo determinantu matrice A = (a;;) € M, (F) kao

det A = " (=1)"Payy)azp0) - dupin)-

PESn
Posebno za n = 2 je
det A = aj1a29 — aigao;,

azan=23]je
det A = aj1a92a33 + a12a23a31 + A13021A32 — Q13022031 — Q12021033 — 11023032,
Sto mozemo pamtiti pomocu Sarrusovog pravila:

+ + +
ail a2 @13 a11 a12

NOX X
a1 a2 _ 23 ‘ a21 22
I N

a31 as2 a33 a3 a32

-
-,
-

-
-,
-

Napomenimo da Sarrusovo pravilo vrijedi samo za matrice reda 3, za matrice viSeg reda nemamo
¢ak ni dobar broj sumanada u formuli za determinantu!

PRIMJER 4.2. Izracunajte:

A B\
=~ W
W DN W

RJESENJE Pomodéu Sarrusovog pravila: det = 18 +2 4+ 60 — 9 — 15 — 16 = 40.

Zbog kompliciranosti ra¢unanja determinante po definiciji, koristimo sljedeé¢a svojstva:
CINJENICE 4.3. 1. det A = det AT, det A = det A.

2. Ako je matrica B dobivena iz matrice A zamjenom bilo koja dva retka ili stupca, onda je
det B = —det A.

3. Ako je matrica B dobivena iz matrice A mnoZenjem jednog retka ili stupca skalarom A\ € F,

onda je det B = Adet A.

65
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10.

11.

12.

13.

POGLAVLJE 4. DETERMINANTE

. det(AA) = A" det A.

Ako matrica A ima bilo koja dva retka (stupca) proporcionalna, onda je det A = 0.

. Neka su A = (a;;), B = (b;;),C = (¢;5) € M,(F) matrice sa svojstvom da je za neki redak

ke{l,2,...,n}

Q5 bi', ’l:k .
Cij: j+ ! . ) .]:17"'7”7
aij = bij, 1#k

onda je det C' = det A + det B.

(analogno za stupce)

Cij = aij by, J=k i=1 n
1] T . 9 Dt A
aij =by, JFk

Tada je det C' = det A + det B.

. Ako A ima nulredak ili nulstupac, onda je det A = 0.

Opcenito det(A + B) # det A 4 det B.

Ako je matrica B dobivena iz matrice A dodavanjem nekom retku (stupcu) matrice A linearne
kombinacije ostalih redaka (stupaca) matrice A, onda je det B = det A.

Ako je neki redak (stupac) matrice A jednak linearnoj kombinaciji preostalih redaka (stupaca)
matrice A, onda je det A = 0.

det I = 1.
a1 a2 ... Qin
0 a929 ... Q9op
. = (11022 * * * App
0 0 Ann
a1 0 0
asy Qo2 ... 0
. = A11G22 * * * Gnp
Ap1 Ap2 ... App

Ukratko: pri racunanju determinante koristimo elementarne transformacije nad matricom A:

1.

2.

3.

Zamjena dva retka (stupca) u A,
Mnozenje nekog retka (stupca) u A skalarom A # 0,

Pribrajanje s—tom retku (stupcu) u A r—tog retka (stupca) od A pomnozenog s A € F.

ZADATAK 4.1. Ponovo izracunajte:

[l SA N \V]
= o =
W DN W



4.1. LAPLACEOV RAZVOJ DETERMINANTE 67

RJESENJE
I1-(~1)
2 1 3 1 4 3 II( 5)+IIIII 1 4 3 ||l 4 3 L 1 4 3
5 3 of I |5 3 o PRI g 17 —qg| el g 7o o3| MO o7 3
1 4 3 2 1 3 0o -7 -3 0 17 13 0 0 40
1
=" (1-7-40) =40
O
NAPOMENA 4.4. Povrsina paralelograma razapetog vektorima a = ari + agj', b= bii+ bgj' e V2(0)
je dana sa
a
|d t |:b1 b22:| | = |a1b2 — a2b1|.
ZADATAK 4.2. Odredite povrsinu paralelograma razapetog vektorima a = i+ 2}, b=3i+ 4;' e V2%(0).
RJIESENJE
1 2
P = |det [3 4] |=11-4—2-3|=2
O
NéPOMENA 4.5. Volulnen paralelepipeda razapetog vektorima a = ayi + a25+ CL3E, b= bii + bgj‘i‘
bsk,C = c1i + o) + c3k € V3(O) je dan sa
a; ag as
= |det bl b2 b3 |
€1 C2 C3
ZADATAK 4.3. eredite A € R tako da je volumen paralelepipeda razapetog vektorima @ = i+ j b=
i+ Mk, ¢=j+k € V3O) jednak 2.
RJESENJE Imamo
1 10
2=|det |1 0 A|[|=]0+04+0—-0—X—1]=|A+1].
011
Dakle A\ +1=+2,paje A=11ili A = —3. U

4.1 Laplaceov razvoj determinante

Neka je A € M, (F), n > 2. Tada je

detA:Zaiinj, Vi = 1,...,n, (41)

det A = Z@UAU, VJ = 1, e,y (42)

gdje je Ajj = (=1)"A;;, a A je determinanta matrice (n — 1)-og reda koja nastaje uklanjanjem
i—tog retka i j—tog stupca iz originalne matrice A.

Jednakost (4.1) se zove Laplaceov razvoj po i—tom retku, a (4.2) se zove Laplaceov razvoj
po j—tom stupcu. Determinanta A;; se naziva subdeterminanta ili minora matrice A odredena
elementom a;;. Broj A;; se naziva algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; matrice A.
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ZADATAK 4.4. Izracunajte:

4 -3 5
3 -2 8
1 -7 =5
razvojem po prvom retku.
RJESENJE
4t —3= 5t
3 —2 g8|=4/2 8 —(—3)3 51453 2 =4-66+3-(—23)+5-(—19) = 100.
-7 =5 1 =5 1 =7
1 -7 =5
ZADATAK 4.5. Izracunajte:
a b c
c a b
b ¢ a

razvojem po drugom stupcu.

RJESENJE
a boc c b a c a c
c at bl=-b +a —c = —b(ca—b*)+a(a®—bc) —clab—c*) = a* +b* +* — 3abe.
_ b a b a c b
b ¢ a
DZ 4.1. DZ 4.2.
1 11
1 2 3=1 at+zr x
1 3 6 xr b+x x| =abc+ x(ab+ ac+ be)
z x c+zx
DZ 4.3. DZ 4.4. DZ 4.5.
a 3 0 5 xr a b 0 ¢ 01 11
0 b 0 2] 0Oy 00 d 1 01 1]
| 2 ¢ 3|~ b 0 ¢ 2 0 f|=ayzuv 1101”73
0 00 d g h k u I 1110
000 0 w
DZ 4.6. Neka su x,y, z # 0. Dokazite bez rac¢unanja determinanti
0 =z vy =z 0O 1 1 1
x 0 z yl |1 0 22 ¢
y z 0 x |1 22 0 22|
z y x 0 1 3?2 22 0

RJESENJE Kao poseban sluc¢aj se moze raspisati kad je bilo koji od x,y, z jednak 0. Slijedi rjeSenje
za slucaj x,y, z # 0.

0 = y z| LW 0 T Y z I}(?{qf) 0 1 1 1
LT (z) 2 o2 | ULy _2 2 2 2,2

x 0 2z y|l v 1 ryz 0 yz® yz| pve Y|l 0 2° y

y 2z 0 x| a2y |wyz w2t 0 2?z| 0 a2y222 |1 22 0 2P|

2y x 0 xyz xy? 2’y 0 1 y? 22 0
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DZ 4.7. Neka je S skup svih matrica reda n koje sadrze samo 0 ili 1.
vrijednost determinante matrice za taj skup jednaka 0, odnosno

1
— det A = 0.
,S|Z €

AeS

Dokazite da je prosjecna

DZ 4.8. Neka je A € M, matrica koja sadrzi samo -1 ili 1. Dokazite da 277! dijeli det A.

DZ 4.9. Sami si zadavati determinante i provjeravati na www.wolframalpha.com.

4.2 Metode racunanja determinanti n—tog reda

4.2.1 Svodenje na trokutasti oblik

ZADATAK 4.6. Izracunajte:

1 11 1
1 01 1
D=1 120 1
111 ...0

RJESENJE Prvi redak pomnozen s —1 ¢emo dodati svim ostalima.

11 1 ... 1
0O -1 0 ... 0

D=0 0 -1 ... 0|=gornjetrokutasti oblik = (—1)""
0 0 0 —1

ZADATAK 4.7. Izracunajte:

a, T T T
T ay T T
D(ay,...,ap;x)=|% T a3 x
r T X an

RJESENJE Ako su neka dva od aq, ..., a, jednaka x, onda matrica ima dva jednaka retka pa je njena
determinanta 0. Ako je ap = x, za samo jedan k, pretpostavimo da je to a; pa imamo

r r x x x x T T
T ay X T 0 ay—=x 0 0
D(r,as,. o ) = ¢ F G oo @ |=puiekpemoes |00 ag—a 0
r T an 0 0 0 a, — T
=z(ay —x)(az —x)---(a, — )
Analogno
D<a1a"'7ak7171.7ak+17"'7an;x):(al_‘%)(&2_‘%)"'(&’671_x)a:(&kJrl_x)'”(an_m)‘
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Ako je a; # x, za sve i = 1,...,n, onda imamo
a r x ... x
r a T ... <X
rvi redak pomnoZen s -1
D(ah <oy Oy l’) =|v v a ... Th= IZic\;dajeen?lo Is)\(f)im gszfaliflla
r T x an
a T T T
rT—a, Q3 — T 0 o 0
— |r—a 0 as—T ... 0 - iéh]ftrgg ;‘Lgci
Tr—a 0 0 ce. Ay — X
al x x x
a;—x az2—x a3—x an—T
n —1 1 0o ... 0
=[x —=2)| -1 O L i iy
Pl ) . : ) .
—1 0 0 1
n 1
afiz + Zk—Q ap—z agx—:c agx—;t anw—ac
n 0 1 0 0
k=1
0 0 0 1
n n
a 1
= H(ak — ) LI :
Py aL— T — ap —
ZADATAK 4.8. Izracunajte:
1 2 3 n
-1 0 3 n
D,=|-1 -2 0 n
-1 -2 -3 0
RJESENJE
1 2 3 n 1 2 3 n
-1 0 3 ... n 0 2 6 ... 2n
D,=|-1 -2 0 ... n Zpi‘ﬁaﬁi‘i?kdfﬁgfﬁmz 003 ... 2n|=1.2.3...n=nl

-1 -2 -3 ... 0 000 ... n
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ZADATAK 4.9. Izracunajte:

3 2 2 2
2 3 2 2
D, =2 23 2
2 2 2 ... 3

RJESENJE Primijetimo da je ovaj zadatak specijalni slucaj Zadatka 4.7 pa uvrStavanjem u formulu
koju smo tamo izveli dobivamo:

Dn:ﬁ(B—Q) <1+2§:3_L2> o4 1.
=1

k=1

No, rijesit ¢emo zadatak i direktno:

3 2 2 ... 2 3 2 2 ... 2
2 3 2 2 -1 1 0 0
D = 2 2 3 ... 2| — prviredak oduzmemo _ —1 0 1 ... 0| - prvom stupcu dodamo
n ) od ostalih ) preostale stupce
2.2 2 ... 3 -1 0 0 1
3+(n—12 2 2 2
0 10 ... 0
= 0 01 ... 0)=3+2n—-1)=2n+1
0 0 0 1

0 0 0 0 o
0 0 0 ay O
0 0 a3 00
D, = .
0 ap 0 0 0
o, 0 0 0 O

RJESENJE Racunamo po definiciji:

Dy =Y (=1)"Pay,0)a0p0) -+ Gnpin)

PESn

.. .. . 2 e -1
Od cijele sume ostaje jedino sumand pridruzen permutaciji p = < 3 n ”)

n n—-1n-2 ... 2 1
kojaima](p):n—1+n—2+...+2+1=@inVerZi.]'ai

(n—1)n

Dy = (-1 agay- -0y = (-1) "7 an0z 0 (4:3)

Determinantu smo mogli izracunati i tako da je svedemo na dijagonalni oblik pomocu zamjena
stupaca (prvog i zadnjeg, drugog i predzadnjeg, itd...). Takvih zamjena treba napraviti ng pa je

n

D, =(-1) ] 1y - Q.
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Uvjerite se da je to jednako kao i (4.3).

ZADATAK 4.11. Izracunajte determinantu matrice A = (a;;) € M, (R) ako je a;; = min{s, j}, 1,5 =
1,...,n.

RJESENJE
1 111 o1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 .2 —1 0 0 0 0
1 2 3 3 .3 . —2 -1 0 0 0
rvi redak pomnozen s (-k
det A = 1 2 3 4 4 :pdodajemgk-tomretkgl )= -3 -2 -1 0 0
1 2 3 4 n 1-n 2—n 3—n 4—n 0
-1 0 0 ... 0
—2 —1 0 ... 0
= e = (<1 <3 =2 Sl 0| = eyt =
l1-n 2—n 3—n ... —1

ZADATAK 4.12. Izra¢unajte determinantu matrice A = (a;;) € M,(R) ako je a;; = |i — j|, 1,7 =
1,....,n.

RJESENJE Uoc¢imo da je

i—j, 1> j (donji trokut matrice A)
li— 7] =<0, i = j (dijagonala matrice A)
j—1, <7 (gornji trokut matrice A)
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0 1 2 3 n—2 n-—1
1 0 1 2 n—3 n—2
2 1 0 1 n—4 n—3
det A = 3 2 1 0 n—>5 n—4 = dod;jz?éigi;rtéloi?;lima
n—2 n—3 n—4 n-—>5 0 1
n—1 n—2 n—-3 n—4 1 0
n—1 n n+1 n-+2 2n—3 n—1
n—1 n—2 n-—1 n 2n—5 n—2
n—1 n—2 n—3 n—2 2n—7 n—3
—n—-—1 n—-2 n—-3 n—4 2n—9 n—4 :iizzﬁlrévifr;soszugclﬂ
n—1 n—2 n—-3 n—4 1
n—1 n—2 n—3 n—4 1
1 n n+1 n+2 2n—3 n—1
1l n—2 n-—1 n 2n—5 n—2
1l n—2 n—3 n—2 2n—T7 n—3
=(n-1)|l n=2 n=3 n—-A I = M A = P R R e
1 n—-2 n—-3 n—4 1 1
1 n—-2 n—-3 n—4 1 0
1 2 4 6 2n—4 n-—1
1 0 2 4 2n—6 n—2
1 0 0 2 2n—8 n—3
1 0 0 0 2n—10 n—4 razvijemo po
= (n - 1) R . : — zadnjem retku
1 000 2 2
1 000 0 1
1 000 0 0
2 4 6 2n—4 n-1
0 2 4 2n—6 n—2
0 0 2 2n—8 n-—3
= (-1)""(n-1)[0 0 0 2n —10 n—4 = (=1D)"(n—-1)-2"2
0 0O 2
0 0 1
ZADATAK 4.13. Neka su aq,...,a, € C proizvoljni brojevi. Izracunajte tzv. Vandermondeovu'

! Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796)
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determinantu:
1 1 1 1 1
aq (05} as .. Ap—1 Qp,
& @& & .. d,
D(ay,...,a,) = ) )
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
a; . Ay . as . an_% a,
n— n— n— n— n—1
ay ay”  ay ceooan”; ar
RJESENJE
ponistimo prvi stupac
_ ispod dijagonale
D(a17 cee ’an) ~ najprije mnozimo (n — 1) redak
s —a1 i dodajemo zadnjem
1 1 1 . 1 1
ay ) as An—1 Qn
2 2 2 2 2
| W@ a3 a3 p—1 p
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
ay 2a2 2a3 . ) an_y anr
n— n— n— n—2
0 ay “(ag—ay1) ay “(az—a1) ... a (a1 —ay) a*(a, —ay)
__ mnozimo (n — 2) redak s —a
~  idodajemo predzadnjem
1 1 1 - 1 1
aq (05} as C. Ap—1 Qp,
2 2 2 2 2
aj as a3 . a4 a:
n—3 n—3 n—3 n—2 n—3
ay 3a2 3“3 3%73 y,
n— n— n— n—3
0 ay 2(a2 —a1) aj 2(a2 — ax) %51(02 —a1) ay (ag —a)
n— n— n— —2
0 ay “(ag—a1) ay “(az—ay) ... ar_j(ap_1—a1) al>(a, —ay)
_ postupak ponavljamo dok ne
~ ponistimo 1. stupac ispod dijagonale
1 1 1 o 1 1
0 as — Gy as — ay Ap—1 — Q1 an, — a1
0 as(as —ay) as(az —ay) ... ap_1(an_1 —ay) ay(a, —ap)
n—4 n—4 n—4 —4
0 aj 3(a2 —ay) aj 3(a3 —ay) an_é(an,l —ay) a*(a, —ay)
n— n— n— n—3
0 aj 2(a2 —ay) aj 2(a3 —ay) ... ang(an,l —ap) a’ Q(an —ay)
n— n— n— n—
0 ay“(az—a1) ay"(as—ai) ap_i(an-1 —a1) ay~*(an — ax)
_ razvijemo determinantu po prvom stupcu
T iiz k—tog stupca izlu¢imo faktor ax — ay, Vk > 2
1 1 .. 1 1
n Qg as -er Qp-1 Qn n
:H(ak—al) : - : :H(ak_al)D<a2>---aan)'
=
n—2 n—2 n—2 n—2
a3 as Ap_1 ap
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Dobili smo determinantu istog tipa kao i pocetnu pa i kod nje radimo isti postupak. Dobivamo

D(ay,...,an) = [ [(ar — 1) [J(ak — a2) D(as, ..., a)

k=2 k=3

:...:ﬁ(ak—al)ﬁ(@k—ag)--- ﬁ(ak—a 2) I 1

" Ap—1 0p
k=2 k=3 k=n—1

= H (CL]' — CLZ').
ij=1
1<J

Ocito je D = 0 ako i samo ako je a; = a;, za neke i # j.

DZ 4.10. Izra¢unajte determinantu matrice A = (a;;) € M,(R) ako je a;; = max{i,j},i,7 =1,...,n.
D7 4.11. Izracunajte:

1 2 3 ... n—2 n—1 n
3 4 n—1 n n
3 45 n non :(_1)("}1)"71

4.2.2 Metoda rekurzivnih relacija

Ideja ove metoda je da se determinanta n—tog reda, razvojem po nekom retku ili stupcu, zapise kao
linearna kombinacija determinanti reda n — 1 i n — 2 istog oblika.

Neka je D,, € F determinanta n-tog reda, n > 2, i neka su D,,_1, D,,_» € F determinante (n — 1) i
(n — 2) reda, ali istog oblika kao D,,. Pretpostavimo da je

D, = pDn—l + an—27 n e N, (44)
gdje su p, ¢ konstante neovisne o n. Razlikujemo dva slucaja.

1. g=0
Tada je D,, = pD,,_1 pa je
D, = panl = panfZ = ... = pn72D2-
U ovom slu¢aju je niz determinanti (D,,) zapravo geometrijski niz s kvocijentom p.

2. ¢q#0

Za ovaj slucaj pogledajmo karakteristicnu jednadzbu rekurzivne relacije
D, _pDn—l - an—2 = 0.

To je kvadratna jednadZba 2% — pr — ¢ = 0. Neka su «, 3 njeni korijeni. Prema Viéteovim
formulama je

a+pf=p, af=-—q
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Sada relaciju (4.4) mozemo pisati na dva nacina

D, — ﬂDn—l =« (Dn—l - BDn—Q) ) (45)
Dn - OéDn_l - 5 (Dn—l — OéDn_Q) . (46)

Razlikujemo dva slucaja:

(a) a#p
Iteriranjem jednadzbi (4.5) i (4.6) dobivamo

Dn - ﬁDn—l = (-Dn—l - 6Dn—2) - 052 (Dn—Z - B-DTL—?)) == an—2 (D2 - 6D1> )
D, —aD,_ = B (anl - 05an2) = 52 (Dn72 - aDn%S) cee = 57172 (DQ - Cle) :

Dobili smo jednadzbe
D, — BD,_1 =" *(Dy — 8Dy),

Dn - (1an1 = 6”72 (D2 - OéDl) .

Prvu jednadzbu pomnozimo s «, drugu s —f pa ih zbrojimo:
(o — B)Dy, = " (Dy — BDy) — 8" 1(Dy — aDy).
Jer je a # 8, mozemo pisati

D — O[nil(DQ — BDl) — ﬁnil(Dg — OéD1>

a—pf8 ’
odnosno Dy — 8D 5 b
aa=5 " T BE-a 4D
=C =C
(b) a=3
Sada su (4.5) i (4.6) jedna te ista relacija
D, —aD, 1 =«a(D,1—aD, 3), n>2, (4.8)
pa je
Dn — 04an1 = (anl - OéDn,Q) = OéZ (anZ — Oéang) =...= Oén72 (DQ — OéDl) .
Dakle,
Dn - OéDn,1 = Oéniz (DQ - OéDl) . (49)

Ta relacija vrijedi i za D,,_1 pa je
Dy —aD, 5 =a"?(Dy —aDy),
tj. Dpo1 = a" 3 (Dy — aD;) + aD,_5. Uvrstimo u (4.9) i dobivamo:

D, =a"?(Dy —aD,) +a*D,_y +a" 2 (Dy — aD;) = 2" %(Dy — aD,) + o*D,,_s.
(4.10)
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Ako u (4.9) umjesto n stavimo n — 2, dobivamo
D, o —aD, 3=a""*(Dy—aD,)
paje D, o =a" 4 (Dy —aD;) + aD,_3. Ovo uvrstimo u (4.10):
D, =2a""?(Dy — aDy) +a" *(Dy — aD;) +a’D,,_3.
Postupak ponavljamo i na kraju dobivamo
D, = (n—1)a"?(Dy —aD;) +a" ' Dy. (4.11)

NAPOMENA 4.6. Primijetimo da ako su p,q, D1, Dy € S, gdje je S € {Z,Q,R}, tada jei D, € S.
ZADATAK 4.14. Izracunajte:

1 1 0 0 0 0

-1 1 1 0 0 0

0o -1 1 1 0 0

D,=|0 0 —-11 0 0

0O 0 0 O 1
0O 0 0 O -1 1
RJIESENJE
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
-1 1 1 0 0 -1 1 1 0 0
oo d . O -1 1 ... 0 0 0 -1 1 0 0
D, =t = | L
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0O 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1
1 1 0 ... 0 0 11 0 0
-1 1 1. 0 0 1 0 0
razvijemo drugu determinantu 0 -1 0 0 . .
= po prvom retku = . =+ : '
000 0 .1 |0
0O 0 0 . -1 1 '
=Dy1+ Dys.
Karakteristi¢na jednadzba ove rekurzivne relacije je 2> — 2 — 1 = 0. Njeni korijeni su
1++5 1-+/5
o= , pB= )
2 2
1 1

Kako je D1:|1|:17D2:‘

1 1 ia#p,iz (4.7) dobivamo

D :<1+\/5)”' 2- 1581 +(1—\/5>". 2150 1

2 1+v5 (ﬁ I @) 2
2 2 2

_(1vB) 34VE L (1-5)" 345
L2 5+5 2 5—5

Uocimo da je, iako se mozda ne bi reklo iz ovog izraza, D,, € N, za sve n € N.
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NAPOMENA 4.7. Ne moramo znati to¢nu formulu da bismo odredili D,,, ve¢ je dovoljno samo znati
da je ona oblika D,, = A-a"+ B-3" (ili D, = A-a"+ Bn-a™ ! ako je = 3) pa onda uvritavanjem
konkretnih vrijednosti determinanti D; i Dy za n = 1,2 (ako to ima smisla) dobijemo 2 x 2 sustav
iz kojeg kao nepoznanice dobijemo konstante A i B. Ako iz nekog razloga ne mozemo uvrstiti D; ili
D5, onda krenemo od najmanjeg n za kojeg vrijednosti D,, i D, 1 imaju smisla. Takoder primijetite
da formulu D,, = A-a™+ B- " mozemo zapisati i u nekom drugom obliku koji vodi na jednostavniji
sustav. Na primjer, ako je D, = A-a" ' + B - "' uvrstavanjem D,, za n = 1,2 dobivamo sustav

D7 4.12. Izracunajte:

RJESENJE

D __ razvijemo determinantu
n =

po prvom retku

__ razvijemo drugu determinantu

po prvom stupcu

=35

Sad ¢emo izracunati D,, n € N.

3 2
1

w

0 0
0 0

N}

0
0

)

3
1

o O

2
3

__ razvijemo drugu determinantu

Karakteristi¢na jednadzba ove rekurzivne relacije je 22 — 3z + 2 = 0. Njeni korijeni su o = 1, § = 2.

po prvom retku

A"‘B:Dl
OZA—FBB:DQ

- 3Dn—1 - QDn_g.

POGLAVLJE 4. DETERMINANTE

5100 00
4 3 20 0 0
01 3 2 00
~10 013 0 0f.
0000 3 2
0000 13
50 00 4 20
03 2
3 2 0 0
D 0 0 01 3
_Tlo o 1
: 52:::
00 14 OO
000
320 ...0
1 32 ...0
. 7 1013 ...0
000 3
000 1
— raz}/)ig')eg;(\)/ gifltzlgréggintu = 3Dn_1 —1-

w N OO

—_

'OOO O O e

o O O O
o O O O

—_ O .-

- 5Dn71 - 14Dn72-

0 0 0 0
3 2 0 0
1 3 .00
0 0 . 3 2
00 . 13
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Kako je Dy = [3| = 3, Dy = ‘

Konacno,

ZADATAK 4.15. Izracunajte:

RJESENJE

D2n -

ZADATAK 4.16. Izracunajte:

RJESENJE

i) ;‘ =T71a# B, iz (4.7) dobivamo
1"(7-2-3 2M(T7—1-3
1(1—2) 22—-1)
D,=5(2"—-1)—14(2"'—1) =9 —2"*"
a 0 0 0 b
0 a O b 0
0 0 a 0 0
Do =1|. . | e
0 b 0 a 0
b 0 O 0 a
a 0 0 b 0 00
0 a b 0 0 a 0
—gimere —ali i iop g4 (<10 a
b 0 0 a O Do
0 0 0 0 a b 0
= I vadngem stupen - = D1y = (=1)*"b* D1y = (a®
= ((12 — b2)2 Dg(n_z) = ... = ((l2 — b2>n_l D2 = ((12 — b2)n .
n -1 0 0 0 O
n—1 x« -1 0 0 O
n—2 0 =z -1 0 0
2 0O 0 O z —1
1 0O 0 O 0 «x
r —1 0 0 0 n—1 -1 0
0 » -1 0 O n—2 x -1
= prvomrethu =11 : Do : : :
0O 0 O r —1 2 0 O
0O 0 O 0 =z 1 0 O
nmnfl 4 anl — rekgﬁrﬂzjigno — nxnfl 4 (n - 1)]}”72 + Dn,Q
ce=mnd" (= 1Da" 2 (n—2)2" P+ + 327 + Dy
IR P N Nk
ka —l—‘l . —ka +23:—|—1—ka .
k=3 k=3 k=1

o

oo 0
- 2)D2(n—1)

- O o O

a

O O

0
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Posljednji izraz mozemo zapisati i bez sumacije ako se posluzimo derivacijama:

“ el S /_ vt —1 ,_(n+1)x"(m—1)—(m"+1—1)-1_nm”“—(n—i—l)x"—i—l
;kx —(%x) _< r—1 > B (x —1)? B (x —1)2 '

Naravno, prethodni izraz nema smisla za * = 1 pa za tu vrijednost determinantu rac¢unamo kao
n k=1 _ n(n+l1)
Zk:l k-1 - T2

D7 4.13. Izracunajte:

0100 ...00
1010 . 0 0
0101 0 0
Dp=1{: 1 00
000O0... 10
0000 ... 1
0000 ...10

RJESENJE Razvoj po prvom retku pa po prvom stupcu pa je

o= pa= [P e

0, n neparan

D7 4.14. Izra¢unajte:

1 11 111
110 0
11 0 0
Dn = . )
000 ... 110
000 ... 011
RJESENJE Ako je n paran, onda 2., 4., ..., n. redak pomnozen s —1 dodajemo prvom i dobijemo

nulredak pa je det Doy = 0.
Ako je n neparan, onda istim postupkom dobijemo gornjetrokutasti oblik i det Doy = 1.

D7 4.15. Izracunajte:

1 11 1 11
2 11 1 1 1
0 21 1 1 1
Dn: . )
000 ... 211
000 ... 021

RJESENJE Determinantu razvijemo po prvom stupcu i dobijemo
Dy =D, 1—2Dp1=—Dpy

paje D, = (—1)""1.
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ZADATAK 4.17. Izracunajte:

a r T x

Yy a T T
D,=y ¥ a x|

Yy vy a

ako je x # y.

RJESENJE Koristimo se trikom pomocéu kojeg ¢emo D,, izraziti na dva nacina.

a Tr X
a Tr X xT
a
Yy a x T Y
a T rastavimo determinantu vy y a
Dn =Y Y T = po zadnjem retku - .
oo a—y+
y vy yTy 00 0
a
Y
__ prvu determinantu razvijemo po zadnjem retku, __ o Yy
- a u drugoj izluéimo y iz zadnjeg retka - (CL y)Dn—l + Y :
Y
1
a—T 0
Yy—xr a—2x
s " o —T Y—=x
__ ponistimo gornji trokut mnozec¢i __ _ Yy
- zadnji redak s —x - ((I y)Dn—l + Yy . .
Yy—r y—x
1 1

=(a—y)Dn1+yla— x)n_l'

r T
a T
Yy a
vy
11
0
0
a—
y—x
1

8
8

oo Ly

<

< ..

e}

=)

S

N

81
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Sad drugi nacin.

a T 2 a Tr T T T a Tr T r X
v oa x - Yy a x r Yy a x r T
. . Yy oy a X X y Yy a r X
D=y ¥y a ... @ | rstaimgdeternipann |7 T 0T +
PR, vy oy a vy oy a x
Yy Yy y ... a—x+x 00 0 0 a—ux v oy y Yy x
a T T z 1
Yy xz xz
. . . Yoy a . r 1
rvu determinantu razvijemo po zadnjem retku, _
=P autdrugoj iztluéimojxiz zgdnjegsjtupcat —(a—a:)Dn_l—{—a: : .
y Yy a 1
y oy y 1
a—y r—y x—y ... x—y 1
0 a—y z—y ... v—y 1
. 0 0 a—y . r—y 1
onistimo donji trokut mnozeci
=P tzaudnji sgu;ﬁ)ac stfy = (a - x)anl +x . . : . .
0 0 0 oooa—y 1
0 0 0 0 1

=(a—2)Dy_y +z(a—y)" .

Dobili smo

Dn = (CL - y)anl + y(a - x)n717
D, = (a—2)Dy_y +z(a—y)" .

Pomnozimo prvu relaciju s a — z, drugu s —(a — y) pa zbrojimo i dobivamo

[(a—z)—(a—y) D= (a—2)"y—(a—y)z,

tj.
y(a—2)" —x(a—y)"

D, = , nelN.
y—x

Ako je x =y, onda je ovo Zadatak 4.7.

D7 4.16. Izrac¢unajte:

a . "
b 1 a ... av!
Dy =|0* b 1 ... a2

S]
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RJESENJE
1—ab O 0 0
b 1 a1
__ drugi redak pomnoZen s —a __ b2 b 1 . Cln_2
D n+l — godamo grvom retku -
b" ) |
l—ab 0 0 ... 0
b—ba 1—ab 0 ... 0
reé¢i redak pomnozen s —a 2 n—2
= dodaiicl){(frugom retku b b 1 e a
b" pr—t o pr2 01
1—ab 0 0 ... 0
b—ba 1—ab 0 ... 0
= postwpak _ |p? — b0 b—ba 1—ab ... O =(1—ab)".
oot
DZ 4.17.
n 1 1 1
1 n 1 ... 1
D,=[1 1 n ... I\=@n-1)(n-1)""1
1 1 1 n
DZ 4.18.
1 nn n
n 2 n n
D,=|n m 3 .. n|=(—1
n n n n
DZ 4.19.
2 2 2 21
2 2 .2 2
2 2 3 2 2 P
Dy =|. c =201 2 (n—-2)!
2 n—1 ... 2 2 2
n 2 2 2 2
DZ 4.20.
1 0 . 0
1 1 0
2

=n+1.

S
3
I
=)
—_
)
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D7 4.21.
75 0 0
275 .0
Dn: 02 7 ... 0=z 5n+1_2n+1 )
S 1 )
00 0 7

4.2.3 Binet—Cauchyjev teorem

CINJENICE 4.8. 1. Prisjetimo se Laplaceovog razvoja

n n
det A = Z al‘inj = Z CLiinj,
j=1 i=1

gdje je A;; = (—=1)"*7A;; algebarski komplement elementa a;;.

. Vrijedi

Zaiinl =0, J 7é [
i=1

ZaijAkj = 0, Z 7£ k’
j=1

. Za A € M,(F), n > 2, definiramo adjunktu

. All c. Anl
A= :
A o0 Ay

gdje je A;; algebarski komplement elementa a;;.

. Vrijedi

A-A=A-A=(detA)I.

. Binet—Cauchyjev teorem: det(AB) = det A -det B, A, B € M,,(F).

. Posljedice:
1
det (A7) =
¢ ( ) det A
1 -
Aj 1 det A#0, A= A.
je regularna < det A #£ 0, et A

. U dokazu Binet-Cauchyjevog teorema koristimo

A C
det (0 B) =det A-det B,

A 0
det (D B) = det A - det B.

DETERMINANTE

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Na lijevoj strani su determinant blok—matrica, pri ¢emu su A i B kvadratne matrice, ne nuzno

istih redova.
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ZADATAK 4.18. Neka je A matrica reda 2.
1. Dokazite da vrijedi A? — (Tr A)- A+ (det A) - I = 0.
2. Dokazite da je A? = 0 ako i samo ako je Tr A = det A = 0.
3. Provjerite je li skup N = {4 € My : A% = 0} vektorski prostor.
4. Odredite bazu i dimenziju za linearnu ljusku [N].
RJESENJE

(b) Ako je A% = 0, tada prema Binet-Cauchyjevom teoremu slijedi det A = 0. Sada iz A% — (Tr A) -
A+ (det A) - T =0 slijedi (TrA)-A=0,pajeTrA=0ili A =0, uoba slucaja je Tr A = 0.
Obrat slijedi direktno iz A — (Tr A) - A+ (det A) - T = 0.

(c) Ne, na primjer [8 (1]] , {(1) 8] pripadaju skupu N, ali ne i njihov zbroj.

(d) Pokazuje se da je [N] prostor svih matrica traga 0, pa je trodimenzionalan, a jednu bazu ¢ine
0 1] [0 0] (1 O
0 0”1 0|0 —1|°

ZADATAK 4.19. Nadite det A i </~1>, za regularnu matricu A € M, (F).

RJESENJE Iz (4.14) dobivamo
det A - det A4 25 det (A : A) — det ((det A) I) = (det A)" det I = (det A)"

pa je det A = (det A)"_l. Posebno je A regularna ako je A regularna.

Nadalje, ]
A (A) - <det 21) I=(detA)" "I /-A (s lijeva)
A-A- (A) — (det A" A
(A) — (det A)" 2 A,
1 2 1
ZADATAK 4.20. Dokazite da je A= |0 —1 0| regularna i odredite A~
1 2 0

RJESENJE Sjetimo se da je A regularna akko je det A # 0. Ako det A razvijemo po treéem stupcu,
odmah vidimo da je det A =1 # 0.

1 - 1 A An Az 0 2 1
A_l = d tAA = I A12 A22 A32 =10 -1 0
¢ Ais Agg Asg 1 0 -1

ZADATAK 4.21 (Posljedice Binet—-Cauchyjevog teorema).
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a) Za Ay, Ay, ... A € M, (F), r € N, vrijedi

det (A1 Ay -+ A,) = det A - det Ay - - - det A,.

b) Za A € M, (F) je det A" = (det A)", r € N.

)
c) Za A, B € M,(FF) je det AB = det BA.
d) Ako je A € O(n,F), onda je det A = £1.
e) Ako je A€ U(n), onda je |det A| = 1.
RJESENJE
a) indukcijom po r

d) A je ortogonalna ako i samo ako je AAT = ATA =1 paje
1 =det ] = det (AA") = det A - det A = (det A
e) A je unitarna ako i samo ako je AA* = A*A =1 pa je

1 =det = det (AA*) = det A - det AT = det A - det A = |det A|*.

NAPOMENA 4.9. Tvrdnja za determinantu blok-trokutaste matrice indukcijom se prosiruje i na pro-
izvoljan broj blokova pa vrijedi:

Ayp 0 ... 0 An A .. A
det A:21 A:22 ' _ =det A;; - det Ay -+ -det A,,,, = det 0 A:ZQ ' A?n ,
Au A oo A 00 .. A,
pri ¢emu su Ay, Ags, ..., A,, kvadratni blokovi.

A? A3
RJESENJE Iskoristimo tvrdnju o determinanti blok—trokutastih matrica i na¢in na koji se mnoze

O 1 '

2
ZADATAK 4.22. Neka je A € M, (F) proizvoljna matrica. Nadite det (A A )

A A2\ A A2\ (A A I —A\ e A A%\ (I -A

A 0
—det(A2 O)—O

. . A 0).
jer matrica A2 0 ima nulstupac.
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ZADATAK 4.23. Izracunajte det (é g), gdje je D kvadratna matrica.

RJESENJE Koristimo det (é

()t B

D7 4.22. Izrac¢unajte det (

_B) =detl-detl =1 pa je

RJESENJE Opet koristimo det (0 7 ) =1 pa je

¢ D-CB

, gdje je A kvadratna matrica.

c I 0 I c I c I

)gg&m(f ¥ )zd%f&ﬂD—CB%z@ﬂD—CB)

O

(mt(A B>::m%<f —B>(mt(A B) _(1t<A‘“BC 0>:4muA—chmn1:mmuA—ch

ZADATAK 4.24. Neka za matrice A, B € M, (F) vrijedi AB = BA te neka je A regularna. Odredite
dot A B
etlc p)

RJESENJE Sjetimo se da je A regularna akko je det A # 0 i primijetimo da je det (é _AB> = det A.

Stoga je
A B A B 1 A B I —-B 1
det <C D)—det <C D) -det A - Tt A = det (C D)-det <0 A>'m
BC 1 det A B I —-B 1 b et A 0
dtA\Nc p)lo A )" qa\c pa-cB

1
= TAd det A - det(DA — CB) = det(DA — CB).

DZ 4.23. Neka za matrice A,C € M, (F) vrijedi AC' = C'A te neka je A regularna. Dokazite da je
tada

A B
det (C D) = det(AD — CB).

I A B i, .. I 0
Uputa: det A = det ( C A) # 0. Matricu (C’ D> s lijeva mnozimo s <—C’ A)’
DZ 4.24. Neka je A € M,,,,(F) i B € M, (F). Tada je

det(I,, + AB) = det(I, + BA).

I, A
-B I,)

Ovu ¢emo matricu transformirati na dva nacina: dodavanjem drugog stupca blokova pomnozenog s
B prvom, te dodavanjem prvog stupca blokova pomnozenog s —A drugom. Dakle, imamo

Im A\ (I, 0\ _ (I.+AB A
-B I, B I,)] 0 I,)”’

RJESENJE Krenimo od blok matrice

O
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In A\ (L. =A\ _ (L. 0
-B I,)'\0 I,) \-B L,+BA)

I, 0Y I, —A\
det(B In>_det(0 [n)—l,

primjenom determinante na prethodne dvije jednakosti te Binet-Cauchyjevog teorema slijedi

odnosno

Kako je

0 I,

I, A
= det (—B In)

L, 0
= det (—B I+ BA)

= det(I,, + BA).

det(I,, + AB) = det (Im +AB A)



Poglavlje 5

Rang matrice

DEFINICIJA 5.1. Neka je A € M,,,,(F) i neka su Sy,..., S, € M,,1(F) stupci od A. Rang matrice
A definira se kao dim [{ Sy, ..., S,}]. Oznaka r(A).

CINJENICE 5.2. 1. 7(A) < m,n. Ocito je r(A) < n, a r(A) < m jer je dim M, (F) = m.
2. Rije¢ima: Rang je broj linearno nezavisnih stupaca od A.

3. r(A) =0 ako i samo ako je A =0. r(I,) =

1 =21
ZADATAK 5.1. Odredite rang matrice A= | 2 —4 0
—2 4 1
-2 1
RJESENJE Stupci matrice A su S; = 2 , S = |—4|, 53 = |0|. Odmah se vidi da je Sy = —25]
-2 4 1
i S1, S3 su linearno nezavisni. Dakle, r(A) = 2. O

Teorem 5.3. Broj linearno nezavisnih redaka od A € M,,,(F) jednak je broju linearno nezavisnih
stupaca, tj. “rang po retcima jednak je rangu po stupcima’.

ZADATAK 5.2. Utvrdite rang po retcima matrice A iz prethodnog zadatka.

RJESENJE Retci matrice A su R; = [1 -2 1}, Ry = [2 —4 0], Rs = [—2 4 1}. Ocito su R; 1
Rs linearno nezavisni. Pretpostavimo da je R3 = aRy + fRs. Tada je

—2=a+24
4=—-20—40
l=«a
Rjesenje je « =1, f = —2 pa je Ry = Ry — 3R,. Dakle, r(A) = 2. O
CINJENICE 5.4. 1. Primjenom elementarnih transformacija rang matrice se ne mijenja.

2. Kazemo da je matrica A € M,,,(F) ekvivalentna matrici B € M,,,(F) ako se A moze dobiti iz
B primjenom kona¢no mnogo elementarnih transformacija redaka i stupaca. Pisemo A ~ B.

3. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu M,,, (F).

4. Za A, B € M,,,,(F), A ~ B povlaci da je r(A) = r(B).
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1 00 ... 0
01 0 0 0
5. Neka je r =0,1,...,min{m,n}. Matrica D, = |0 0 ... 1 0 ... 0] (r jedinica) zove se
00 ... 00 0
0 0 0 0 0

kanonska matrica tipa m x n ranga r. Na primjer, sve matrice D, € My3(FF) su

000 100 100
DO_(O 0 0)’ Dl_(o 0 0)’ D2_<0 1 0)'

6. Ako je A € My (F), r(A) =r, onda je A ~ D, € M, (F).

7. Za A, B € M,,(F) je A~ B ako i samo ako je r(A) = r(B).
ZADATAK 5.3. Odredite r(A) iz Zadatka 5.1 primjenom elementarnih transformacija.
RJESENJE

1 -2 1 1 -2 1 1 =21 1 00 1 00
A=12 -4 0| ~1]0 0 =2~ 1|0 0 1|~ |0 0 1|~ |0 1 0| =Dy
-2 4 1 0o 0 3 0 0 O 0 00 000
Dakle, r(A) =2
1 3 5 -1
ZADATAK 5.4. Odredite r(A) za A = g _11 :?i
7T 7 9 1
RJESENJE
'@35_1 1 3 5 -1 @35_1 1 0 0 0
A:2_1_34~0 —-13 6 0O -7 -13 6 |0 —-13 6
5 1 -1 7 0 —14 —-26 12 0 0 0 0 0 O 0 0
7T 7T 9 1 0 —14 —26 8 0 0 0 -4 0 0 0 -4
[1 0 0 0
0100
~1o 0 0 of " P
000 1

Dakle, r(A) = 3.

ZADATAK 5.5. Neka je A € M,,,(R) matrica ranga r. Dokazite da se A moze prikazati kao zbroj r
matrica ranga 1. (Uputa: Tvrdnju prvo dokaZite za slu¢aj kada je A kanonska matrica ranga r.)

RJESENJE Iz r(A) = r slijedi da postoje regularne matrice S € M,, iT € M, takve da je A = SD,T,
pri ¢emu je D, € M,,, kanonska matrica ranga r. Matricu D, lako rastavimo na zbroj r matrica
ranga 1: definiramo matrice By, ..., B, tako da matrica By ima 1 na mjestu (k, k) i sve ostalo nule.
Tada je D, = By + ...+ B,, odakle je A = SD, T = SB\T + ...+ SB,T. Kako su S i T regularne
matrice, vrijedi r(SByT') = r(By) = 1.



DZ 5.1. Odredite r(A) za

1. A=

ZADATAK 5.6. U ovisnosti o A € R odredite r(A) za A =

RJESENJE

Dakle,

@
4
7

o o O

17
4

0
0
(2)
0

05 31 17 43

75 04 53 132

75 o4 54 134] ("(A)=3)
95 32 20 48

A7 67 35 201 155
26 98 23 —294 86| (r(A)=2)
16 428 1 1284 52
009 1 6 4

44 1 10 13| (r(A) =3)
66 0 20 19

11 9

9 1 5

3 4 9| (r(4)=3)

1 -1 -9

ERERE

31 1
A 410
1 7 17
2 2 4
3 1 1 4 3 1 1
A—12 0 6 —15 A—=12 0 6
—20 0 10 =25/ 7| 4 0 (=2)
-4 0 2 =5 -4 0 2
100
00 0
010
00 0
WUZ{Q,A 0
3, A

D7 5.2. U ovisnosti o A € R odredite rang matrice

1. A=

-1
A
—6

2
3
-1
7

2
)
1

4
7
)
17

(r(A) =2 za X = 3, inace je r(A) = 3),

3
1
9
A

(r(A) =2 za A =0, inace je r(A)

W W

3)7

O = > Ot

o v on|g
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2 5 1 3 2
4 6 3 5 4
3. C = 414 1 7 4 (r(A) =3 za sve A).

2 =3 3 N7
ZADATAK 5.7. Neka su dani vektori aq, ..., ar, b € F". Dokazite da je b jednak linearnoj kombinaciji
vektora aq, ..., a; ako i samo ako je

T([al as ... Qg b}) :r([al as ... ak]).

RJESENJE

Neka je b jednak linearnoj kombinaciji vektora ai,...,ar. Tada je b € [{ay,...,ar}] pa je
sigurno [{aq,...,a;}] = [{a1, ..., a, b}]. Zaista, uvijek je [{a1,...,ar}] < [{ai,...,ax, b}], dok
obratna inkluzija slijedi iz

k k
x € [{ay,... a5, b} = x = Zaiamtﬁb, za b= Z)‘iai
i—1 i=1

k k k
= Z Q;a; + 52 Aia; = Z (o + BA) a;
i=1 i=1

i=1
=T c [{al,...,ak}].
Vektore aq,...,a; € F" mozemo shvatiti kao stupce pa dobivamo matrice [al as ... ak],
[al as ... ag b]. Njihovi rangovi su po definiciji
r([ar az ... ax]) =dim[{ay,..., @} =dim[{ai,..., a5, b} =7 ([a1 a2 ... a b]).
Neka je r ([al as ... ak}) =7 ([al as ... a bD Tada je i dim [{aq,...,ax}] =
dim [{aq,...,ax,b}]. 1z toga i ¢injenice da je [{ai,...,ax}] < [{a1,...,ax, b}], slijedi da je
{ai,...,ax}] = [{a1,...,ax, b}]. Specijalno je b € [{ai,...,ar}], odnosno b je linearna kombi-

nacija vektora aq, ..., a.

ZADATAK 5.8. Provjerite jesu li vektori a; = (5,4, 3), as = (3,3,2), ag = (8,1, 3) linearno nezavisni.

RJESENJE Vektori ay, as, ag su linearno nezavisni ako i samo ako je dim [{a1, as, a3} = 3. Pogledajmo

matricu A = [a] a} af] i odredimo njen rang.

5 3 8 —97 —921 0 0
A=14 3 (D~ | 4 31|~ |1
39 3 -9 (1) 0 9 —7

Dakle, 7(A) = 2 pa su ay, as, az linearno zavisni.

aCh
2

o O O

_= o O

o = O

ZADATAK 5.9.
1. Navedite primjer matrice A € M,, A # 0, takve da je njena adjunkta A jednaka nulmatrici.
2. Sto mozete zakljuciti o adjunkti matrice A € M, ¢iji je rang jednak n — 27

3. Neka je A € M, i B = 2A. Koja je veza izmedu njihovih adjunkti A i B?
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ZADATAK 5.10. U R® zadani su potprostori M i N razapeti vektorima M = [{ai,as,a3}], a1 =
(1, O, 2,4, 7), Ay = (—4, 2, 8, 1, 1), as = (1, 1, 0, O, 9), N = [{bl, bg, bg}], b1 - (2, 2, —1, 4, 9), bQ -
(4,—4,12,1,6), bg = (1,4,1,5, —5). Odredite dim M, dim N, dim(M + N), dim(M N N).
RJESENJE Primijetimo da je dim M jednaka broju linearno nezavisnih vektora medu vektorima
ai,as,as, a dim N je jednaka broju linearno nezavisnih vektora medu vektorima by, by, b3. Te vektore
mozemo shvatiti kao stupce nekih matrica pa su rangovi tih matrica jednaki dimenzijama odgovara-
juéih prostora.

(1) -4 1 1 —4 1 1 —6 0 1 —6 0 100
0 2 1 0 2 (1) 0 2 1 0 2 1 00 1
M:=|2 8 0/~|0 16 —2|~|0 20 0/ ~0 (1) 0|~ |0 10
4 1 0 0 17 —4 0 25 0 0 25 0 00 0
7 1 9 0 29 2 0 25 0 0 25 0 00 0
pa je r(M') =3, tj. dim M = 3.
(2 4 1]
2 4 (1) 101 001
2 —4 4 —60 3 10 0 010
R 27
Niw=|-112 1|~|_3 % ol~|-Z 0 0/~[100
415 —6—190 * 0 0 0O 0 0
pa je r(N') =3, tj. dim N = 3.
M + N = [{ay, as, az, b1, by, b3 }] pa gledamo matricu
(D) 41 2 4 1 1 -4 1 2 4 1 1 60 0 8 -3
0 2 1 2 —4 4 02 (1O 2 -4 4 02 1 2 -4 4
X=]2 8 0-112 1|~016 2 -5 4 ~1|~0 2 0 (1) -4 7
4 1 0 4 1 5 0 17 -4 —4 —15 1 0 25 0 4 —31 17
7 1 9 9 6 =5 0 29 2 —5 —22 —12 0 25 0 —9 —14 —20
(D -6 0 0o 8 3] 1 0 00 0 0 100 0 0 07
0 42 (1) 0 -12 18 0 0 10 0 0 8(1)(1)8 8 8
~10 20 o@_4 2 |l~10 0 01 0 0|~
0 105 0 0 —47 45 0 105 0 0 —-47 45 0 0 0 —47 45
0 -155 0 0 22 -s83] (0 =155 00 22 =83 |5 ¢ o 155 22 —83]
(1 00 0 0 01 rpggo0 0 o0 100000
o166 0 0 0 0100 0 0 010000
~00 1000 Clgo10 0 ofl~]001000
000—4745 0001 0 0 000100
L 21 h

Dakle, 7(X) =5 pa je dim M + N = 5. Kona¢no je

dim(M NN)=dim M +dim N —dim(M + N)=3+3—-5=1.
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ZADATAK 5.11. Za koje je skalare A € R vektor b = (7,—2,A) linearna kombinacija vektora a; =
(2,3,5), as = (3,7,8), az = (1,—6,1)7

RJESENJE Zadatak 5.7 kaze da je b linearna kombinacija vektora ai,as,as ako i samo ako je
r [al as as b] =r [al Qo ag]. Odredimo najprije r [al Qs 6L3:|.

2 3 (U 2 3 1 2 31 2 31 00 1
A= 1|3 7 —6| ~ |15 25 0|~ |3 5 0|~ |3 5 0|~ |0 1 0
5 8 1 3 5 0 350 000 0 00
paje r(A) =2
(23 @ 7 2 3 1 7 2 3 1 7 Lo1 4
A=137 =6 —2|~ |15 250 40 |~[3 B) 0 8 [~[3 50 8
5 8 1 A 3 5 0 A=T7 3 5 0 A=7 000 A—=15
(1 0 0 0
~10 10 0
00 0 A—15
Ocito je (A) = 2 ako i samo ako je A = 15.
DZ 5.3. Neka je A € M,,,,(F) te B € M,,,(F). Tada je r(AB) < min{r(A),r(B)}.
RJESENJE Ozna¢imo s Si,...,S, stupce matrice B, te s r rang matrice B. U slu¢aju r = 0,
tj. B = 0, tvrdnja zadatka trivijalno slijedi. Za r > 1, BSO pretpostavimo da je upravo prvih r
stupaca matrice B, {S1,...,S,}, linearno nezavisno. Pokazimo prvo da je r(AB) < r(B). Stupcana
reprezentacija matrice AB dana je skupom {ASi,..., AS,}, pa koristeé¢i pretpostavku za stupce
matrice B slijedi da postoje odgovarajuci skalari takvi da vrijedi
ASy = A(Zxkjsj) =Y Ag(AS), k=r+1...m,
j=1 j=1
odakle vidimo da se stupci AS,,1, ..., AS, mogu prikazati preko prvih r, §to daje zeljenu nejednakost.

Druga nejednakost slijedi iz prethodno dokazane i ¢injenice da se transponiranjem rang ne mijenja:

r(AB) = r((AB)") = r(BTAT) < r(AT) = r(A).

DZ 5.4. Neka je A € M,,(F) regularna matrica. Tada za svaku matricu B € M,,,,(F) vrijedi r(AB) =
r(B).

RJESENJE Iz prethodnog zadatka slijedi r(AB) < r(B). S druge strane, kako je A regularna, postoji
A~! pa jos jednom koriste¢i prethodni zadatak slijedi

r(B) = r(IB) = r((A"'A)B) = r(A"(AB)) < r(AB).

ZADATAK 5.12. Odredite rang matrice A ako je

1 00 1 23 4 5
A=12 40 06 78 9
3 5 6 0 00 0 10
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RJESENJE

ZADATAK 5.13. Neka je A € M,,,(F), A # 0, proizvoljna fiksna matrica. Definiramo preslikavanje
¢ :R =R, p(t) =r(tA). Dokazite da ¢ nije neprekidno preslikavanje.

RIESENJE Zat =0 je ¢(tA) = p(0) = 0.

Neka je t # 0. Tada je tA # 0 pa je r(tA) > 1 (zapravo je r(tA) = r(A)). Stoga ¢ ima prekid u
t=20. 0]
DZ 5.5. Ispitajte linearnu nezavisnost vektora b; = (1,0,0,2,5), bs = (0,1,0,3,4), bg = (0,0,1,4,7),
by = (2,—3,4,11,1).

DZ 5.6. Za koje je skalare A € R vektor b = (5,9, \) linearna kombinacija vektora a; = (4,4, 3),
as = (7,2,1), a3 = (4,1,6)? (rj: A € R)

DZ 5.7. Za koje je skalare A\ € R vektor b = (), 2,5) linearna kombinacija vektora a; = (3,2,6),
az = (7,3,9), az = (5,1,3)? (rj: takav A ne postoji)

DZ 5.8. Neka je A € M,,,,(F), pri ¢emu je m > n. Dokazite: AT A je regularna akko r(A) = n.
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Poglavlje 6

Inverz

CINJENICE 6.1. 1. Elementarne matrice n—tog reda su

1

Fy = S L odj=1,n, 04

A1
F; —dlag(l,...,l,'t /\' t,1,...,1)
1—to mjesto

MnozZenjem matrice A s elementarnim matricama s lijeve odnosno desne strane realiziraju se
elementarne transformacije redaka odnosno stupaca matrice A. Preciznije

(i) zamjena i-tog i j—tog retka (stupca): F;;A (AF;;),
(ii) mnoZenje i—tog retka (stupca) skalarom A # 0: FAA (AF?),

(iii) I()jlglibr/\a;janje j—tog retka (i-tog stupca) pomnoZenog s X i-tom retku (j-tom stupcu): F;}A
ij

2. Sve elementarne matrice su regularne i vrijedi

_ - B )
Fy' = Fy, (FN T =F Fz]ix = Fij—x-

3. A€ M,(F) je regularna ako i samo ako je r(A) =n

4. A € M,(F) je regularna ako i samo ako je A produkt (kona¢nog broja) elementarnih matrica

A=E,-- E\IF - F (D, =I).

5. A,B € M,,,(F) su ekvivalentne ako i samo ako postoje regularne matrice S € GL(m,F),
T € GL(n,F) takve da je B = SAT.
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ZADATAK 6.1. Regularnu matricu A € M,,(IF) mozemo elementarnim transformacijama samo po retcima
svesti na matricu I.

RJESENJE A je regularna ako i samo ako je 7(A) = n, tj. A ima sve stupce linearno nezavisne.
Specijalno, nema nijedan nul-stupac.

ai;; a2 ... QAip
A= a1 Q22 ... d2p ~ Kako A nema nulstupac, u prvom stupcu postoji element a;; # 0.
- Dovedimo ga na mjesto (1,1) zamjenom 1. i i—tog retka
Ap1  Gp2 QAnn
Qi1 Qg2 Qip,
Elementom a;; poniStimo prvi stupac.
~ ain a2 Q1n ™ Dobijemo matricu Ay = (aE?) koja ima rang n
Ap1  Gp2 Anp
2 2 (2)
a1 Q9 ... A,
0 CL(222) . a(z?n) Prvi i drugi stupac matrice Az nisu linearno zavisni pa postoji
~ ~v indeks i3 > 2 takav da je aj,2 # 0. Zamijenimo ¢2-ti i 2. redak
: i ponistimo drugi stupac u A2 s elementom a;,2.
(2) (2)
0 ayy ... am
3 6B (3 (3)
3 3 3
o G
3 3 Postupak nastavljamo dok ne dodemo
~ 0 0 Qg ... dgy ~ do dijagonalne matrice
3 3
0 0 a ald)
n
agl) 0
n
a? 0 0 1
n .. - -
~1 0 0 ag3) ... 0 | ~ itiredak pomnozimo s (az(-:” )>
n
o 0 0 .. a¥
1 0 . 0
010 0
~10 1 . 0l =7
0 00 1

NAPOMENA 6.2. Elementarne transformacije nad retcima realiziramo mnoZenjem matrice A s lijeva
elementarnim matricama. Prema tome, za svaku regularnu matricu A € M,,(F) postoje elementarne
matrice S1,...,9, takve da je I = S,,--- S1A. Zbog jedinstvenosti inverza je

At=5,---8.

Napigemo li zadnji izraz kao A~ = S, - - - S11, dobivamo metodu za invertiranje matrica: istovremeno
elementarnim transformacijama nad A i I iz A dobivamo I, a iz I dobivamo A~!. Dakle,

(AT )~ (1A
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1 2 1
ZADATAK 6.2. Odredite inverzod A= |0 —1 0
1 2 0
RJESENJE
1 2 11100 1 2 1.1 00 1 2 1i1 0 0
(AiI)=1 0 -10i010|~|0=10:010]~{0( 00 -1 0
1 2 0i0 01 0 0 —-1:-10 1 0 0 1i1 0 -1
10 1:1 2 0 1000 2 1
~(01 0:0 -1 0 |~[010i0 -1 0 |J=(IA")
00 @M1 0 -1 00 1i1 0 -1
0 2 1
Dakle, A=t = [0 -1 0
1 0 -1

NAPOMENA 6.3. Posve analogno mozemo dokazati da provodenjem elementarnih transformacija
nad stupcima regularne matrice A mozemo doéi do jedini¢ne matrice I. Elementarne transformacije
nad stupcima realiziraju se mnozenjem zdesna elementarnim matricama. Dakle, postoje elementarne
matrice Fi,..., F} takve da je AF 1 Fy---Fp =1 pa je

At =FFy-- F,=IFF,y--F.

Stoga A~! dobivamo iz I istim elementarnim transformacijama nad stupcima koje A prevode u I.

1 2 1
ZADATAK 6.3. Odredite inverzod A= | 0 —1 0] elementarnim transformacijama nad stupcima.
1 2 0
RJIESENJE
1) 2 1 10 0 1 0 0
0 —-10 0 -1 0 01 0
(A)_ 1 2 0| 1o C)|_|o o 1 _(I)
I) | 1 0 0 AR 0 2 1 | \ a4t
0 1 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 1 1 0 -1

ZADATAK 6.4. Kako se mijenja inverz ako matrici A:
(a) zamijenimo i—tii j—ti redak?
(b) i-ti redak pomnozimo s A # 07
(c) i—ti redak pomnoZen s A dodamo j—tom retku?
RJESENJE
(a) (FyA)™" = AT F! = AT'F;,

1 — A_I(FZ-A)_I _ A—IF%

1 )

(b) (FPA)"
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(c) (FAA) " =A"F) ' = ATTED

DZ 6.1. Kako se mijenja inverz ako matrici A:
(a) zamijenimo i—ti i j—ti stupac?
(b) i—ti stupac pomnozimo s A # 07
(c) i-ti stupac pomnozen s A dodamo j—tom stupcu?

DZ 6.2. Odredite inverz sljede¢im matricama:

01 1o 21381
A=|101], B=[1 2 —-1], C=
110 11 2 0 1 01
2 1 1 0
111 11 110 00
11 11 011 00
0 1 1 1 0 0 1 00
D= , E=|.
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
RJESENJE
1 -1 0 0O O
0 1 =1 ...0 0 0 _
o 1 0 0 B ’ v
D = . X , E :(Oél'j),Oéij: 1, 1=7.
00 0 1 —1 (=1, i<
0O O 0 0 1

6.1 LU faktorizacija

CINJENICE 6.4. 1. Neka je A € M, (F) matrica koja se elementarnim transformacijama po ret-
cima, ali bez zamjene redaka, moze dovesti do gornjetrokutaste matrice. Tada postoje matrice
L,U € M,(F), pri ¢emu je L donjetrokutasta s jedinicama na glavnoj dijagonali, a U gornje-
trokutasta, takve da vrijedi

A=LU.

2. Ako matrica A pri prevodenju na gornjetrokutastu matricu zahtijeva zamjenu redaka, to mo-
zemo naciniti unaprijed: neka je PA matrica koja ne zahtijeva zamjenu redaka, gdje je P
permutacijska matrica nad retcima. Tada vrijedi

PA=1LU.
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3. Postupak je sljede¢i: matricu A svodimo do gornjetrokutaste matrice koriste¢i samo elemen-
tarne transformacije u kojima redak pomnozen s A dodajemo retcima ispod njega. Neka su
Ey, ..., E, elementarne matrice koje realiziraju te transformacije (one su sve oblike Fj; ) za
i> 7). Tada je

E,---E1A = U (gornjetrokutasta).

Primijetimo da su Ej, ..., E, donjetrokutaste matrice s jedinicama na dijagonali pa je takav
i njihov produkt i inverz tog produkta (inverz postoji jer su elementarne matrice regularne).
Imamo

A= (E,---E)'U=:LU.
D7 6.3. Dokazite:
(a) produkt dvije donjetrokutaste matrice s jedinicama na glavnoj dijagonali je donjetrokutasta
matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali.
(b) inverz donjetrokutaste matrice s jedinicama na glavnoj dijagonali je donjetrokutasta matrica s
jedinicama na glavnoj dijagonali.
Sljedeci primjer pokazuje kako u praksi odrediti matrice L i U za zadanu matricu A.
PRIMJER 6.5.

@4_15 2 4 -1 5 2 4 —1 5
Al -al=s 3 s || o®|t 2 |_[o0o3 12 |_,
2 |5 —4 1 0[-9(-3 —4 00 0 2
6|0 7 -3 0/12] 4 12 00 0 4
HNE
Od stupaca 5 | —9| “normiranih” tako da su na dijagonali 1, stvaramo L:
12
—6]
1 0 00
-2 1 00
L= 1 -3 10
-3 4 01
O¢ito se iz L istim elementarnim transformacijama nad retcima dobiva I. Pritom vrijedi A = LU.
3 =7 =2
ZADATAK 6.5. Odredite LU-faktorizaciju matrice A= | -3 5 1
6 —4 0
RJESENJE
3) -7 -2 3 =7 -2 3 -7 =2
A:_351~0@_1~0—2—1:U.
4 0O 0 -1
3 -2
Stupci [—3 i{ ]odredUJuL— 1 O . Provijera:
10
6 -5 1
1 0 0 3 =7 =2 3 =7 =2
Lu=1-1 1 0 0 -2 -1|=(-3 5 1 ]=A
2 -5 1 0 0 -1 6 —4 0
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NAPOMENA 6.6. LU faktorizaciju (medu ostalim) koristimo pri rjeSavanju sustava Az = b. Taj
sustav mozemo zapisati kao L(Ux) = b. Ako uvedemo supstituciju y = Uz, onda se rjeSavanje
polaznog sustava svodi na rjeSavanje sustava

Ly=>
Ur=y
pri ¢emu su L, U trokutaste matrice.

ZADATAK 6.6. Rijesite sustav Az = b, gdje je A iz zadatka 6.5, ab= | 5

RJESENJE Najprije rijeSimo sustav Ly = b, tj.

1 0 0 Y1 —7
-1 1 0 y2 | =1 O
2 -5 1 Y3 2
Dobivamo sustav
vy =—7
—Yy1t+y2=95
2y1 — OY2 +y3 =2
-7
¢ije rjesenje je y = [ —2 | . Sada mozemo rijesiti sustav Uxr =y
6
3 =7 =2 1 -7
0 -2 -1 ) = —2 s
0 0 -1 T3 6
tj.
31’1 — 71’2 — 233'3 = -7
—2!132 — T3 = —2
—Xx3 = 6
3
Cije rjeSenje je x = | 4
—6

NAPOMENA 6.7. LU faktorizacija matrice ne mora biti jedinstvena. Na primjer,

111 100\ /111
11 1|={|110]l000|], =zeRr
111 1z 1/ \0o 0 o0

DZ 6.4. Dokazite da regularna matrica (koja pri svodenju na gornjetrokutastu matricu ne zahtijeva
zamjene redaka) ima jedinstvenu LU faktorizaciju.



6.1. LU FAKTORIZACIJA 103

NAPOMENA 6.8. Slozenost LU faktorizacije je O(N?), isto kao i sloZenost Gaussove metode elimina-
cije za rjeSavanje sustava. Stoga se postavlja pitanje koja je prednost LU faktorizacije. Do prednosti
dolazi kad moramo vise puta rjeSavati sustav koji ima istu matricu koeficijenta, ali razli¢ite slo-
bodne koeficijente. Naime, ako imamo faktoriziranu matricu koeficijenata, samo moramo napraviti
supstitucije unaprijed i unazad da bismo rijegili sustav. Ta operacija ima slozenost O(N?). Ako
je moramo ponoviti k puta, Gaussova eliminacija bi nam dala ukupnu slozenost O(kN?), a pristup
preko LU faktorizacije O(N?3+ kN?) jer moramo faktorizaciju napraviti samo jednom, a onda k puta
supstitucije.

Mozda bismo na prvu pomislili da je prostorna slozenost Gaussove metode bolja jer radimo samo
s jednom matricom, a kod LU faktorizacije imamo dvije matrice iste veli¢ine. No, znamo da je L
donjetrokutasta i U gornjetrokutasta pa kod L moramo samo pamtiti (strogi) donji trokut (jedinice
su na dijagonali i to ne moramo spremiti u memoriju), a kod U moramo pamtiti samo gornji trokut.
Dakle, pamtimo isti broj elemenata kao i kod A.
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Poglavlje 7

Sustavi linearnih jednadzbi

CINJENICE 7.1. 1. Op¢i sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica nad poljem F je

a1y + ... +apT, = bl

11 + ...+ Aoy = b2

Am1T1 + ...+ CnXn, = b

Skalari a;; se zovu koeficijenti sustava, a b,...,b,, slobodni koeficijenti. RjeSenje sus-
tava je svaka uredena n-torka (v1,...,7,) € F" za koju supstitucija 1 = 71, ..., Tn = Tn
zadovoljava sve jednakosti.

2. Matri¢ni zapis sustava dan je s AX = B, gdje je

air ... Qip I bl
asr ... Qopn T b2
A= . , X = , B=
Am1 Amn Tp bm
T
Prirodna identifikacija (y1,...,7,) = | © | je bijekcija skupa svih rjeSenja sustava na skup
Tn

rjeSenja matri¢ne jednadzbe.
3. Kod sustava nas zanimaju tri stvari:

(1) Kada je sustav rjesiv?
(2) Opisati rjesenje!

(3) Naci metodu rjesavanja!
U nastavku ¢emo odgovoriti na svaku od prethodnih tocaka:

(1)

105
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TEOREM 7.2 (Kronecker—Capelli). Sustav je rjesiv ako i samo ako je r(A) = r(A,), gdje
je

aiyp ... Qin i bl

A 921 ... Qo i bg
P : Do

Am1l - Qmn . bm

KOROLAR 7.3. Svaki homogen sustav AX = 0 je rjesiv.

Skup svih rjeSenja homogenog sustava AX = 0 je vektorski prostor. Skup svih rjesenja
nehomogenog sustava AX = B je linearna mnogostrukost

00+Q:{00+CZC€Q},

gdje je Cy bilo koje rjesenje sustava AX = B, a () je prostor rjeSenja pridruzenog homo-
genog sustava AX = 0.

Ako je {C},...,Cy} baza za Q (tzv. fundamentalni skup rjeSenja), tada je svako
rjeSenje sustava AX = B oblika

d
Co+ Y MCi, A €F.
i=1
Pritom vrijedi d = n — r, gdje je r = r(A).

Metoda: Gaussova metoda eliminacije. Elementarnim transformacijama nad retcima mat-
ricu A, svodimo na

L0 ... 0 dyyy - @y 1 by
01 0 ahyyy ... db, b
Ape | 00 oo 1 odl,yy .. od, il
00 ...0 0 ... 010
00..0 0 ... 010

Naime nekih r stupaca se moze elementarnim transformacijama redaka dovesti do oblika
kakav ima prvih r stupaca u gornjoj matrici. NaSa pretpostavka kako je to sluc¢aj upravo
s prvih r stupaca ne predstavlja smanjenje opcenitosti.

Ako je sustav rjesiv, u zadnjem stupcu na mjestima r + 1, ..., m su nule. Vidimo da je
jedno partikularno rjesenje dano s

Co=(b,,...,0.,0,....0).

Y r
Treba jos nac¢i bazu prostora rjesenja pripadnog homogenog sustava. IS¢itavamo je iz
gornje matrice (uz b} = ... =0, =0).
— / / /
Cy = (—=a},pys =5 =000, 1,0,...,0)
— / / /
02 — (_al,”"-i-?’ _a/27,"+2, ey —0,7,77,_,'_2, 0, 17 . e ,0)

/ / !/
C’n,*?” == (_alyn,_ag’n,-..,_a/ 0,0,...,l) .

N’
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ZADATAK 7.1. Neka je A € M,,,(R) matrica ranga r. Ako za matricu B € M,,,(R) vrijedi AB = 0,
dokazite da je r(B) < n —r.
(Uputa: Promatrajte stupce matrice B.)

RJESENJE Nekasu S, ..., .S, stupci matrice B. 1z AB = 0slijedi AS; = ... = AS,, = 0, pasustupci
matrice B rjeSenja homogenog sustava AX = 0, dakle, pripadaju prostoru 2 = {X € M,; : AX = 0}.
Odavde slijedi r(B) = dim[{S},...,S,}] <dimQ =n —r.

7.1 Cramerov sustav

Sustav je Cramerov ako je m = n i matrica sustava A je regularna (& r(A) = n < det A # 0).
Cramerov sustav je uvijek rjesiv i rjesenje mu je C = A~!B. RjeSenje Cramerovog sustava mozemo
dobiti i kao

gdje je D = det A, a D; je determinanta matrice u kojoj je i—ti stupac B, a ostali su isti kao u matrici

A.
ZADATAK 7.2. RijeSite sustav
T+ 2ZEQ+ 3173+ 41’4:0

7[L‘1 + 14I2 + 201’3 + 27£L'4 = O
51‘1 + 10332 + 16.’E5 + 1933’4 =-2
31’1 + 5&32 + 6373 + 13$4 =5

RJESENJE

3 410 1

20 2700 | |0

16 19: -2 0

6 13 5 0

716

—_
NG

A, =

—
(e

—11-2

S O O =
o
|
—
S O O
— o O O
S O = O
|
—_

0:-1
0:-1

— [
o O O O O O C«OCY!\]@
ot

OO = O = OO N
O R OO OO O
[\]

—_

1
—1
-1

1

Sustav ima jedinstveno rjesenje x = .y =1, 09 =—-1, 23 =—1, x4 = 1.

ZADATAK 7.3. Neka je n > 21 A € M, regularna matrica. Za koji B € M,; e rjeSenje sustava
AX = B biti jednako drugom stupcu matrice A~!? Na ovaj nacin (bez racunanja itave matrice
A~Y) odredite drugi stupac od A7, ako je

A:

w O =
W — DN
ot —= O
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RJESENJE ...

ZADATAK 7.4. Rijesite sustav

10521 — 17529 — 31523 + 24524 = 84
90z — 15023 — 270x3 + 21024 = 72
7527 — 12529 — 225213 + 17524 = 59

RJESENJE
105 —175 —315 24584 3 =5 -9 7% 3 -5 =9 7 2
A,=|( 90 —150 —270 210:72 |~ |3 -5 -9 7:2 |~[0 0 o0 0! 0
75 —125 —225 17559 3 =5 =9 72 00 0 0;—5
Primijetimo da je r(A) # r(A,) pa sustav nema rjesenja.
ZADATAK 7.5. RijeSite sustav
211 — bxg +4a3+ 324 =0
3%1—4%24‘7%34‘51'4:0
4$1—9$2+8$3+5J}4:0
—3ZE1—|—2ZL‘2—5ZL‘3+3$4:0
RJESENJE
2 -5 4 3 2 -5 4 3 0 -7 -2 (1) 0 -7 -2 -1
A3 475 1 1 3 2 1 1 3 2 1 -13 -1 0
P~ 14 -9 8 5 4 -9 8 5 0 —13 —4 -3 0 8 2 0
-3 2 =5 3 -3 2 5 3 0 5 4 9 0 =58 —14 0
o 7 2 1 0 -1 0 1 0001
1 —-13 -1 0 1 -9 0 0 1 0 00
0 4 (o 0 4 10 0010
0 29 7 0 0 () oo 0100
0
Sustav ima jedinstveno rjeSenje x = 8
0

ZADATAK 7.6. RijeSite sustav
201+ a9+ 4dx3+ x4=0
3r1 + 29— x3—624=0
Tx1 4+ 4xo + 623 — 024 =0
1 +8x3+Try =0
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RJESENJE
2 1 4 1 01 —12 —13 0 (1) —12 -13 01 —12 —-13
|3 21 6] Jo2 -2 27| |0 2 -25 -2 00 (1) -1
P17 4 6 =5 0 4 —50 —bH4 0O 0 0 0 00 0 0
(1) o 8 7 10 8 7 10 8 7 10 8 7
01 0 —1 100 -1
001 1 010 —1
000 O 001 1
1 00 —1 000 O
Posljednji sustav mozemo zapisati kao
Ty —x4=0
T2 —13420
x3+x4=0
odakle slijedi 1 = x4, 19 = x4, 3 = —x4. Stavimo x4 = t, t € R, pa je rjeSenje
t 1
t 1
r=1_, =t 1| teR
t 1
ZADATAK 7.7. RijeSite sustav
( Txy — Bry — 203 —4x, = 8
—3$1+2$2+ ZE3+2$4:—3
21‘1— To — 5(73—2174:]_
—I + (L’g+2$4:1
L — X9+ x3+2x4=3
RJESENJE
7 -5 —2 -4 8 (1) =1 0 0: 2 1 -1 0 02
-3 2 (1 2 -3 -3 2 1 2i-3 0 -1 1 23
A, = 2 -1 -1 —-2:1 ~l -1 1 00: =2 |~ 0 0 0O0:0
-1 0 1 21 2 —20 0! 4 00 00:0
0—112}3 3 =3 00:6 0 0 00:0

Zadnji sustav mozemo zapisati kao

T1 — X =2
— X+ a3+ 224 =3

Sto daje x1 = 2 + w9, x3 = 3 + 19 — 2x4. Ako stavimo x5 =t, x4 = s, za t,s € R, rjeSenje mozemo
zapisati kao

241 2 1 0
t 0 1 0
T = 3.t 95|~ 3 + t 1 + s 9 , t,seR.
S 0 0 1
S~ ~~
partikularno rjesenje opce rjeSenje

sustava pripadnog homogenog sustava
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DZ 7.1. Rijesite sustave

(a)

(221 — T9— 23— x4— 25=0
—x1+289— x3— 24— 25=0
4r1+ x9 —5x3—dry — O25 =0
14+ To4+2x34+ x4+ x5=0

[ 71+ 22+ 23+ 204+ 25=0

7.2 Sustavi u ovisnosti o parametru

ZADATAK 7.8. U ovisnosti o A € R rijesite sustav

SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

2$1+ To — ZL’3+2[E4—1’5:1

.1’1—.’172—|—2.T3+ .’,12‘4:1

I —

T3 + ZL’4:2

2ZL‘1—$2—5I‘3+)\I‘4:3
To+Ar3+ x4=1

RJESENJE
1) -1 2 1:1 1 -1 2 1
4| 1 —11§2N0@—3 0
2 —1 —5 Ai3 0 1 -9 A—2:
0 1 A 11 0 1 X 1
10 —A—4 0:2
01 -3 0:1
00 =A2—X 0i0
00 A+3 110

—21’1 + To+ x3+ 4$4 =-3
5x1 — o+ 2x3 + 314 = -2
3I1 — 4$2 + 3:153 — 5.7}4 =0

1 10 -1 1 2

1 01 -3 0 1

1] ]100 -6 x=20

1 00 A+3 (10

Jedini preostali pivotni element je —\% — X pa razlikujemo slucajeve:

1) =A2= X =0, tj. A e {0,-1}

0
0
0
1

O O~ N

tj. 11— (A +4)xg =2, 29 —3x3 =1, (A + 3)z3 + x4 = 0. Stavimo x3 =t pa dobivamo

10 —A—4
01 -3
00 0
00 A+3
2+ (A +4)t 2
B 1+3t 1
— ol 1
)\+3 0
2.) A#0
10 -A—4 0:2
01 -3 0:1
00 (1) 00
00 A+3 1:0

A+4

3

] , teR.
—(A+3)

1 00 0:2
01 00:1
0010:0
00010
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2
pa imamo Cramerov sustav koji ima jedinstveno rjeSenje x = (1)
0
ZADATAK 7.9. U ovisnosti o A € R rijesite sustav
(A +4)z + Y+ z=1
4+ (A+4)y+ z=A+3
T+ y+A+4)z=(\+3)?
RJESENJE
A+4 1 11 L 1 A+4i(A+3)
A, = 1 A+4 1 + A+3 ~| A+4 1 1 1
1 1 A+4;(A+3)? I A+4 1 | x+3
1 1 A4 } (A+3)?
~1 0 —(A+3) —(A+3)(A+5) 11— (A+4)(A+3)?
0 A+3 —(A+3) 1 —(A+3)(A+2)
Razlikujemo slucajeve
1) A+3=0,tj. A=-3
1110
~1 00 0:1
000 0
odakle slijedi da sustav nema rjesenja.
2) A# -3
11 A+4 } (A+3)? 10 -1 s -(A+3)
~[ o0 () ~(+5) m—(A+4)(A+3) ~1 01T A5 T A+HHN+3) - 5
0 1 -1 —(A+2) 00 (A+6)1A—+3—(/\2+8/\+14)
Diskutiramo slucajeve po A + 6
a) A\+6=0,tj. A\=—6
10 —-1:-%
~(01 1%
LT
00 0. —3
pa sustav nema rjeSenja.
b) A # —6
; A246A+7
10A—1 Am;(wria) 100 _(“Elﬁﬁ
~]1 01T A+51(A+4)(N+3 ~ 1 0 5=
00 @ | (A2+8A+)1E1 _ ) 1 Hg g 0 (1) ‘ )\3+)1\1+>? +A3J§§+41
L A6 (A+3)(A+6) LT O3)(46)
Sustav je Cramerov i njegovo (jedinstveno) rjeSenje je
] —(A2+61+7)
x = 20 +5

A+3)A+6) \ 33 4 1152 4 382 + 41
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ZADATAK 7.10. Odredite polinom 3. stupnja koji prolazi tockama (1, —2), (2,—4), (3,—2) i (4, 10).

3

RJESENJE TraZimo polinom oblika p(z) = ag + a1z + asz? + azz®. Uvrstavanjem danih tocaka,

dobivamo sustav
CL()—|— al—l— CLQ—I— CL3:—2

ag + 2&1 -+ 4@2 + 8@3 =—4
ag + 3@1 + 9@2 + 270,3 = -2
ag + 4@1 + 16@2 + 64@3 =10

Determinanta ovog sustava je transponirana Vandermondeova determinanta, a znamo da je ona # 0
ako i samo ako su brojevi koji je definiraju medusobno razliciti, $to je ovdje slucaj. Dakle, nas
sustav je Cramerov i ima jedinstveno rjesenje. Mozemo ga rijesiti ili pomoc¢u determinanti ili putem
Gaussove metode eliminacije. RjeSenje je ag = —2, a1 = 3, as = —4, a3 = 1, tj. traZeni polinom je
p(r) = a3 — 42 + 3x — 2.
DZ 7.2. U ovisnosti o A € R rijesite sustave
(a)

21’1— $2+3ZL’3+ 41’4:5

41’1 — 2?[72 + 51’3 + 61’4 =7

6:B1 — 3%2 + 7$3 + 85B4 =9

Axy — 4x9 + 923 + 1024 = 11

3ZE1 +2ZL‘2 +5ZL‘3 —I— 4$4 = 3
211 + 319 + 623+ 814 =05

r1 — 6x9 — 913 — 2024 = —11
4.7)1+ $2+4JI3+ )\%4:2

AT+ 2o+ x3+ wy=1
T+ AT+ a3+ 214=1
T+ TotArz+ wy=1
T+ Tot+ a3+ Ary=1

Y

201 + 3xo+ x3+ 224=3
4xr1 4+ 629+ 323+ 424 =05
6x1+ 929+ dxs3+ 624 =7
8r1+ 12x9 + 723 + Axy = 9

)

RJESENJE

(a) Za A\ =8 imamo rjeSenje

+1

o w o
o O =
|
)



7.2. SUSTAVI U OVISNOSTI O PARAMETRU

Za )\ # 8 rjesenje je

0 0
4 -2
r= |, +t| 5| teR
0 1
(b) Za A = 0 nema rjeSenja. Za A # 0 rjeSenje je
4-2 3
X1 8
— ) 5
T St | teRr
1
1 0
1
(c) Za X # 1,—3 sustav ima jedinstveno rjeSenje z = )\+r3 1 . Za A =1 rjeSenje je
1
1 -1 -1 -1
0 1 0 0
=1 +r 0 + s 1 +1 0 | r,s,t € R.
0 0 0 1
Za A\ = —3 nema rjesenja.

(d) Za A = 8 rjeSenje je

0 1 0
0 0 1
r=1_4 + s 0 +1 o | t,s € R.
0 -1 -3
Za \ # 8 rjeSenje je
0 1
4 2
—| 3 3
T ] +1 o | teR
0 0
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