RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBE U TRINAESTOM TJEDNU

3 Teorem o reziduumima i primjene

3.1 Reziduumi

Zadatak 3.1.1. Izracunajte reziduume funkcija u njihovim singularitetima:
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vidimo da su singulariteti funkcije f tocke 0, 11 —1.
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Funkcija z — -5

2.3.6. zaklju¢ujemo da je 0 pol drugog reda funkcije f.

je holomorfna u nuli i nula nije njezina nultocka, pa kao u zadatku

Rac¢unamo:
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Funkcija z +— Z% . ﬁ je holomorfna u 1 i 1 nije njezina nultocka, pa zaklju¢ujemo da je
1 pol prvog reda funkcije f.

Racunamo:
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2z-1D(z+1) =22 +1) 2

res(f,1) = li_>ml(z -1)

Funkcija z — Zfll . Z% je holomorfna u —1 i —1 nije njezina nultoc¢ka, pa zaklju¢ujemo da
je —1 pol prvog reda funkcije f.
Rac¢unamo:
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(b) Singulariteti funkcije f su n-ti korijeni iz jedinice, tj. tocke
zr=e€en , k=0,1,....,n—1

Tocke z, su nultocke prvog reda funkcije z — 2™ — 1, tj. polovi prvog reda funkcije f.

Racunamo:
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(¢) Funkcija je
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Singulariteti funkcije f su 0 1 1. Tocka 0 je bitni singularitet funkcije f, a totka 1 pol
prvog reda funcije f.

Buduéi da je 1 pol prvog reda, reziduum ra¢unamo ovako:

1

res(f,1) = lim(z — 1) R lim(—ei) = —e.
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Kako bismo izrac¢unali reziduum u 0, funkciju moramo razviti u red, jer je 0 bitni singu-
laritet. Vrijedi:
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U gornjem izrazu gledamo koji se svi koeficijenti pojavljuju uz ¢lan % i dobijemo

1 1
res(f,O):l—i—i—i—i—i—...:e—l.
O
3.2 Teorem o reziduumima
Zadatak 3.2.1. IzraCunajte integrale:
dz .
(a) /1~1+z4’ gdje je I' = 5(1,1).
(b) / dz dje je T = S(—1+1,2)
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Rjesenje. (a) Funkcija pod integralom je
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Te tocke su singulariteti funkcije f. Tvrdnja zadatka 2.6.3. nam govori da su to polovi



prvog reda. Zadana krivulja I' = S(1, 1) obuhvada singularitete z; i 24, pa je
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(b) Funkcija pod integralom je
1

1z) = 122 +1)

Singulariteti funkcije su tocke z1 = —1, z9 = i, 23 = —i. Tvrdnja zadatka 2.6.3. nam govori
da je z; pol reda 2, a 29 i 23 polovi prvog reda funkcije f. Zadana krivulja ' = S(—1+14,2)
obuhvaca singularitete z1 i zo, pa je
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Zadatak 3.2.2. Izracunajte reziduum u tocki oo za funkciju

22— 241

(a) f(z) = B2, 11

(b) f(2) :zsinz_i_1

(©) f(z) = sin ——~

Rjesenje. (a) Racunamo:
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h(z) = f(1/z) =
Vidimo da je funkcija f; holomorfna u 0, pa je funkcija f analiticka u oo i vrijedi

f(o0) =lim f1(z) = 0.
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Sada mozemo izracunati reziduum:

res(f,00) = lim z(f(o0) — f(2))
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(b) Jedini singularitet funkcije
f(e) = 2sin —,
z) = zsin
z+1

je tocka —1. Vrijedi
res(f,00) = —res(f, —1).

Odredimo koeficijent uz % u Laurentovom razvoju funkcije oko tocke —1:
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Koeficijent je res(f, —1) = —1, pa je

res(f,00) = 1.
(c) Ra¢unamo: 1
fi(z) = f(1/z) = sin I i 1= sin 1 ! .
Vidimo da je f1 holomorfna u 0. Sada
res(f,00) = —f1(0) = — cos i = cos L.

1+2z (1+42)2l:=0

Zadatak 3.2.3. IzraCunajte integral

23
:/FZ4_1dz, T = 5(0,2).

Rjesenje. Singulariteti funkcije f koja je pod integralom su +1, 44, a krivulja I' ih sve obilazi,
pa je
I = —2mires(f,o0).

Racunamo
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Vidimo da je funkcija f; holomorfna u 0, pa je funkcija f analiticka u oo.

res(f,00) = lim (0 — f(2)) = lim (- 2 > = 1.
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Slijedi da je [ = —2mi - (—1) = 2mi. O



Zadatak 3.2.4. IzraCunajte integral

1 dz
I e .
270 Jizj=2 (21 = 1)3(2 = 3)
Rjesenje. Singulariteti su zy = 1,29 = 4,23 = —1,24 = —i,25 = 3, a krivulja I' obuhvaca prva
Cetiri singulariteta, pa vrijedi
4
I= Zres(f, z) = —res(f,3) — res(f, 00).
k=1
Rac¢unamo:
1 2,13
fi(z) = f(1/2) = 3 = :
G-y (-3 00

Funkcija f; je holomorfna u 0, pa je funkcija f analiticka u co. Vrijedi f(o0) = lim,_o f1(2) = 0,
pa imamo

res(f, 00) = lim 2 <0 T A 1)13(z - 3)) =0

Tocka 3 je pol prvog reda od f pa je
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Slijedi da je I = — 5.



