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Promatramo stacionarno opticanje viskozne tekucéine oko tijela
proizvoljnog oblika. Brzina opticanja neka je U (brzina tekucine u
beskonacnosti).

>

Brzina tekuéine, i znadéajnije razlikuje od brzine opticanja 1]
samo u relativno uskom podrudju iza tijela.

To podrucje iza tijela nazivamo laminarni trag.

Laminarni trag je nastao iz onih strujnica koje su prosle jako blizu
povrsine tijela - unutar grani¢nog sloja.

Strujanje tekucine izvan grani¢nog sloja i izvan laminarnog traga
moze se tretirati kao potencijalno gibanje idealne tekucine.

U grani¢énom sloju nastaju veliki gradijenti tangencijalne
komponente brzine (u idealnoj tekucini to je diskontinuitet) koji
prestavljaju vrtloge i koji se dalje propagiraju u podrucje traga.



Opticanje tijela i lanimarni trag iza tijela.




Laminarni trag

Gibanje tekucine u tragu moguce je povezati sa silama koje dijeluju
na tijelo.

Problem ¢emo rjeSavati u sustavu u kojem tekucina (u
beskonacnosti) miruje:

[]—o00

iR = U+ (P gdje [v] =" 0.

x1
x2

Ogradit ¢emo tijelo za-

A— misljenim ravninama is-
pred i pozadi koje se na-
laze u x1 i Xa.

Izraunat ¢emo pro-
mjenu impulsa u pros-
toru ograni¢enom ovim
~— dvijema ravninama.




Sile koje dijeluju na tijelo rezultat su prijenosa impulsa tekué¢iom kroz
zamisljene ravnine:

Fi= 7{11,-,- df;,
gdje je:
I = pdj + p(U; + vi)(U; + v)).

Tlak u tekucini mozemo napisati da je:

p(F) = po + p' (),

gdje je p’ razlika tlaka od konstantne vrijednosti koju tekucina ime u
beskonacnosti (py) koja se pojavljuje zbog opticanja tekucine oko
tijela. Takoder, brzine v u podrucju traga daleko od tijela puno su
manje od brzine U.



IzraCunavajuéi tok impulsa kroz zamisljene ravnine koje su dovoljno
daleko od tijela, moguce je napraviti odredene aproksimacije:

Fi

1(po+ )8+ o U+ V(U + )

Q

%(p’ i + pvil;) df;.

U ovom izrazu:

» Clan s konstantnim impulsom p, se to¢no pokrati.

» Kvadrati¢ni Clanovi pU;U; se to¢no pokrate
» KvadratiCni Clanovi pv;v; su zanemareni napram ¢lanova linearnih
u brzini v.

Linearni Clan pU,v; se to¢no pokrati zbog zakona saCuvanja
koli¢ine tvari unutar podruc¢ja omedenog ravninama.

pU,'jI{d)}vjEO



Laminarni trag
Konacno:

F = // // dydz (p' + pwcU)
X2 X=X1
F, = // // dydz pv,U
X2 X=X1
F, = // // dydz pv,U
=X2 X=X1

Ovi se izrazi mogu dalje pojednostaviti



Koriste¢i Bernoullijevu jednadzbu za opis gibanja tekuéine izvan
traga, te zanemarujuéi ¢lanove kvadratiéne u v:

1 - 1 -
p+5p(U+ V)2 =po + §pU2 = konst.
izlazi:
P+ pvU=0 (podrugje izvan tragal).
Untar podrucja traga,
P~ pV? < pvU
pa je:
Fy =~ —/ dydz pvyU.
trag

Integrira se samo unutar podrucja traga.



Za druge dvije sile, mozemo koristiti €injenicu da se gibanje tekucine
izvan traga moze prikazati kao gradijent potencijala:

86 ¢

T By 27 Bz

pa su integracije:

// vy dydz = /dz/dy g—ﬁ =0 (izvan traga).

Isto vrijedi i za z-komponentu sile. Opcenito vrijedi.

Fi~ —pU//dydz Vi (i=x,y,2).
trag

Integrira se samo unutar podrucja traga.



Za odredivanje brzine u tragu mozemo se posluziti Oseenovom
aproksimacijom Navier-Stokesove jednadzbe, pod uvjetom da je x;
(polozaj ravnine) dovoljno daleko od tijela:

V-9~ (U- V)7 = —6% 4 VAV
Nadalje, unutar traga moguce je zanemariti drugu derivaciju po x-u u
Laplace-ianu, naspram prostornih derivacija po y i z. Naime, Sirina
traga raste korijenski s udaljeno$¢u od tijela:

ov 0*v N uY v

ax "oy X~ Vy
gdje smo pretpostavili da su Xi Y podrugja preko kojih se brzina
znacajnije mijenja u x i y smjeru. Odavde izlazi daje:

Y Q( = @ l>>&/ l
VU Y e T X



Jednadzbu koju je potrebno rijesiti je:

oV =p 0?v 0%V
Ua_x__v;+y(6_y2+@

Bududi da je rije€ o linearnoj nehomogenoj parcijalnoj DJ, rieSenje
mozemo prikazati kao zbroj rieSenja homogene jednadzbe i
partikulanog rjeSenja nehomogene jednadzbe:

V= _‘1 + \72.
Pri tome v, zadovoljava homogenu PDJ:

oV, (azvl 32\71)

ox U oy? + 0z2

a partikulano rieSenje probat ¢emo priklazati kao gradijent nekog
skalara: _
Vo = VO.



Pri tome zamemarujemo partikularno rjeSenje za x-komponetu jer su
prostorne derivacije po y-u i z-u vece od derivacija po x-u.

00 _ 00 0%
ox oy’ 0z’
Stoga x-komponenta brzine zadovoljava jednadzbu diffuznog tipa:

ovx  [0%v | DPvy
oy 0z2 )’

ax
Cije je rjesenje:

X

Vy = —
X 4T pvx

—Uy—2+22}.

exp { 4vx

Pri tome smo nepoznatu multiplikativhu konstantu u rieSenju odredili

iz uvijeta:
Fy=—-pU //dydz Vx



RjeSenja za y i z komponentu brzine su dana analognim izrazima. Pri
tome mozemo izabrati takav koordinatni sustav da je sila uzgona, F,
samo u y smjeru, tj. £, =0:

_ F, 2 +22] 0%
o= C4mpux exp [_U 4vx dy
Yoo

£ 0z

Da bi odredili nepoznatu skalarnu funkciju ® mozemo se posluziti
jednadzbom kontinuiteta:

=  Ov  0vy  Ovg
o= ox 0y 0z
0%, v,
ay 0z

”? 0 viy
—<W+@F*W‘°



Laminarni trag
Diferenciranjem te jednadzbe po x-u:

LAY,
oy?

oe _2 (9V1y
0z2) ox Oy \ 0Ox

_ (2, 0\ vy
N ay2  0z2) U\ oy
slijedi da je:
0P

oL _Z 6V1y
ox U oy’
Odavde se integracijom dobiva da je:

o=

y

2mpU Y2 4 22

2 2
{exp {—U y +z

4vx } B 1}‘
Ako ne postoji sila uzgona, strujanje tekuéine u tragu je aksijalno
simetri¢no. Tada je ® = 0.




» Unutar traga to¢no na x-osi brzine vy, vy, v, opadaju s udaljenosti
od tijela kao 1/x.

» Brzine eksponencijalno brzo trnu s udaljavanjem od x osi. Sirina
podrucja gdje su brzine razli¢ite od nule, {j. Sirina traga jednaka
je:

vX

Y VT

gdje je X udaljenost od tijela.

» Promjena brzine u x-smjeru je puno sporija od eksponencijalnog
trnjenja brzina u y- i z-smjeru.



Gibanje tekuéine izvan traga opisano je potencijalnom @ koji
zadovoljava Laplaceovu jednadzbu:

10 0P 1 0 el 1 0P
A= 725(*5) T 2sing o6 (S'”%) T e

Rjesenje se moze traziti u obliku:

o—2,1 %%
r r

» Prvi, sferno simetri€ni ¢lan povezan je sa silom otpora F,.
» Drugi ¢lan odgovoran je za pojavu sile uzgona F,.



Uvrstavanjem pretpostavljenog rieSenja u Laplaceovu jednadzbu
dobiva se jednadzba za nepoznatu funkciju f;

d (. df f
90 (sm 0£> “end 0.

1
f= bcot <§0>

Nepoznati koeficijenti u rijeSenju, a i b, trebaju se odrediti povezujuci
ovo potencijalno rieSenje i poznato rjeSenje u tragu. Tako se na kraju

dobiva:
o = LI —Fx + F,cos ¢ cot l(9
dmwpUr Ty 2

Cije je rieSenje:




Disipacija energije u nestlacivoj tekudini

Zakon saCuvanja kinetiCke energije, obraden u 4. predavanju:
9 ([ v 5} V2 ov;

7(r7) "2 5 (PVG*ZV"’") =215y
gdje je:

ov; 8\/,
Pi:=p&i — i T
] P ] n |:8Xj + 8Xj
zanemarili.

;5:}(6"7)} —¢ 0 (V-V).

Pri tome smo potencijalnu energiju i rad u vanjskom polju smo




Disipacija energije u nestlacivoj tekudini

U sluéaju nestladive tekucine gustoc¢a izvora/ponora energije (desna
strana jednadzbe balansa) postaje:

ov; | ov; 8\/,- B ov;  ov; 2
TIZ ox; [8x, ox; ax; * ox;
Stoga je ukupni gubitak kineticke energije u nekom volumenu jednak:
B ovi v 2
T2 / dvz |:8Xj 3Xi]

Isti se izraz dobiva za gubitke ukupne mehanicke energije, Ex + Ep,
jer gubitak/dobitak potencijalne energije kompenziran je
dobitkom/gubitkom kineti¢ke energije.



Gusenje gravitacijskih valova

Gubitak mehanicke energije gravitacijskih valova u nekom volumenu
moze se izraCunati koristeci izraz:

v, av]®
meh - = /dvz |:6X_, 3X,':|

Veé smo prije pokazali da se u sluaju gravitacijskih valova gibanje
moze tretirati kao priblizno potencijalno:

ov; 6\/1 0%*®

ox Ox  Oxox;

92d
Epmen = 2’7/dv<ax,ax,> .

Stoga je:



Gusenje gravitacijskih valova

Koristeci izraz za potencijal za slu€aj gravitacijskih valova u dubokoj
vodi:
® = d cos (kx — wt+ a) e’?,

te usrednjavajucéi gubitak energije po periodu titranja:

Emen = —8nk* / dV o2

Sama mehanicka energija gibanja moze se izra¢unati na isti nacin:

_ —_ _ o\ 2 _
Enmen = Ex+E, = 26 = p/de2 - p/dvzi: (8_)(,> - 2pk2/dvq>2

Koeficijent gusenja:

'E 4
— —meh 9y k2 — 2Vw—2.
2Emt—;lh g

Valovi velikih valnih duljina (ali kra¢ih od dubine!) se sporo guse.
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