[Pregled predavanja

Uvod

_inearne diferencijalne jednadzbe
Harmonijski oscilator

Harmonijski oscilator | kruzno gibanje




[Uvod

Harmonijsko gibanje je poseban oblik
periodichog gibanja

Periodicno gibanje Cest je oblik gibanja u
orirodi pa je Cesto predmet proucavanja
fiziCara

Rjesavanje jednadzbe gibanja harmonijskog
oscilatora olaksava rjesavanje cijele klase
fizikalnih problema




Linearne diferencijalne jednadzbe

Javljaju se u razliCitim poljima fizike, |
u drugim znanostima

Opisuju velik broj fenomena, zato ih |
proucavamo tako detaljno

Najopcenitiji oblik:
a d"x/dt" +a_,d"'x/dt"" +...+a, dx/dt +a,x = f(X)

Jednostavan sustav Cije je gibanje opisano
linearnom diferencijalnom jednadzbom jest
masa nha opruzi



[Harmonij ski oscilator

Tijelo se slobodno giba
po podlozi bez trenja

Kada se tijelo pomakne iz
polozaja ravnoteze na njeg
dijeluje sila opruge dana
Hookeovim zakonom:

F =—kx

Sila je uvijek usmjerena prema
polozaju ravnoteze i suprotnog
je smjera od pomaka

wam 3
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Titranje tijela objesenog na oprugu

F=—kx = ma =-—kx

N dv,
* dt

-kx

—X

mg



[Harmonij ski oscilator

Znamo zakon sile

Zelimo dobiti izraz pomocu kojeg
mozemo racunati polozaj tijela

Pogledajmo jos jednom ono sto znamo:




[ Primjenit cemo drugi Newtonov zakon:

—kx = m( av, j
dt

Dobivamo:




[Harmonijski oscilator

Koje je rjesenje ove diferencijalne
jednadzbe?

Treba nam funkcija Cija ¢e druga derivacija

bitl upravo —0’X, @ =k/m

Trigonometrijske funkcije sinus | kosinus
ponasaju se upravo na taj nacCin, i mozemo
na jednoj od njih izgraditi rjesenje



[Harmonijski oscilator

Konstante gibanja
- amplituda A
- pocetni fazni kut
- kutna frekvencija @

Period T =27/w
Frekvencija gibanja f =1/T

Faza gibanja cos(awt + ¢)



[Harmonijski oscilator

Rjesenje:  «x(t) = A cos(wt + })

dx d ‘
— = A —cos(wl + ) = —wAsin(wt + ¢)
dl dl
d?x d . :
5 = —wA —sin(wl + ¢) = —w?A cos(wl + ¢b)
dt= dt
{fEI 9
5 = —W°X

At~
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Energy

E=K+U
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[Harmonijski oscilator

Do rjesenja diferencijalne jednadzbe doslo se
pogadanjem

|deja je posve prirodna zbog veze izmedu
Kruznog gibanja i jednostavnog harmonijskog
gibanja




Harmonijski oscilator i kruzno
gibanje  sceen

L AY

A 0 P A
AVAAMMVRAA
Ideal | Block on
spring | <& | | frictionless

Light beam
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Harmonijski oscilator i kruzno

gibanje

0

0

O

O=wl + ¢

x(t) = A cos(wt + )



Harmonijski oscilator i kruzno
gibanje

0 O ay Q|

v, = —wA sin(wt + {';5) a, = —w A cos(wt + ff))



Akceleracija tijela koje se giba po kruznici
(sila je okomita na brzinu)
h=R—-Rcosa =R(1-cosa)

2 4
04 94 0{6

_|_ —
21 41 6l
az
a—> 0= cosa z1—7

CoOSa =1— +L

L=VAt=Ra:>a:V—At
I

2 2
a’ ) VAL’ dh v
At —>0=h=R 1—1+7 = a=—— =

R 7742 T R




Torziono njihalo

12
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Torziono njihalo
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Torziono njihalo

!?.
122 D=0

dt”




dsin 6 —\

\
mg sin 6

mg
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2mg

v,
- —”;’g sin O
—_—F =
. | | 0 (rad)
|
|

O
/4

[2 -7t

— T

/2



E,=E, +E,6 =konst
E, =—1~1'1r‘n.»2 ——]—mI: a9
2 2 dt

E, =mgl(l1-cosg)

E

]

¢« =k

I max

do = JzTg(CDS(P —coso) dt

K(k)=-

o |

=mgl(l—cos)

7 .
jU*kEMHﬂp}Adw
0

Matematicko njihalo

T 7 i do
0 == Ja= | T
. "‘\/T (COS (@ —cosQ)
cos@ =1 —% +

P e
. a o
\ Velike amphtude
\ mg cos 6
) !
% I'=4|— K(k) k=sin(x/2)

o

T k’ - /f "
= =t | T=2x |—|14+—=sINn" — 4+
[ + . + ] H( 1 >



Titranje atoma u kristalima

xi=la+ u.

M M M M M

o

(I-:'l)u (1-1)3 la (I+«l )a (l+-2)a

Vv

. Pretpostavljamo da meduatomske sile imaju kratak doseg, pa uzimamo u
obzir samo medudjelovanje prvih susjeda.

. Pretpostavljamo da je potencijalna energija sustava kvadratna funkcija
atomskih pomaka iz ravnoteZnih poloZaja.

parametar f odreduje jakost meduatomske veze



Titranje atoma u kristalima

Sila je jednaka negativnoj derivaciji potencijalne energije po koordinati pro-
matranog atoma:

- ;Ull ==f [(u} — Upy) + (uy - Uj+l)]

o Uj
slijedr jednadZba gibanja /tog atoma
Miiy = - BQ2u;— upy — upyy)

27

T W=V, Kk
A

(kla - _
= A e'a-o0 k=

Mw* = 2B (1 - cos ka)



Titranje atoma u kristalima

UvaZavanjem trigonometrijske relacije

1 - cos ka =2sin” .
2
... ks
w (k) = w, | sin ;

gdje smo definirali frekvenciju

' 2
mm=2Vﬁ- Wy = .
M a

Po redu velicine jest v, = 10°cm/sia = 10 cm, odakle proizlazi w,, = 10" Hz



Titranje atoma u kristalima

Kristalnu reSetku smatramo kontinuiranim sredstvom
3 u(x,t) " a* 3% u(x,t)
d X 2 3 x°

MU; = — ,H(Z Uy — Upy — Uy, i}

Ui = u(x,t) x a

3% u . Ba* 3 u
3t M 2x°

Slijedi valna jednadzZba

To je poznata valna jednadZba

) 82 ! V2 82 u o, =y ]8
k==2 0=V k 3¢* 7 ax’ ) M
Wy =

A




Titranje atoma u kristalima

2%

d

ik, —

translacijom valnog broja za 2n/a

k%k—F-H—

d
frekvencija titranja ostaje nepromijenjena:

w(k+ & H )=wm sin(—kz—a—+n) ' = w(k)
a

Frekvencija je periodi¢na funkcija valnog broja s periodom 2m/a



Titranje atoma u kristalima

En = il =042
a
kik Ekvivalentne ako je njihova udaljenost jednaka
k' -k = g,

Tim su toCkama pridruzene iste frekvencije:
w (k + g,) = o (k)
Grupna brzina valova odredena je izrazom

d e -:5
=3? vk)=a V——_—
v(k) I 3

ka
CO§s ——

2

) = zlf-£
(U)HM



Titranje atoma u kristalima

Frekvencija titranja kristalne reSetke odredena je umno$kom valnog proja i
meduatomskog razmaka, pa u grani¢noj vrijednosti za k — 01 a — 0 vrijede isti
rezultati. Relacije izvedene primjenom aproksimacije elasticnog kontinuuma ostat
¢e priblizno valjane ako je ispunjen uvjet

ka<<1 A>> a
Sinﬂ=£+
2 2

|
1
JT
a

ola+

- , Graficki prikaz disperzivne relacije
pribliZzno dobivamo

w(k) = ak S =V, k ka<<1
M



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

M, = M,
M, a M, M, M, M
5 7 '
i = 5 -
O O O O- ~r—
X

-na -1a +1 4 +21 4
(20-2)5 (2(-14 2/5 (2(+1)4 (2(+2)9

M, iy = — ﬁ [(Uzl - Uzl-l) o (U'ZI = U21+1)]

M, iy = — B [ (51 — tag) — (Upps1 — Un142)]

1'{5:;1—'1--—1;_;:} ik n e ] t)

u,=Ae n=21, 2I1+2,... u, = Be

n=21-1, 21+1,...



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

ka — 0

A (M; w*-2B) + 28 B cos

ka

2B A cos — + B (M, ® —28) = 0

Proizlazi kvadratna jednadzba

{Ml I'.'I_}E b 2{',;} (ME ”J'E = ,G} - 4}{:;2 ':U'SE ka

Njezino je rjeSenje

M, + M M, M . k:
o} (k) = p—L7 2 [’ s 1-4 Mg K
M, M, (M, + M)~ 2




Titranje atoma u kristalima
Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

Titranje kristalne resetke opisuju dvije disperzivne relacije. Valnom broju k pridru-
zene su frekvencije w, (k) 1 o_ (k). ~

5 M, + M
w? (k) + w® (k) = 2 — :
M, M,

Disperzivna relacija pokazuje da je frekvencija titranja invarijantna

prema translacijama valnog broja za viSekratnik osnovne veli¢ine 2n/a. Zamjenom

g 21T n

=Kl D .
a

frekvencija titranja ostaje nepromijenjena:
21
w(k+—n)=w(k).
a
Stoga valni broj ograni¢avamo na prvu Brillouinovu zonu:
n n

-—=k=
d da




Titranje atoma u kristalima

Linearna reSetka s dva atoma u elementarnoj ¢eliji

Akusticka frekvencija

2 2 B a’
w” (k) = k # s Ko =
2 (M + M)

vnza]/ s
2 (M, + M)

Ml = Mi! =M tada duljina celije postaje dvaput manja, tj. umjesto a/2 valja pisati a

v, = a B Ekvivalentno rezultatu celije s jednim atomom
L M



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

oo <D

a b

Slika (a) akusti¢ko i (b) opticko titranje atoma u kristalu s dva atoma u elementarnoj
Seliji



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

Owvisnost opticke grane frekvencije o valnom broju

w? (0) = 2,6-3—"'{' ikt - w, (0) = 2% S F
Ml Mg Fa| VM] Mg
w? (i i) = ﬁ .
b Mg

_/\

1. 2b M, S \/—-
M- ; f

—Jt i)
a a

Grafi¢ki prikaz disperzivne relacije



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

Razmatrajuci jednodimenzionalan model, zaklju¢ili smo da u jednoatomskoj
teSetki postoji jedan oblik, a u dvoatomskoj dva oblika titranja atoma. Kada bi
clementarna Celija sadrzavala n atoma, tada bi reSetka mogla titrati na n razliitih
nacina. Dakako, u trodimenzionalnom kristalu broj titranja triput je veéi. Za svaki
smjer Sirenja vala postoje tri medusobno okomita titranja. U realnom kristalu
svakom valnom vektoru pripada 3n frekvencija. Od njih su tri frekvencije akustic-
ke, a preostale frekvencije su opti¢ke. Razumije se, u jednoatomskim reSetkama
nema optickog titranja, pa preostaje samo akusti¢ko titranje.




Tjerani oscilator

Tjerani harmonicki oscilator od harmonickog oscilatora se razlikuje
po tome $to na njega djeluje vanjska sila.

d*x
dt*
Vanjska sila mozZe imati razlicite funkcijske ovisnosti o vremenu.

Prvo ¢emo promatrati najjednostavniji primjer,
pretpostavit ¢emo da je sila oscilatorna:

m—— =—kx+ F(t)

F(t)=F, cos at

Treba primijetit da w nije isto Sto i1 w,. sada ¢emo probati
rijeSiti jednadzbu (1) uvrstavajuéi u nju jednadzbu (2)
i dobivamo jedinstveno rjesenje:



Tjerani oscilator

X = C cos at

gdje je C konstanta koju moramo odrediti, a zatim ¢emo u jednadzbu
(1) uvrstiti dobiveno rjesenje i dobit ¢emo jednadzbu oblika:

— M@’ C cos at = —-mw; C cos at + F, cos ot

Sredivanjem te jednadzbe za konstantu C dobivamo:
F

“ = m(w? - »?)




Tjerani prigusSeni oscilator

d?
I f+CﬂD—+D$=Mvcosmur
dt dt

@(t) =@, cos(w,t—)

I @, cos(@,t—a)—Cw,@, sin(w, 1 — o) +
+D@, cos(w,t—a)=M cosm,t

[-Iw] cosa+Cw, sina+ D cosa]p, cosm, 1+
+[-Iw, sina—Cw, cosa+Dsina]o, sinw,t =M cosm,t

[Iw] cosa+Cw, sinac+Dcosot]p, =M

; . Vrijedi za svaki t
1w} sina—Cw, cosot+ Dsina}p, =0. J



Tjerani prigusSeni oscilator

T Co, 20w,

- D-lw! ;-

P; = = =
" (D-Iw’)cosa+Cw, sin ot

M

v

I\/(a)(f ~w’)*+48°w’

?

M

216w,

MoZemo naci Sirinu rezonancije ako postavimo uvjet

(COS —(l):“ )2 = 45“0)3 &m - —) 5

Slucaj rezonancije P =



Tjerani priguseni oscilator

A

2
X X
md > +bd +kx=F ,cos at.
SF_ Ik |- 02 4t dt
C=A
F
4F Ik |- C = 20
my(@? —?f +(b/m)? e’
3qu‘/k l d?
' 7 d
I 20+C—$+D@:Mucosmvr
F Ik dt dt
max " [ 0.7 e M, B
" (D-In})cosa+Cw, sino
1.0
F_ Ik _ M,
max 2 252 i B
20 IJ(CUO —0)‘,) +46 ,
| | | | wd/w
0 0.5 1.0 5 2.0
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Guseni harmonicki oscilator

X d 2
X . dx
A m—-+b—+kx=0.
e A (b12myt dt dt
\ s '] S
\ ~ ${I)=(PUE’ cos( @t =y )
\ T
\ s
3 ‘ 4 \
0 | N - | t
T, 2T0 37T, ' ar,\ |57,
gdje je 0 faktor gusenja
5 %
W, = \f W, —6°
ok L
Copyright © Addison Wesley Longman, Inc. @, B (poe"s'" cos(a)l[n ~q/) " e”
-8(1,+T) G

(pn*l (p()() Cos(a)lt" +w1T—VI)



[ Kompleksni brojevi i harmonijsko gibanje

) IMAGINARY

AXIS a = d, -+ iﬂi:

a

/ a= x—+1iy
. x4+ iy = re®

X REAL AXIS

r? = x? 4+ y?% = (x + iy)x — iy) = aa*

x4 iy, r = v/x2 4+ y2

tan § = p/x, e = coswl + isinwt.



Kompleksni brojevi i harmonijsko gibanje

F = Fycoswt F =Fuei"’t: e = coswl + isin wf.

.

F = Foe~%e™ = Fe™'. F = Fpe ™,

d’x  kx F Fq

|
dre ' m m

COS wf

d°0Cc, + ix)) | k(x + ix)) _ F, + iF;

dr? + m m
dz.x,. : k.):,- . dzxg kx,; F,- ' I‘Ff
diz m+l(d3‘2+m T m . m



[ Kompleksni brojevi i harmonijsko gibanje

d’x  kx  Fe™!

—— e
——

dt? m m
(w)2% + (ki/m) = F/m
d(xe*t)/dt = iwke™!

B F/m
- (k/m) = w?

£ = F/mwi — w?)

£




[ Prisilni 1 guSeni harmonicki oscilator

m(d?x/dt?) + c(dx/df) + kx = F
cC = my
k = muyg

(d*’x/dt®y + Y(dx/dt) + wox = F/m
[(!'Lﬂ)g.f + Y(iw)x + m[g}.f]eiﬂ — (F/m)efm

X = ﬁ'ﬂm(mg — w4+ iTw)



[ Prisilni 1 guSeni harmonicki oscilator

% = F/m(wd — & 4+ iw)

1

R —

m(ws — w® + M)
£ = FR
R = pE-iﬂ

% = RF = pe”Fpe™ = pFoe'@+®



[ Prisilni 1 guSeni harmonicki oscilator

$ — pefﬂFgei‘“ __ pFueﬂﬁ"'“
x = pFgcos(wt + A + 8)
pz _ 1
m*(wg — ° + M) (wi — w? — Tw)
B I
T om(w? — 02)? + v2?]
/R = 1/pe® = (1/p)e™™ = m(wd — o® + iTw)

tan § = —Yw/(wg — w?).



Prisilni 1 guSeni harmonicki oscilator

w, - "“A‘ -

m(wg — &® + N)wh — 0 — w)  tand = —vw/(wi — ?)
I
mi(w® — wf)? + 7%’




Elektri¢ni titrajni krug

Vl'- 'vn

P —— S M

S g = 7 O
L - = - - "
- - - .
En En
L H g
n

+
S

L < | " b |
L ——
Lon Lzl Low-
t=0 =74 r=T2
. [_1 *t

;: ;7-'4 t=T
LCH j_l_ () _I__I_

E U, U, E Uy Up
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Elektricni titrajni krug

pe _ _r:rS_ﬂr
E-'u _SEH_EU
g5 a5
Cziz = 0
U Ed e

V = ad/eq = qd/€oA

I Wire

(a)

e T,

A

-

F T Y

+4+4+4+4++4+++
( VVVV ¥

(b)
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Elektric¢ni titrajni krug

I
=@
iy
R s
q
h 5

V(t)=V,coswt . )
i “ tgg =
Vid=Ri= 20 . R
df € 1
W, = ———
f =-d—Q 0 ‘\/ﬁ
dt
I(t)=1,e". £, 1V, |
V() =V,e™ : \]R2 +(0’L——1—)
d*l .df 1 | wC
L ‘|‘_R —+ I :fmvuflw! ‘ |
dfﬂ dt (’ bAddison Wesley | / = _R-|-.i{a}L—._
wC )
: - J : + I
_m'LID+tmRIﬂ+E-ID:;mVU Vu‘_[R*"ImL-!EC—' g




[ Elektriéni titrajni krug

V = ad/ey = qd/€oA
V = RI = Rdg/dt A

O
m

V = Ldl/dt = Ld%/d:? 57 ++7

m(d’x/dt?) + c(dx/df) + kx = F

R
Ld?q/di* + Rdg/dt + q/C = V(i) LE j-L_c
| v 2



[ Elektriéni titrajni krug

[L(wa + R(iw) + é] g="V

-~

V
L(iw)® + R(iw) +

q:

9 = V/L(wg — w® + irw),

wg = 1/LC Y = R/L



Elektri¢ni titrajni krug

General Mechanical Electrical

characteristic property property
indep. variable time (¢) time (¢)
dep. variable position (x) charge (g)
inertia mass (m) inductance (L)
resistance drag coeff. (¢ = Ym) resistance (R = YL)
stiffness stiffness (k) (capacitance)—1 (1/0)
resonant frequency ws = k/m wi = 1/LC
period to = 2nv/m/k to = 2mvVLC
figure of merit Q = wo/Y Q = wol/R




Guseni harmonicki oscilator

X d 2
X . dx
A m—-+b—+kx=0.
e A (b12myt dt dt
\ s '] S
\ ~ ${I)=(PUE’ cos( @t =y )
\ T
\ s
3 ‘ 4 \
0 | N - | t
T, 2T0 37T, ' ar,\ |57,
gdje je 0 faktor gusenja
5 %
W, = \f W, —6°
ok L
Copyright © Addison Wesley Longman, Inc. @, B (poe"s'" cos(a)l[n ~q/) " e”
-8(1,+T) G

(pn*l (p()() Cos(a)lt" +w1T—VI)



Guseni harmonicki oscilator

2
x d°x dx
m—-+b—+kx=0.
A dt dt
~ % Ae—(b/Zm)t
X RN Sirina rezonantne linije na polovici visine iznosi

X G R
%, e Aw,,,,=«/§-£ :
\ ‘ \\ \
| <

O [ | t
T, ' 2T0 37T, ' at,\ [ 5T,
R,
IVGOI:vaO ® - |Vo|
\/[wL—L) + R’
o L wC
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Y/

(a)
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(b)

(c)



Guseni harmonicki oscilator

q q q
Q Q
N
~
0 ]\ Sz =t ‘0 ’
s (b) (c)
///
i Definiramo logaritamski dekrement gusenja A:
4
(a) A=0T =In B
Copyright @ Addison Wesley Longman, Inc. (P,, +1
Faktor dobrote , -
0 =2 pohranjena energija
< Blr) = Eﬂ(f] i < gubitak energiie u jednom periodu >
2nE
. F o v . . 2 — ), T
gdje je T=1/28 Slabo gudeni oscilator Es

T



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

ka — 0

A (M; w*-2B) + 28 B cos

ka

2B A cos — + B (M, ® —28) = 0

Proizlazi kvadratna jednadzba

{Ml I'.'I_}E b 2{',;} (ME ”J'E = ,G} - 4}{:;2 ':U'SE ka

Njezino je rjeSenje

M, + M M, M . k:
o} (k) = p—L7 2 [’ s 1-4 Mg K
M, M, (M, + M)~ 2




Titranje atoma u kristalima
Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

Titranje kristalne resetke opisuju dvije disperzivne relacije. Valnom broju k pridru-
zene su frekvencije w, (k) 1 o_ (k). ~

5 M, + M
w? (k) + w® (k) = 2 — :
M, M,

Disperzivna relacija pokazuje da je frekvencija titranja invarijantna

prema translacijama valnog broja za viSekratnik osnovne veli¢ine 2n/a. Zamjenom

g 21T n

=Kl D .
a

frekvencija titranja ostaje nepromijenjena:
21
w(k+—n)=w(k).
a
Stoga valni broj ograni¢avamo na prvu Brillouinovu zonu:
n n

-—=k=
d da




Titranje atoma u kristalima

Linearna reSetka s dva atoma u elementarnoj ¢eliji

Akusticka frekvencija

2 2 B a’
w” (k) = k # s Ko =
2 (M + M)

vnza]/ s
2 (M, + M)

Ml = Mi! =M tada duljina celije postaje dvaput manja, tj. umjesto a/2 valja pisati a

v, = a B Ekvivalentno rezultatu celije s jednim atomom
L M



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

oo <D

a b

Slika (a) akusti¢ko i (b) opticko titranje atoma u kristalu s dva atoma u elementarnoj
Seliji



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

Owvisnost opticke grane frekvencije o valnom broju

w? (0) = 2,6-3—"'{' ikt - w, (0) = 2% S F
Ml Mg Fa| VM] Mg
w? (i i) = ﬁ .
b Mg

_/\

1. 2b M, S \/—-
M- ; f

—Jt i)
a a

Grafi¢ki prikaz disperzivne relacije



Titranje atoma u kristalima

Linearna resetka s dva atoma u elementarnoj celiji

Razmatrajuci jednodimenzionalan model, zaklju¢ili smo da u jednoatomskoj
teSetki postoji jedan oblik, a u dvoatomskoj dva oblika titranja atoma. Kada bi
clementarna Celija sadrzavala n atoma, tada bi reSetka mogla titrati na n razliitih
nacina. Dakako, u trodimenzionalnom kristalu broj titranja triput je veéi. Za svaki
smjer Sirenja vala postoje tri medusobno okomita titranja. U realnom kristalu
svakom valnom vektoru pripada 3n frekvencija. Od njih su tri frekvencije akustic-
ke, a preostale frekvencije su opti¢ke. Razumije se, u jednoatomskim reSetkama
nema optickog titranja, pa preostaje samo akusti¢ko titranje.




Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju
Cestice M1 imaju +q dok M2 —q naboj

M, by = - B Quy — Uy — 1) + q F

M, Uy = = B (Qugpe1 — Uy — Upy2) — g F
— s fPs-p s p € u
1 = C O o -5 o O-
2-04 @-ng 2/2 @03 g
; 3
( 3 - 10" Hz
ks — = = - = 10° cm™!
C 3-10%cem s
Valna duljina takvog vala
27 :
A=—"=6-10"cm



Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju

Primjenjujemo dugovalnu aproksimaciju
ka<<|]
Elektri¢no polje predocit ¢emo relacijom
F=F, ¢ (x-wd
Zbog velike valne duljine

F=F D—Fmi‘
Cr

U, =A™ g 2 2T D
u, = Be® qp=21-1 21+ 1....



Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju

(Myw®-2B)A + 28B = - gF,,
2BA + (Mhw*-2B)B = qF), ,

Slijede amplitude ionskog titranja

A = g5
M, [(1)+(O) o (1)"]
B=- ko

M,[w? (0) - @?]

gdje je w, (0) frekvencija dugovalnoga optickog titranja reSetke:

W, (0) = VZﬁ MA14+MM2
1 2



Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju

Tipi¢noj rezonantnoj frekvenciji w, (0) = 3 - 10" Hz pridruZena je valna du-
ljina
2nc
w . (0)

Infracrveni dio spektra 4 = ~ 6107 cm

! Rezonantne valne duljine odredene iz apsorpcije elektromagnetskih valova u
1 alkalnim halogenidima

Kristal A(107 cm) Kristal (107 em)
LiF 3.3 KCl 74
KF 4,2 NaBr 7S5
LiCl 5,2 RbCl 8.5
NaCl 5.2 CsCl 9.9
LiBr 6.3 Rbl 13,4
RbF 6.5 Csl 15,7




Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju

litranjem iona stvara se u svakoj elementarnoj éeliji elektri¢ni dipolni mo-
ment :

d=q(A-B) e
Definiraju¢i reduciranu masu
M, M,

M, + M, Cestice M1 imaju +q dok M2 —q naboj
b

m; =

Elektri¢ni dipolni moment u svakoj elementarnoj Celiji

q" F

d=——— :
m, (w3 (0) - w]



Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju

Vektor dielektri¢ke polarizacije
Gg' F

P=Gd= - -
m, |wi(0) - w’|

Gdje je G koncentracija Celija u kristalu

Elektri¢ni pomak [) = &, F+ P
D:{1+— i o
Eomy (w75 (0) - w7



Titranje atoma u kristalima

Ionski kristali u elektromagnetskom polju
D = Er Eg I

D:{l'f'—(fq& , gnF
Eomy w3 (0) - w7

Relativna permitivnost ionskog sustava
2
2 2
wi(0) - w
frekvencija 1onske plazme

Q=q)/—& =4-10"Hz

€, My

&(w) =1+

G=5-10%m?3 | m, = 10"kg i g=1,6-10"C



Titranje atoma u kristalima

Ovisnost indeksa loma o frekvenciji

Atom izvan vanjskog elektri¢nog polja

Vv
{u._} _—

r

Odabiruéi tipi¢ne vrijednosti v = 10°m/s i r = 10 '“m, za frekvenciju dobivamo
w, = 10'° Hz. To je u ultraljubi¢astom dijelu spektra.

Neka na atom djeluje linearno polarizirani elektromagnetski val
F = F, e~
Ukupna sila na elektron

=+ ) —
mx = - w, mx—ekF, e ™'



Titranje atoma u kristalima

Ovisnost indeksa loma o frekvenciji

Njezino je rjeSenje

I=Aﬂ—fmi A = _ CFD

m(w; — w?)

Inducirani elektri¢ni dipolni moment odreden je relacijom
d,. = -ex ,
e’ F

de = 2 2
m(w; — w*)

dobivamo dielektri¢nu polarizaciju elektronékog sustava:
N.e*F

P,= N, d. = -
m(w; — w?)




Titranje atoma u kristalima

Ovisnost indeksa loma o frekvenciji

permitivnost ionsko-elektronskog sustava bit’ ée
2 2
25 i (O

E(w) =1+
w?(0) - w? A

Sa w, oznacili smo frekvenciju elektronske plazme:

2
N,e*

8(:’ m

Elektronska masa mnogo je manja od ionske, pa je frekvencija w, mnogo visa od

frellévencije ionske plazme £,. Jednako kao i w,, frekvencija w, je reda veli¢ine
10 Hz.



Titranje atoma u kristalima

Ovisnost indeksa loma o frekvenciji

permitivnost ionsko-elektronskog sustava bit ée

2

E(w) =1+
w?(0) - w?
() == QF
2
L
e(w) =1 +—"F—
I:U,;} —1 '[:ﬂ

2
Wp

2 2
Wy —

Za crvenu svjetlost priblizno je w, = 2 - 10" Hz, a za ljubicastu ay = 4 - 10" Hz.
To je mnogo viSe od frekvencije €, koja je reda veliCine 10" do 10" Hz.



Titranje atoma u kristalima

Ovisnost indeksa loma o frekvenciji

Prema Maxwellovoj relaciji, u nemagnetskim materijalima relativna permitiv-
nost jednaka je kvadratu indeksa loma

&(w) = n(w) .

g(w) =1+

) 5

2

(),
n(w) = |/ 1 + —2—
Ws — W°

w -
l + ——F— = n°(w) .




V X

3 F
3t

Maxwellova relacija za indeks loma

3 F
3t

VXH=8°8,

3 F
3t

-

VX (VxH=V(VH-AH=-AH

3% H
3t

Vi (VX H) =g ¥k —

= T Mo lk



Maxwellova relacija za indeks loma

A H= 0 ’
¢ 3 e
gdje je ¢ brzina Sirenja elektromagnetskih valova u vakuumu

To je poznata valna jednadZba

C
f 2 2
c = a‘v’zvga"z
o t° 3 x

iErJ“r

Indeks loma medija definiran je kao omjer brzine elektromagnetskih valova

T n= Ve y

f

C
Specijalno, ako su magnetski efekti u mediju zanemarivi

=1, n=Ve




Titranje atoma u kristalima

Ovisnost indeksa loma o frekvenciji

2
(49 1% )
2 _—
l~l—‘2 ,2—11((0).
Wy —

(z)2 v
n(w)= |/ 1+—"— . w, = —
Wy — W° r

Sa w, oznacili smo frekvenciju elektronske plazme:

P

: N.'e”
W, =

£, M

1z relaciye mozemo odrediti kako se mijenja indeks loma s promjenom
boje svjetlosti. Raste li frekvencija od crvenoga dijela prema ljubi¢astom dijelu
vidljivog spektra, smanjivat ¢e se nazivnik pod korijenom izraza pa ¢e
indeks loma postajati sve veci. Time objasnjavamo eksperimentalno poznati rezul-
tat da se pri prijelazu bijele svjetlosti iz opticki rjedeg sredstva u opticki gusée
ljubi¢aste zrake jace lome od crvenih.




