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jmbag ime i prezime

Diferencijalni i integralni ra£un 2

popravni kolokvij, 22.2.2023.

Napomene: Odmah potpi²ite sva £etiri lista koja ste dobili. Zadatke rje²avajte na tim papirima
i dodatnim praznim papirima koje tako�er trebate potpisati. Nije dozvoljeno kori²tenje kalkulatora
niti ikakvih formula osim onih koje ¢e vam biti podijeljene na po£etku pisanja.
Svaki oblik varanja (uklju£uju¢i i samo posjedovanje pametnih ure�aja blizu sebe) moºe biti
sankcionirano prijavom Stegovnom povjerenstvu i privremenom zabranom polaganja kolegija.

1. (ukupno 20 bodova)

(a) (6 bodova) Odredite radijus konvergencije reda potencija

∞∑
n=1

√
2n+ 3 + lnn

(n2 + 1) · 2n
xn.

(b) (7 bodova) Za red potencija iz a) dijela zadatka odredite konvergira li red u slu£aju
x = 2 i x = −2.

(c) (7 bodova) Odredite arctg(0.1) s gre²kom manjom od 10−6.

Napomena: Taylorov polinom n-tog stupnja i ostatak za funkciju arctg(x) iznose

arctg(x) = x− x3

3
+

x5

5
. . .+ (−1)m−1 x2m−1

2m− 1
+R2m−1(x),

uz |R2m−1(x)| ≤
|x|2m+1

2m+ 1
(kad je x ∈ [−1, 1]).
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2. (ukupno 15 bodova)

(a) (7 bodova) Odredite globalne ekstreme funkcije

f(x, y) = x4 + 3y2

na domeni ome�enoj krivuljama x2 + y2 = 1 i x2 + y2 = 9.
(b) (8 bodova) Izra£unajte ∫∫

Ω

1

1 + x2
dx dy,

gdje je Ω unutra²njost trokuta s vrhovima (0, 0), (1, 0) i (1, 2).
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3. (ukupno 15 bodova)

(a) (7 bodova) Ako postoji, odredite potencijalnu funkciju za vektorsko polje

F (x, y) =
(
2xyey, x2(y + 1)ey

)
,

te izra£unajte krivuljni integral polja F od to£ke (1, 0) do to£ke (−1, 0) duº jedi-
ni£ne polukruºnice oko ishodi²ta iznad x-osi.

(b) (8 bodova) Izra£unajte volumen tijela

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + (y − 1)2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤
√

x2 + y2}.
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4. (10 bodova) Moºe li se u beskona£noj sumi

± 1√
1
± 1√

2
± 1√

3
± 1√

4
· · · ± 1√

n
· · ·

odabrati predznake (zasebno + ili − za svaki pribrojnik) tako da dobiveni red konver-
gira? Detaljno obrazloºite.

Rje²enje. DA. Jedan mogu¢i odabir predznaka je alterniraju¢i:

− 1√
1
+

1√
2
− 1√

3
+

1√
4
· · ·+ (−1)n

1√
n
· · · .

Niz (an), an = 1√
n
, je padaju¢i i konvergira prema 0. Zato ¢e po Leibnizovom kriteriju

konvergirati red
∑∞

n=1(−1)nan.

5. (10 bodova) Razvijte u Taylorov red oko x = 0 funkciju danu formulom

f(x) = ln(1 + x3).

Rje²enje. Deriviranu funkciju je lako razviti koriste¢i formulu za sumu geometrijskog
reda:

f ′(x) =
3x2

1 + x3
= 3x2

∞∑
n=0

(−x3)n =
∞∑
n=0

(−1)n3x3n+2, za |x| < 1.

Integriranje £lan-po-£lan sada odmah daje

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
x3n+3 + C, za |x| < 1.

Kako je f(0) = ln 1 = 0, zaklju£ujemo da mora biti C = 0.

6. (10 bodova) Odredite jednadºbu tangencijalne ravnine na plohu x3+y2+z = 3 u to£ki
(1, 1, 1).

Rje²enje. Ploha je graf funkcije f(x, y) = −x3 − y2 + 3. Tangencijalna ravnina ima
jednadºbu

z = f(1, 1) +
∂f

∂x
(1, 1)(x− 1) +

∂f

∂y
(1, 1)(y − 1),

tj.
z = 1− 3(x− 1)− 2(y − 1), tj. z = −3x− 2y + 6,

²to se (opcionalno) zapi²e
3x+ 2y + z = 6.



7. (10 bodova) Zamijenite poredak integracije, a potom i izra£unajte:∫ 1

0

∫ 1

√
y

e
y

x2 dx dy.

Rje²enje. ∫ 1

0

∫ 1

√
y

e
y

x2 dx dy =

∫ 1

0

∫ x2

0

e
y

x2 dy dx =

∫ 1

0

(e− 1)x2 dx =
e− 1

3

8. (10 bodova) Neka je funkcija f : R2 → R dana formulom

f(x, y) =
2(x+ 1)− x2

2(y + 1) + y2
.

�to geometrijski predstavlja nivo-krivulja f(x, y) = 1? Pozitivno orijetirajmo tu nivo-
krivulju i ozna£imo ju Γ⃗. Izra£unajte ∫

Γ⃗

x dy.

Rje²enje. Nivo-krivulja ima jednadºbu (x − 1)2 + (y + 1)2 = 2 i to je kruºnica sa
sredi²tem u (1,−1) i radijusom

√
2. Ako D ozna£ava krug (x−1)2+(y+1)2 < 2, tada

Greenova formula daje∫
Γ⃗

x dy =

∫
D

( ∂

∂x
x
)
dx dy =

∫
D

1 dx dy = povr²ina(D) = (
√
2)2π = 2π.
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1. (ukupno 20 bodova)

(a) (6 bodova) Odredite radijus konvergencije reda potencija

∞∑
n=1

√
3n− 2 + lnn

(n2 + 2) · 3n
xn.

(b) (7 bodova) Za red potencija iz a) dijela zadatka odredite konvergira li red u slu£aju
x = 3 i x = −3.

(c) (7 bodova) Odredite arctg(0.1) s gre²kom manjom od 10−6.

Napomena: Taylorov polinom n-tog stupnja i ostatak za funkciju arctg(x) iznose

arctg(x) = x− x3

3
+

x5

5
. . .+ (−1)m−1 x2m−1

2m− 1
+R2m−1(x),

uz |R2m−1(x)| ≤
|x|2m+1

2m+ 1
(kad je x ∈ [−1, 1]).
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2. (ukupno 15 bodova)

(a) (7 bodova) Odredite globalne ekstreme funkcije

f(x, y) = 3x4 + y2

na domeni ome�enoj krivuljama x2 + y2 = 1 i x2 + y2 = 9.
(b) (8 bodova) Izra£unajte ∫∫

Ω

1

1 + y2
dx dy,

gdje je Ω unutra²njost trokuta s vrhovima (0, 0), (0, 1) i (2, 1).
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3. (ukupno 15 bodova)

(a) (7 bodova) Ako postoji, odredite potencijalnu funkciju za vektorsko polje

F (x, y) =
(
3x2yey, x3(y + 1)ey

)
,

te izra£unajte krivuljni integral polja F od to£ke (1, 0) do to£ke (−1, 0) duº jedi-
ni£ne polukruºnice oko ishodi²ta iznad x-osi.

(b) (8 bodova) Izra£unajte volumen tijela

D = {(x, y, z) ∈ R3 : (x− 1)2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤
√

x2 + y2}.
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Vidjeti prvu grupu.


