4. zadaca, rjeSenja zadataka 6-9

ZADATAK 0.1. Neka je A : My(R) — Ms(R) linearni operator takav da je
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Uoc¢imo da za sve matrice oblika A [O 1 + 1 1 1] , A\, 1 € R (iskljucivo za takve matrice) mozemo

odrediti njihovu sliku iz zadanih podataka. Vrijedi
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ZADATAK 0.2. Postoji li linearni operator A : R® — R? takav da vrijedi:

(a) A(1,2,3)=(1,1)1 A(2,4,6) = (2,3)?

(b) A(1,0,0) = (1,1)1 A(2,0,0) = (2,2)7

(c) A(1,0,1) =(2,1), A(1,1,0) = (1,2), A(0,1,—1) = (0,1).
RJESENJE

(a) Ukoliko bi takav linearan operator postojao, vrijedilo bi

A(2,4,6) = A(2(1,2,3)) = 2A(1,2,3) = 2(1,1) = (2,2).

Kako je u zadatku zadano da je A(2,4,6) = (2,3) zaklju¢ujemo da takav linearan operator A
ne postoji.



(b) Uocimo da je (2,0,0) = 2(1,0,0) i da je u ovom podzadatku A(2,0,0) = 2A(1,0,0) pa nemamo
problem kao u (a) dijelu zadatka. Primjer linearnog operatora koji zadovoljava uvjet zadatka
je

A(:L‘lv T, 1'3) == (xla wl)-
Za zadacu dokazite da je ovako definirana funkcija zaista linearni operator. Uocite da postoje
i drugi linearni operatori koji zadovoljavaju uvjete zadatka, npr.
A(z1, w2, 73) = (T1 — To, 71 + T2).
Pokusajte smisliti jos neki primjer linearnog operatora koji zadovoljava uvjete zadatka.

(¢) Uocimo da vrijedi (1,0,1)4(0,1,—1) = (1,1,0). Ako postoji linearni operator koji zadovoljava

uvjete zadatka, onda mora vrijediti
A(1,0,1) + A(0,1,-1) = A(1,1,0),

tji. (2,1) 4+ (0,1) = (1,2). Buduéi da smo dosli do kontradikcije, zaklju¢ujemo da ne postoji
linearni operator koji zadovoljava uvjete zadatka.

ZADATAK 0.3. Neka je A : R3 — R? linearni operator takav da je

A(1,1,1) =(2,3), A(1,0,1) = (1,1), A(0,1,1) = (0,0).
Mozemo li iz zadanih podataka potpuno odrediti linearni operator A, tj. odrediti A(zy,zq,x3) za
proizvoljni vektor (z1, 1y, z3) € R3?
RJESENJE Uotimo da je skup {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} baza vektorskog prostora R3. Za (zy, xq, x3) €
R3 vrijedi

(ZEh Ta, (L’g) = (5131 + 29 — l’g)(]_, 17 1) + (Ig — ZEQ)(l, 0, ].) + (ZE3 — :(:1)(0, 17 1)
pa je
A(ZCl, Ta, .173) = (271 + o — .1'3)14(1, 1, 1) + (l’g — $2)A(1, O, 1) + (1'3 — 371)14(0, 1, 1)
= (271 + 29 — 1’3)(2, 3) + (1’3 — [L’g)(l, 1) + (CL'3 — 1‘1)(0, 0)
= (21’1 + I9 — I3, 3ZL‘1 + 2.%'2 - 21’3)

ZADATAK 0.4. Neka je {ey, eo} kanonska baza za R?, f1 = (1,1), fo = (1,2). Neka su A, B : R? — R?
linearni operatori takvi da je

Ael = (1, —1), A€2 = (1,0)

Bfi =(2,-1), Bfy =(3,—1).
Obrazlozite zaSto su ovim podacima linearni operatori A i B jedinstveno odredeni. Odredite Af1, Afs.
Sto mozete zakljuciti o operatorima A i B?
RJESENJE Linearni operatori A i B su jedinstveno odredeni jer su {e1, e2} i { f1, f2} baze vektorskog
prostora R?. Za proizvoljni vektor v € R? postoje jedinstveni skalari o, 3,7, € R takvi da je

v =qae; + Bey, v="f1 +fs.
Tada je

Av = ahe; + fAey = (a+ B, —a), Bo=~Bfi +0Bfy = (2y + 30, —y — 0).

VI'lJedl Afl = A(@l —+ 62) = A61 + A62 = (2, —]_), Afg = A(Gl + 262) = A61 + 21462 = (3, —1) VllelO
da je Afi = Bf1 i Afs = Bfy, odnosno linearni operatori A i B se podudaraju na bazi. Kako je
svaki linearni operator jedinstveno zadan svojim djelovanjem na bazi, zaklju¢ujemo da je A = B.



