LINEARNA ALGEBRA 1
Prvi kolokvij - 23. studenog 2023.

|ZADATAK 1]

(a) (5 bodova) Reducirajte do maksimalnog linearno nezavisnog skupa u V3(0) skup
{G+ki+7+ki+2]+2ki+3]+3k}
(b) (5 bodova) Za koje vrijednosti parametra A € R vektori @,b, ¢ € V3(0) zadani s
G=i+2]+A—1Dk, b=i+2j, =i+2j+Fk

zadovoljavaju jednakost

Rjesenje.

a)

(J+k)#£0
i+ +k#£NT+E)
P42 +2%=0G+k)+G+]+k)
i4+3]+3k=0G+k) +20+]+k)
Jedan maksimalan nezavisan podskup je {7 + ki+7j+ lg}
b) Iz @ = ad + b imamo
a+p=1 a+p=1
20 + 28 =2 0 =0
(A — 1+ 08 =1 (A —1)a =1
Da bi sustav bio rjesiv, nuzno je i dovoljno A # 1.
Iz b = a@ + ¢ imamo
20 + 28 =2 0 =0
(A= Da+ 8 =0 (2-NB=1-\

Da bi sustav bio rjesiv, nuzno je i dovoljno A # 2.

Oba sustava daju A € R\ {1, 2}.



LINEARNA ALGEBRA 1
Prvi kolokvij - 23. studenog 2023.

|ZADATAK 2]

(10 bodova) Neka je n € N, n > 3. U vektorskom prostoru R™ sa standardnim operacijama
zadani su sljedeéi skupovi

51:{($17~--,$n)€]13§" . l’k:%, Zasvek:2,...,n—1},

Sy = {($1,...,xn) ER" : 2} = 2)_ 1741, A svek::2,...,n—1}.

(a) Odredite jesu li S; i Sy potprostori od R™.

(b) Postoji i M < R"™ dimenzije 2 takav da vrijedi M = [S;]? Ako postoji, pronadite jednu
odgovarajucu bazu, u suprotnom pokazite da takav ne postoji.

(¢) Postoji li L < R"™ dimenzije 2 takav da vrijedi L = [S3]? Ako postoji, pronadite jednu

odgovarajucu bazu, u suprotnom pokazite da takav ne postoji.

Rjesenje: Pokazimo prvo da je S; < R™ Neka suz = (z1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € 51 te

a, f € R. Tada uvjet
T—1 + Tht1

Ik:T7 2<k<n-1,
mozemo ekvivalentno zapisati kao
Tyl — Tp = Tp — Tp—1, 2<k<n-—1.
Sada lako vidimo da za linearnu kombinaciju az + By i svaki 2 < k < n — 1 vrijedi

(aTpp1 + Byrt1) — (axg + Byx) = (Tpp1 — ) + B(Yrr1 — Yr)
= a(rp — Tp—1) + B(Yr — Yr—1)
= (axp + Byx) — (Qrp—1 + Byr-1) ,

pa je zaista S; < R". Posebno, vrijedi [S;] = S;. Dakle, trazeni M ¢e postojati (i to ¢e biti
upravo S7) ako i samo ako je dim S; = 2. Ako ozna¢imo

d:=20—21 =23 — Ty =""+"=2Tp — Tp_1,
tada vidimo da je

reEM <= z=(ry,r1+d,x1+2d,...,21+ (n—1)d)
=2(1,1,1,...,1) +d(0,1,2,...,n— 1),

pa vidimo da je zaista dim S; = 2 te je jedna baza dana s

{E}%XN_D%}



Pokazimo sada Sy ¢ R™. Ocito vrijedi e; € Sy te Y i, e; € Sy, ali njihov zbroj vise nije
element iz Sy (prva i tre¢a koordinata pomnoZzene vise ne daju kvadrat druge). Dodatno,

primijetimo kako imamo 1
n
{617 €n, Z ei} g SQ-
i=1

Kako su ova tri vektora ocito linearno nezavisna (pretpostavka n > 3), slijedi da je

dim[Ss] > dim [{el,en,Zel}] =3,
i=1

pa trazeni L ne moze postojati.
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|ZADATAK 3|

(10 bodova) U vektorskom prostoru Ms(R) zadani su potprostori

X:{[Z Z] :a—l—b—c:O,—a—l—Zb—l—d:O},

Y:{A: [CC‘ Z] € My(R) : A= AT, a:20—|—d}.

Odredite po jednu bazu potprostora X +Y i X NY.

S . _la b
Rjesenje: Neka je A = L d

A€ X vrijediia+b—c=0, —a+ 2b+ d = 0. Iz navedenih uvjeta slijedi a = 0, d = —2b,
pa vidimo da je
0 b 0 1
A=l Sl =l )

Dakle jedna baza za X NY je { {(1) _12} }

€ XNY. Zbog A €Y imamo b = ¢, a = 2¢ + d, a zbog

Za bazu sume odredimo prvo baze za X i Y. Imamo da je A =

a b 10 0 1
A:[cH—b a—Qb]:aL 1}”[1 —2}

10 o 1
W= 1 2T o

Skup {a1,as} je sustav izvodnica za X i linearno je nezavisan, dakle to je baza za X.

Nadalje, A = {Z b

Z] € X ako 1 samo

ako

Oznac¢imo

d] €Y ako i samo ako

C[26+d b] 2 1] 10
A_[ \ d} —bL 0 +d[ ]
2 1 (1 0
b1 = {1 0]’ b = 0 1]'
Dakle baza za Y je {by, b, bs}.
Kako znamo dimenzije od X, Y i X NY, mozemo odrediti dimenziju od X + Y:

Oznac¢imo

dm(X +Y)=dimX +dimY —dim(X NY)=2+2-1=23

Skup {aq, as, by, ba} je sustav izvodnica za X +Y, pa ga moZzemo reducirati do baze za X +Y.
Bududéi da je dim(X +Y') = 3, trebamo izbaciti jedan vektor da bi dobili bazu. Pokaze se da
je {a1, as, b1} linearno nezavisan, dakle to je baza za X + Y.
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|ZADATAK 4]

(10 bodova) U vektorskom prostoru P3 polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili
jednakog tri dan je potprostor

M ={pePs : p(1) =p(-1), p(2) = 0}.
(a) Odredite jedan direktan komplement od M u Ps.

(b) Ako je N dobiveni direktan komplement, odredite rastav polinoma
p(r) = ax® + bx® + cx + d s obzirom na rastav P3 = M+N.

Rjesenge:

(a) Odredimo prvo jednu bazu za M. Za p € M imamo prvo zbog uvjeta p(2) = 0 da p
mora biti oblika
p(z) = (z — 2)(az?® + bz + ¢),

za neke a, b, c € R. UvrStavanjem drugog uvjeta p(1) = p(—1) slijedi
—(a+b+c)=-3(a—-b+c),
odakle pak dobivamo
a—2b+c=0.
Stoga je

pEM = p(x)=(x—2)((2b—c)z® + bx +c) = b(z — 2)(z + 22%) + c(z — 2)(1 — 2?).

Dakle, skup
{2 - 22% — 2 +2,20% — 327 — 22}

je sustav izvodnica za M, a kako je on ocito i linearno nezavisan, to je jedna baza za
M. Sada nam je potrebna jedna dopuna do baze za cijeli P3. Moze se lako provjeriti da
je jedna dobra dopuna dana s polinomima {1, x}, pa zaklju¢ujemo da je jedan direktni
komplement od M u P3 dan s

N = [{1,t}].

(b) Za traZeni rastav potrebno je odrediti zapis polinoma p(z) = ax3 + bx? + cx + d u bazi
{1, 2,23 — 2% — o + 2,223 — 32? — 2z}, §to se svodi na rjeSavanje sustava

« + 2y =d
B— v—20=c
—2y—=30=0

v +2) =a.



Rjesenje ovog sustava je
a=6a+4b+d, f=a+c, y=—-3a—2b, ) =b+ 2a.

Dakle, ako oznac¢imo redom polinome u promatranoj bazi s pi, p2, ¢1, g2, onda je zapis
od p = par + pn s obzirom na rastav M+N dan s

p= ((6@ +4b+ d)p1 + (a + c)p2> - ((—Ba —2b)q1 + (b + 2a)q2)1.

J/ (.

~\~ ~\~
pPm PN
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|ZADATAK 5]

(10 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te L i M njegovi potprostori.
Vrijede li sljedece tvrdnje?

(a) Ako je G sustav izvodnica za L i G sustav izvodnica za M, tada je G U Gy, sustav
izvodnica za L + M.

(b) Ako je By baza za L i By baza za M, tada je By, U By baza za L + M.

Ako tvrdnja vrijedi, detaljno ju dokazite, a ako ne vrijedi, navedite kontraprimjer.

Rjesenge: (a) Tvrdnja vrijedi.

Dokaz: Neka je v € L + M. Tada je v = a+ b za neke a € Lib € M. Kako je G
sustav izvodnica za L, postoje a1,...,a; € Gp i ay,...,q; € F takvi da je a = 22:1 a;a;.
Isto tako, kako je G; sustav izvodnica za M, postoje by, ..., b, € Gy i By, ... 0, € F takvi
da je b = >, B;b;. Tada je v = 22:1 aja; + >0 Bybj, dakle v je linerna kombinacija
elemenata aq,...,a;, by, ..., b, koji pripadaju skupu G U G);. Zbog proizvoljnosti elementa
v zakljucujemo da je G U G\, sustav izvodnica za L + M.

(b) Tvrdnja ne vrijedi. Na primjer, neka je V = R3 L = {(z,y,0) : z,y € R} i M =
{(x,0,2) : z,2 € R*}. Tada je By, = {(1,0,0),(0,1,0)} baza za L i By = {(2,0,0),(0,0,1)}
baza za M, ali B, U By, nije baza za L + M = R3 jer ima 4 elementa u trodimenzionalnom
prostoru.

(Jo$ jedan kontraprimjer: L = R?* i M = [{(1,1)}]. Oznac¢imo a = (1,1). Za L uzmemo
kanonsku bazu By, = {e1,e2}, a za M uzmemo By = {a}. Skup By, U By = {e1, €3, a} nije
baza za L + M = R? jer ima tri elementa u dvodimenzionalnom prostoru.)



