MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 1
Drugi kolokvij - 31. sije¢nja 2024.

|ZADATAK 1]

(a) (5 bodova) Odredite sve n € N za koje je matrica A = (a;;) € M,, dana s
n—1, 1=y,
Q5 = . .
L, i # ]
regularna.

(b) (3 boda) Neka je A € M3 4. Moze li AT A biti regularna? U slu¢aju potvrdnog odgovora
navedite jednu takvu, a u suprotnom pokazite odgovarajuéu tvrdnju.

(c) (Dodatna 2 boda) Neka je A € M,, regularna matrica te u,v € M,;. Dokazite sljedec¢i
identitet:
det(A + uv”) = det A(1 +v7 A ).
Rjesenje:
a — Zan=1je A= |0/, pa A nije regularna u tom slucaju.
(a) J ;P je reg y

— Zan > 2 ra¢unamo odgovarajucu determinantu n-tog reda na sljede¢i nacin:

n—1 1 1 1 1
1 n—1 1 1 1
1 1 n—1 ... 1 1
detA=| . _ ‘ ‘ ‘
1 1 1 n—1 1
1 1 1 1 n—1
n—1 1 1 1 1
2—n n—2 0 0 0
R; oduzmemo ostalima 2—n 0 n—2 0 0
2—n 0 0 n—2 0
2—n 0 0 0 n—2



n—1 11 1 1
-1 1
izlu¢imo (n—2) iz ..,Rn, -1 0 0 0
e (2 e B gyt S
-1 0 0 . 10
-1 0 0 . 01
2n—1) 1 1 11
0 10 00
dodamoSé...,Sn—>51<n_Q)n_l 0 0 1 00
0 00 ... 10
0 00 ... 01

=2(n—1)(n—2)"""
Dakle, vidimo da je A regularna <= det A #0 <= n > 3.

Napomena: Ovdje se moglo samo pozvati i na izvedenu formula za opcéenitiju matricu

ovog oblika s vjezbi,
{ai7 1= ja
Qij = . .
T, 1]

za specijalan slucéaj a; = ay =---=a, =n— 11z =1, te komentirati samo za koje n
je dobiveni izraz razlicit od nula.

Za A € My, je ATA € M. Kako je r(ATA) < r(A) < 3, zakljucujemo da AT A ne moze
biti regularna za niti jednu A € Ms 4.

Formiramo blok matricu ¢ija ¢e determinanta biti jednaka lijevoj strani jednakosti,

{A + uvT O}
0 1]

Blok transformacijama eliminiramo ¢lan uv” iz bloka 1,1 na sljede¢i nacin ("prirodan"
poredak transformacija je naznacen ispod odgovarajué¢ih matrica)

[ I, O} [In u] [A+UUT 0} I, O] B {A U
vTAL 1] 10 1 0 1 =0T 1] [0 14+0TA ]
3 2 1

Primjenom Binet-Cauchyjevog teorema te odgovarajuc¢ih rezultata za determinante blok
trokutastih matrica, slijedi trazena jednakost.
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|ZADATAK 2|

a) (8 bodova) Koristeci elementarne transformacije nad retcima, izra¢unajte inverz matrice

1 0 10
0 -1 2 1
A=10 0 10
2 0 0 1

b) (2 boda) Napisite matri¢ni zapis elementarne transformacije koja, djelujuéi na retke
matrice A, njen prvi stupac prevede u

1
0
0
0
RjesSenje
a)
(1) 0 1 0] 1000 1 0 1 0] 1 000
0 -1 21]0100[ _ [0-1 2 1] 0 100
0 0 10]0010 00 1 0] 0 010
(2 0 01]0001 00 -2 1] -2001
10 1 0 | 1 0 00 [LOO O | 1 0 —10
01 -2 1] 0 —100 010 -11] 0 -1 2 0
00 o] 0o o 1of7jo0o1 0 [0 0 10
00 -2 11]-220o01 oo | -20 21
100 0 | 1 0 —1 0]
010 0 | -2 -1 4 1
001 0 ] 0 0 1 0
000 (1| -2 0 1
b)
1 000
0 100
0 010
—2 0 0 1
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|ZADATAK 3|

(a) (9 bodova) U ovisnosti o realnom parametru A odredite rang matrice

A2 1 01 1
2 -1 0 -1 1
A:432)\3
0 5 2 3 A\

(b) (3 boda) Odredite za koje parametre A € R postoji matrica B € M;5(R) takva da je
blok matrica
b
0 A

punog ranga, pri ¢emu je I € M;(R), 0 € My5(R). Obrazlozite!
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|ZADATAK 4]

(a) (4 boda) Rijesite sustav
T — T3+ 214 =2
201 + D529+ 33— 24=9
To+ x3— x4=1
r1+3x3+ 23— 14=05H

(b) (4 boda) Ako je A matrica sustava iz (a) dijela zadatka, rijeSite sustav AX =0, gdje je
A adjunkta matrice A.

(¢) (4 boda) Dan je nehomogeni sustav A’X = B od Cetiri linearne jednadzbe s Cetiri
nepoznanice takav da je r(A’) = 2. Ako su (1,0,1,—1),(0,1,1,0) i (—1,1,1,0) tri
rjeSenja tog sustava, odredite sva njegova rjesenja.

Rjesenje:

(a)

Ro—5R3
@ 0 -1 2 | 2] me2ms [1 O =1 2 | 2] gysr, [1 O =1 2 |
a2 5 3 -1 | 9| rRzmi 0 5 5 =5 | 5| mwsrs |01 1 —1 |
P7lo 11 -1 |1 01 1 -1 1 00 0 0 |
1 3 2 -1 1|5 0 3 3 -3 ] 3 00 0 0 |

odakle jednostavno ocitavamo da je rjesenje sustava dano s
Co+Qa=1(2,1,0,0) + [{(1,-1,1,0),(—2,1,0,1)}].

(b) I

7 (a) dijela zadatka slijedi da je r(A) = 2 < 4 —2. Na vjezbama je pokazano da je tada
A

(a)
= 0. Stoga je rjesenje sustava AX = 0 cijeli R* (ili cijeli My;).

(c) Kako je r(A") = 2, slijedi da je dim4 = 2. Ve¢ nam je poznato (barem) jedno
partikularno rjesenje, pa nam je za opis cijelog skupa rjesenja potrebno jo$ pronaci dva
linearno nezavisna rjesenja sustava A’X = 0. Oznacimo redom

X; =(1,0,1,-1), X5=1(0,1,1,0), X3=(-1,1,1,0).
Tada zbog A'X; = A’ X, = A’ X3 = B slijedi
A/<X1 - XQ) - A/(XQ - Xg) - O,

pa vidimo da su (1,—1,0,—1) i (1,0,0,0) dva linearno nezavisna rjesenja homogenog
sustava. Stoga je skup rjeSenja sustava A’X = B dan s

(1,0,1,—-1) + [{(1,-1,0,—1),(1,0,0,0)}].

S O =N
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|ZADATAK 5|

(8 bodova) Neka za matrice A, B € M5 vrijedi r(A) = r(B) = 2. Dokazite da sustavi AX =0
i BX = 0 imaju bar jedno netrivijalno zajednic¢ko rjesenje.



