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ZADACI

1. Odredite period titranja i karakteristiénu frekvenciju za nepriguseno titranje.

2. Odredite logaritamski dekrement A = In(p,/¢nt1) za 3 razlitite struje
prigusenja. U tu svrhu izmjerite amplitude ¢,, u ovisnosti o broju perioda
n. Pritom oditavajte desetak uzastopnih amplituda uvijek s iste strane

skale.

3. Promatrajte prisilne oscilacije. PrikaZite grafi¢ki rezonantne krivulje za
tri razli¢ite struje prigudenja (manje od 1 A). Za svaku krivulju potrebno
je odrediti amplitude oscilacija u stacionarnom stanju za po 5 pobudnih
frekvencija ispod i iznad rezonantne frekvencije. Rezonante krivulje nacr-
tajte na istom grafu.

Naputak: Cisto prisilno titranje, opisano jednadzbom (15), opaZa se nakon
duljeg djelovanja pobude. U pocetku titranje sadrzava dva dijela: titranje
vlastitom frekvencijom oscilatora (jednadzba (6)) i titranje pobudnom frekven-
cijom (jednadzba (15)). U tom razdoblju opazamo nepravilno titranje sve
dok ne prevlada titranje pobudnom frekvencijom. Trajanje prijelaznog
titranja ovisi o pobudnoj frekvenciji i o jakosti prigusenja. U blizini re-
zonancije s malim prigu$enjem potrebno je oko 5 minuta za nastanak
stacionarnog stanja. Prijelazni period moguce je skratiti ako se za danu
pobudnu frekvenciju najprije ukljuci jako prigusenje, a zatim se postupno
smanjuje (priklju¢ak na 10V -8V —6V —4V).

4. Koristedi izraz (19) odredite ovisnost faze kao funkciju omjera frekven-
cije sile tjeranja i rezonantne frekvencije (tj. w,/wp) za tri razli¢ite struje

gusenja.



Uvod

KruZno njihalo je tijelo u¢vriéeno tako da moZe rotirati oko jedne osi i oko te osi
ima moment tromosti I. Spiralna opruga ucvr$ena je jednim krajem na osovinu
koja nosi tijelo, a drugim krajem na &vrstu podlogu. Na taj na&in njihalo ima
to¢no odreden ravnotezni poloZaj, a spiralna opruga protivi se odstupanju od

ravnoteze zakretnim momentom T'(¢) koji je proporcionalan kutu otklona ¢:

T(¢) = —De, (1)

gdje je D konstanta spiralne opruge.

Slobodne oscilacije.

Pusti li se kruZno njihalo da slobodno titra, diferencijalna jednadZba njegova
gibanja glasi:
d?p
I—+Dp=0 2
2z TDv (2)
Ova jednadzba formalno je identi¢na jednadZbi za harmonijske oscilacije tijela na

opruzi i ima opcenito rjeSenje:

©(t) = o cos(wot — 1)) (3)

gdje je g amplituda titranja, ¢ poletna faza, a wy je vlastita kruZna frekvencija
njihala, odredena relacijom:
27 D

WO:27TV:?O: 7 (4)

Ovdje T} predstavlja period nepriguenog titranja.
U danom eksperimentalnom sluéaju, konstante ¢, i ¢ utvrduju se postavl-

janjem pocetnih uvjeta, tj. otklonom i brzinom u ¢t = 0.

PriguSene oscilacije.

Ako uvedemo prigus$ivanje proporcionalno kutnoj brzini, diferencijalna jednadZba

gibanja glasi:
e dg
I—+C—+4+Dp=0
T T (5)
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gdje je C koeficijent gusenja, u nasem slu¢aju uzrokovan vrtloZznim strujama.

Opce rjesenje ove jednadZbe jest
p(t) = poe cos(wit — 1), (6)

gdje je o faktor gusenja
C

T 2]
a kruzna frekvencija w; prigusenih oscilacija dana je relacijom:

w1 =\ — 52 ®)

Uotavamo da je frekvencija w; realna za potkriti¢na prigusenja (C? < 4DI).

§ (7)

Amplituda titranja se eksponencijalno smanjuje s vr.emenom, a omjer uzastopnih

amplituda je konstantan:

Pn_ _ poe 2t cos(wit — 1) _ 5T 9)
Oni1 o 0t cos(wit + w T — 1) ’

Jer je w1 = 2.
Definiramo logaritamski dekrement gusenja A:

A=0oT=1n-2" (10)
(pn—l—l

Faktor dobrote.

Energija pohranjena u oscilatoru smanjuje se u vremenu prema zakonu:
(E(t) = (Eo(t)) ™", (11)

gdje je 7 = 1/24. Faktor dobrote definira se kao:

pohranjena energija

Q=2

(12)

(gubitak energije u jednom periodu)

Sto za slabo guZeni oscilator iznosi (vidi “UdZbenik fizike Sveuili¥ta u Berkeleyu”

- Svezak |, str. 128):
2nE W1

E/T R WIT = — (13)

Q~ 55
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Prisilno titranje.

Ako na na$ oscilator djelujemo vanjskom periodiénom pobudom, diferencijalna
jednadZba glasi:
d’p dy
IE—FCEjLD(p:M,,coswyt, (14)
gdje je M, zakretni moment vanjske pobude, a w, njezina kruzna frekvencija.

Partikularno rjeSenje ove diferencijalne jednadZbe jest
o(t) = ¢, cos(w,t — a), (15)

$to se lako moZe provjeriti uvrdtavanjem. Koristenjem trigonometrijskih izraza

za zbroj i razliku kutova, te sredivanjem dobije se:

[—wa cosa + Cw, sina + D cos a] Y, cosw,t +

[—wa sinw — Cw,, cos o + D sin Oé} pysinw,t = M,cosw,t. (16)
Ova jednadZba moZe biti zadovoljena za svaki t samo ako je

[—Iw)cosa+ Cw,sina+ Dcosal p, = M,, (17)
[—Iwsina — Cw, cosa+ Dsinal ¢, = 0. (18)

Naime, tada cosw,t i sin w,t mogu poprimiti sve moguce vrijednosti, a jednadzba
(16) e ostati zadovoljena. Do istoga zakljutka moZemo dodi i sljedeé¢im razma-
tranjem. U trenutku kada je cosw,t = 1, a sinw,t = 0, jednadzba (16) svodi se
na jednadzbu (17). Kada je pak cosw,t = 0, a sinw,t = 1, dobivamo jednadZbu
(18). U jednadzbama (17) i (18) nema vremena ¢ $to znaci da one moraju stalno
biti zadovoljene.

Iz jednadzbe (18) lako dobivamo

Cw, 20w,
84T w2 Wi —w?’ (19)

gdje su iskoridtene jednadzbe (4) i (7).
Iz jednadZbe (17) slijedi amplituda titranja
M,
(D — Iw?) cosa + Cw, sin «
M, /T
V(W —w2)? + 402wz

Pv =
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gdje su cos« i sin« izraZzeni najprije putem trigonometrijskih relacija pomocu
tg «, a zatim je iskoridtena jednadzba (19). Valja uotiti da su konstante ¢, i «
u rjesenju (15) dobivene uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu (14), a ne iz
poletnih uvjeta kako je to bilo za konstante g i ¢ u jednadzbama (3) i (6).
Opce rjesenje jednadzbe (14) je superpozicija partikularnog rjesenja (15) i
opleg rjeSenja (6) homogene diferencijalne jednadzbe. Buduéi da ovo potonje
brzo trne, nakon dovoljno dugog vremena uspostavi se stacionarno stanje titranja
dano jednadzbom (15). U stacionarnom stanju amplituda i faza ne ovise o po-
Zetnim uvjetima, nego o odnosu prema vanjskoj sili, tj. o razlici w2 —w?. Kad se
frekvencija pobude poklapa s vlastitom frekvencijom oscilatora, amplituda postize

rezonantni maksimum koji prema jednadzbi (20) iznosi

n 2[5&)0 .

(21)

Pv

Sirinu rezonancije moZemo nadéi ako postavimo uvjet
2 202 _ 452 2
(Wi — wy)” = 46w, (22)

u nazivniku izraza za amplitudu. Uz taj ¢e uvjet snaga pohranjena u oscilatoru
iznositi polovicu maksimalne. Za maleno gusenje frekvencije w, ¢e biti u blizini
wp, pa moZemo aproksimirati wi — w? = (wp + w,)(wo — w,) = 2wo(we — wy).
Oznatimo li Aw = |wy — w,| kao polusirinu rezonancije, dobivamo iz jednadzbe
(22)

Aw = 4. (23)

Razmatrajuéi jednadzbe (21) i (23), moZemo zakljuliti da s povecanjem faktora
gudenja § opada maksimalna amplituda, a raste $irina rezonancije.

Iz jednadZbe (19) vidimo da se fazni pomak mijenja od 0 za vrlo niske frekven-
cije pobude, preko 7/2 u rezonanciji do m za vrlo visoke frekvencije pobude.
Promatranjem faznog odnosa izmedu titranja oscilatora i vanjske sile mozemo

takoder ustanoviti je li dana frekvencija w, niza, jednaka ili visa od wy.

Mjerni uredaj i mjerenje

Kruzno njihalo (sl.1) sastoji se od bakrena kotata (3) &ija je osovina kugli¢nim

leZajevima udvriéena na postolje. Kotal je pri¢vrs¢en na jedan kraj spiralne
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opruge (4). Drugi kraj spiralne opruge nepomitan je prilikom prou¢avanja slo-
bodnih i prigusenih oscilacija. Kod prisilnih oscilacija elektromotor kojemu se
broj okretaja moZe grubo i fino ugadati, stvara preko ekscentra (11) pobudu koja
putem pobudne Sipke (12) i poluge za prijenos (5) dolazi na drugi kraj opruge.
Prigugivanje titranja postiZe se vrtloznim strujama koje elektromagnet (1) izaziva
u bakrenom kotacu. Jalina prigusenja moZe se kontinuirano regulirati pomoéu

jakosti struje kroz elektromagnet. Prilikom prou¢avanja slobodnih i prigusenih

- elektromagnet
- skala
- bakreni kota¢
- spiralna opruga
- poluga za prijenos
- kazaljka njihala
- fino namjestanje
7 G) broja okretaja
8- grubo namijestanje
9 broja okretaja
9- uticnice za
napajanje motora
’ ) 10-mjerne uticnice
. . 6 11-radilica i ekscentar
| —A— 12-pobudna Sipka
13-utor za namjestanje
amplitude

)
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Slika 1. Kruzno njihalo.

oscilacija, najprije je potrebno kazaljku poluge za prijenos (5) namjestiti u nulti
poloZaj. Zatim se kazaljka njihala (6) rukom pomakne iz ravnoteZnog poloZaja do
neke amplitude te pusti da bi se promatralo titranje. Amplituda titranja ocitava
se na skali (2), a period titranja odreduje se zapornom urom. Za preciznije
odredivanje perioda titranja mjeri se vrijeme potrebno za npr. 10 titraja (kada
je to moguée) pa se izmjereno vrijeme podijeli s brojem titraja. Za prouavanje
prigusenih oscilacija, iz napajanja se uzima izmjeni¢na struja koja se ispravlja
pomocu ispravljata i dovodi na zavojnice (sl.2). Struja Iz mjeri se amperme-
trom spojenim u seriju. Izborom napona u rasponu od 4V do 10V mijenja se
struja I, a time i prigusenje.

Za proucavanje prisilnih oscilacija spoji se istosmjerni napon iz napajanja na
istosmjerni motor (gornji dio sl.2).

Mjerni postav prikazan je na sl.3.
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Slika 2. Shema spajanja eksperimentalnog uredaja.

Slika 3. Mjerni postav.



